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Vorwort. 


Das vorliegende Werk verdankt ſeine Entſtehung zunächſt dem 

‚ Bunfhe, meinen Schülern einen Leitfaden für meine Vorträge über 
reine und angewandte Mechanik in die Hand zu geben. Diejen Plan 
ließ ich jedoch wegen der fortdauernd fehr geringen Frequenz unferer 
1. Säule ‚ durch welche dem Berleger eines foldhen Leitfadens nur geringe 
—* auf einen genügenden Abſatz geboten war, bald wieder fallen, 
und faßte, von einem innern Streben nach einer umfaſſenden ſtrengen 
Behandlung meines Gegenſtandes getrieben, ben wohl etwas kühnen 
h ZEutſchluß, ein vollftändiges Handbuch ber reinen und angewandten 
Rehau nach meiner Anſchauungs- und Darftellungsweile auszu- 
* arbeiten. Für die reine Mechanik wählte ich dazu einen ziemlich all⸗ 
\ gemeinen Standpunft, ohne jedoch die befondere Rädficht auf die ung 

< umgebenden irdifchen Verhältniffe aus den Augen zu verlieren; die an= 
d gewandte Mechanik wird ſich dagegen ausſchließlich auf dem Gebiete 
der Technik, des Bau= und Maſchinenweſens bewegen, und das ganze 
Wert demnach ald Sandbuch der ratinnellen und tech: 
uifchen Mechanik in drei Abtheilungen erfcheinen, von benen 
die erfte die veine oder rationelle Mechanik enthalten wird, 
während die zweite für denjenigen Theil der technifche Mechanik 
beftimmt ift, welcher den Bautwiflenf&aften zur Grundlage dient, 
und die dritte Abtheilung dem Mechaniker eine vollftändige 
Mafchinenlehre bieten fol. Jede Abtheilung follte nad) dieſem 
Dane einen Band ausmachen; es hat ſich aber durch den Drud ber 
vorliegenden Lieferung gezeigt, daß die erfte Abtheilung die Grenzen 
eines Bandes weit überfchreiten würde, weßhalb biefelbe nun aus 
drei Bänden, jeden von etwa 30 Bogen, beftehen wird. Nach diefem 
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Maaßſtabe wird übrigens bie zweite Abtheilung jedenfalls nur einen 
Band geben; bie dritte dagegen mag wohl zwei Bände ausmachen. — 
Diefe Abtheilungen follen nach meinem jetigen Dafürhalten ſoviel als 
möglich unabhängig von einander gehalten werben, fo daß jede ein Wert 
für fich bildet, und einzeln erworben werben kann. Es werden aber 
bei diefer Einrichtung einerſeits Wiederholungen nicht zu vermeiden fein, 
und auf ber andern Seite dürfte der durch das Ganze laufende Faben 
meiner Darftellungsweife für Denjenigen, welcher die erfte Abtheilung 
nicht beſitzt, doch einige Schwierigkeiten verurfachen; es foll deßhalb bie 
Aufnahme, welche die erfte Abtheilung finden wird, über bie Art ber 
weitern Ausführung dieſes Planes enticheidben. — Soviel über die 
beabfichtigte Einrichtung des Werkes im Allgemeinen. 
| Was num den Zweck betrifft, welchen ich mir bei ber Ausarbeitung 
dieſes Werkes zu erreichen, vorgefeht habe, fo befteht er einfach darin, 
Denjenigen, welche fi) mit den Lehren der rationellen und der tech- 
nischen Mechanik mehr als nur oberflächlich befannt machen wollen und 
fich fchon einige Kenntnifle in der höhern Analyfis erworben haben, ein 
Buch in die Hand zu geben, in welchem fie jene Lehren nicht nur 
Par und anfchaulich und der Natur ber VBerbältniffe 
entfprechenb Dargeftellt und firenge georbnet, fonbern 
auch in einer bisher gänzlich entbehrten firengen Weiſe be: 
gründet finden, und durch das fie namentlich befähigt werben follen, 
jene Lehren auf bie Aufgaben der Technik ficher anzuwenden. 
In diefen letzten Beziehungen war e8 daher vor Allem nothwendig, 
bie höhere Analyfis felbft auf eine klare und ftrengwiffenfchaftliche Grundlage 
zu ftellen, und ihren Grundformen eine Bedeutung zu unterlegen, welche 
einfach aus der Natur ber Sache hervorgeht und demnach auch für bie 
Anwendung in jedem Falle einen anfchaulichen Begriff gibt. — Der 
bisher felbft in der reinen Analyfis größtentheild, in der angewandten 
Mathematik aber ausjchlteßlich feitgehaltene Begriff und die Methode 
bes UinendlichEleinen mußten daher gänzlich befeitigt werden, weil 
biefe, fo bequem fie auch für die Anwendung ſcheinen mögen, nie einer 
firengen Anforderung genügen fünnen. Denn einmal kann eine Grüße, 
welche abfolut genommen Eleiner fein fol, als jede gegebene Größe, nur 
Null fein, und kann nicht mehr in verfchiebenen Abftufungen, als Un— 
enblichkleines ober Null ber erften, zweiten, dritten, etc. Ordnung gebacht 
werden, wenn man nicht mit Begriffen fpielen, und diefe fo dehnbar 
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machen will, wie es jebt manche Rechtöbegriffe find. Verſteht man aber 
unter dem fogenannten, aber nicht eriftirenden Unenblichkieinen ein chr- 
Tiches Schrfleines, in welchem alle folche Abftufungen allerdings denkbar 
"werben, fo erfcheinen alle Lehrfähe ber Geometrie und Mechanik nur als 
angenähert richtige, da fie nur durch Bernachläfflgung erhalten werben, 
and find dabei auf eine Menge falfcher Borftellungen und Voraus⸗. 
fetungen gegründet. Sin Viele von umenblich vielen Seiten ift ein 
Unding, eine Tangente hat nicht zwei, der Krümmungstreis nicht drei 
Bunkte mit einer Curve gemeinfchaftlich, fondern nur einen; zwei auf- 
einanderfolgende Tangenten einer doppeltgefrümmten Curve ſchneiden fich 
im Allgemeinen gar nicht, man kann aljo audy nicht eine Ebene durch 
fie legen; eine fletig befchleumigte Bewegung tft auch im Fleinften Zeit- 
raume nicht gleichfürmig, u. ſ. f. Wie darf man bei foldhen Borftel- 
ungen, und wenn man Gleichungen, wie die folgenden: 


ds — vdt 
und 
1 d2s 
ds = 44 d+ etc. 
binter einander auf derfelben Seite eined Buches aufführt, noch von 
mathematifcher Strenge reden ? 

Aber auch die Begriffe, welche der fogenannten Greuzeumethode 
zu Grunde liegen, mußten durch andere erieht werden, welche in dem 
Zweck der höhern Analyfis jelbft begründet und mit einer firengmathe- 
matifchen Vorſtellungsweiſe vereinbar find. Denn einmal iſt nach firengen 
Begriffen die Grenze einer veränderlichen Größe ein folder Werth, 
welchem diefe Ießtere fo nahe gebracht werden kann, als man will, ohne 
daß fie denfelben jemals wirklich erreichte So tft der Kreisumfang bie 
Grenze für den Umfang eines hinein= oder herumbefchriebenen Vieleckes, 
wenn. diefer Umfang als eine Function der Seitenzahl betrachtet wird. 
Mit welchem Rechte man aber die Tangente an einer Curve, oder ben 
Winkel, welchen fie mit einer feften Geraden einfchließt, als Grenze für 
bie veränderlidhe Lage der Sekante binftellen will, d. b. für bie Lage 
einer Geraden, welche durch einen beſtimmten Punkt einer Surve geht, 
und um diefen Punkt gedreht wird, vermag ich nicht einzufehen; 
denn biefe veränderlihe Gerade wird nicht nur einmal die Lage ber 
Tangente wirklich annehmen, fondern auch durch biefe Lage hindurd- 
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und darüberhinausgehen. Die Lage der Tangente iſt nur eine beionbere 
Lage jener Geraden, welcher befonbere Eigenichaften zufommen, aber 
feine Grenze, oder man müßte.aud, und mit noch größerm Rechte, bie 
Senfrechte bie Grenze ber von einem Punkte gegen eine Gerade hin⸗ 
laufenden Schiefen nennen, u. |. f. Ferner kann, wenn man aud) 
davon Umgang nehmen will, ber Werth: Null doch nur für abfolute 
Größen ald Grenze angenommen werben, und dann ift ein Verhaͤltniß 
zweier Größen, welche abfolut Null find, nicht denkbar; man ſcheut 
fi) deßhalb auch, die jogenannten Ineremente friichweg gleih Null 
zu nehmen, man nähert fich diefem Werthe nur ganz ſachte, hütet fich 
aber ja, bis dran hinzufommen. Man bleibt aljo im Grunde Doch 
auch bei dem Unendlichkleinen fichen, und dabei bringt dieſes 
fortwährende Noli me tangere jmer Grenzen eine Aengftlichkeit 
und eine fophiftifche Spisfinbigkeit in die höhere Analyfis, welche jeden 
einfachen Sinn davon zurückſchrecken muß, und welche ſelbſt einen Meeifter 
ber Analyfis, wie Cauchy ſowie feine Jünger zu Trugichlüffen verleitet 
hat *). Und endlich mas nützt biefe Grenzentheorie, auf welcher bie 
höhere Analyfis, namentlich was die Principien der Integralrechnung 
betrifft, wie auf einer Nadelfpite balanchıt, wenn man in der Anwen⸗ 
dung immer wieder auf das Unendlichkleine zurückkommt, und zu Zlächen>, 
Körper=, Zeit Elementen, unendlich dünnen Lamellen, u. f. f. feine 
Zuflucht nehmen muß? 

Sch habe deßhalb in meinem Werke eine neue, der Natur der 
Berhältniffe entſtammende, und wie ich glaube, in jeber Beziehung Flare 
und ftreng mathematifche Anfchauungsweife für die Differential: 
und Integral: Nechnung, fowohl was die Ableitung ‚und 
Bedeutung der Differentialquotienten, als die der Integrale betrifft, zu 
runde gelegt, und diefelbe in der Einleitung, in welcher außerdem 
die der Mechanik zu Grunde liegenden Begriffe allgemein angedeutet und 
auf ihren wahren Sinn zurücigeführt werden, und worin zugleich mehrere 
oft zur Anwendung fommende Beziehungen aus der analytiſchen Geometrie 
abgeleitet find, der Hauptfache nach erörtert. Sch babe dafelbft gezeigt, 
mie einfach und klar fich durch die Anmendung diefer Anſchauungsweiſe 
auf Die Geometrie alle Beziehungen zwijchen den räumlichen Grüßen 


— —— — — — 


*) Man vergleiche $. 42 der Ginleitung. 
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ergeben, wie einfach und natürlich die Beziehung tft, in welcher bie 
Integralien ihrer wahren Bedeutung nach zu ben Differentialquotienten 
fiehen, wie einfettig und irrig dagegen bie bisher den Integralien unter- 
Iegten Begriffe geweſen find; ich habe endlich nachgewieien, worin 
eigentlich Die Schwierigkeit für bie Integration befteht, weun der Dif- 
ferentialquotient zwiſchen ben Grenzen bed Integrale durch ben Werth: 
Unmdlich geht, und darauf aufmerkfam gemacht, daß biefelbe Schwierig⸗ 
feit eintritt, wenn der Differentialguotient beim Durchgange durch ben 
Werth: Null das Zeichen wechielt. Ich glaube mir deßhalb mit der 
Hoffnung fchmetcheln zu. dürfen, durch biefe neue Grundlage für bie 
höhere Analyfis den nebligen Pfad zu diefem Felde erhellt, und zugleich 
bie Bahn für eine firenge Anwendung der höhern Mathematik auf die 
Mechanik und die Phyſik überhaupt gebrochen zu haben. Die Grund— 
füge für dieſe Anwendung werden fchon in dem vorliegenden Bande bei 
ber Lehre von der Bewegung des materiellen Bunktes dargelegt werben; 
es wird aber erſt in den folgenden Bänden Gelegenheit geben, von biefer 
frengen Anwendung einen umfafenden Gebrauch zu machen, und bie 
Vortrefflichkeit meiner Theorie auch in dieſer Beziehung tm hellſten Lichte 
ju zeigen. — Den Schluß. der Ginleitung, welche durch bie vorher 
gmannten Unterfuchungen allerdings einen beträchtlichen Umfang erhalten 
bat, bildet die Erläuterung von der Homogeneität der Gleichungen, 
ein Satz, welcher Denen, die Fortſchritte in der Mechanik machen 
wollen, nicht genug zu empfehlen ift, da er nicht nur dazu dienen kann, 
die Form einer Function zu fuchen, welche gegebenen Bebingungen zu 
entiprechen hat *), fondern auch dazu, fich bei der Ummandlung ber 
Gleichungen zu überzeugen ob dabei nicht ein oder der andere Factor 
überfehen wurde. 

In der Mechanik ſelbſt waren nicht mur die Grundbegriffe zu 
läutern, fondern auch die Lehren der Natur der Verhältniffe entfprechend 
darzuftellen-und nach Haren Vorftellungen zu ordnen, wenn fich dieſes 
Feld dem Jünger ber Wiffenfchaft zur Haren Anſchauung erfchließen, 
und ihn das Studium derfelben auch zur fichern Anwendung befähigen 





*) I Habe diefelbe 3. B. zum Beweiſe des Satzes angewendet, daß die Gurve, 
auf welcher fich ein ſchwerer materieller Punkt bewegen muß, um große und 
Heine Schwingungebogen in derſelben Zeit zu durchlaufen, alſo die fogenannte 
Tautochrone nur die Cykloide fein kann. 
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fol. Daß diefe Sorge Feine eitle fein bürfte, zeigen Die verfchtebenen, 
oft geradezu entgegengefeßten Theorien und Refultate, welche nicht nur 
über Mafchinen, fondern auch ‚über fehr einfache Fälle der techntichen 
Mechanik von ben berühmteften Lehrern biefer Willenichaft, wenn man 
dieſe überhaupt fchon fo nennen darf, aufgeftellt und abgeleitet werben, 
gerabe als wenn fie, etwa wie die Medicin, eine rein empirifche Lehre 
wäre und jeder ftrengen Grundlage entbehrte. In ber That findet man 
auch in den melften Lehrbüchern ber technifchen Mechanik die Unter- 
ſuchungen fo einfeitig, fo lebend an fpeziellen Betrachtungsweifen durch⸗ 
geführt, als wenn das folge Gebäude der reinen Mechanik gar nicht 
vorhanden wäre, und fo wie vor hundert Fahren noch bie Kehren biefer 
Wiffenichaft behandelt wurden. Gewöhnlich behilft man fich mit einer 
einfeitigen Zerlegung der gerade mwahrgenommenen, oder in der Vor— 
ftellung vorhandenen Kräfte, und nimmt davon, was manfeben braucht, 
ohne fich um das Mebrige weiter zu befümmern‘, wozu ſchon die theoretifchen 
Unterfuchungen über die Heibung genügende Belege liefern *). — 
So ftattlich indeſſen auch das Gebäude ber reinen Mechanik ſich aus- 
nimmt, fo laßt dasſelbe in feiner bisherigen Einrichtung Doch fehr Vieles 
zu wünfchen übrig, namentlich was feine Begründung, feine Anordnung 
und Eintheilung betrifft; man fleht überall, Daß man über die Bedeutung 
der einzelnen Theile noch nicht zur Klarheit gelommen war. Denn man 
findet nicht nur in der Statik die Lehre yon der Zufammenfehung und 
Zerlegung ber Kräfte mit den Bedingungen des Gleichgewichts unter 
einander geworfen, als wenn bie Kenntniß der Refultirenden, die Lage 
des Schwerpunkte, u. f. f. nur für dieſe Gleichgewichtsbedingungen 
nothiwendig wäre, und nur durch biefe jelbft wieder gefunden werden 
könnte, und gleich darauf in der Dynamik ohne Weiteres dieſelben 
Lehrſaͤtze, welche ihrer Darſtellungsweiſe nach nur für die ald Druck fich 


*) Ueberhaupt ift diefe Neibung nicht nur dem practiſchen Mechaniler, fons 
dern au dem theoretifchen eine unwillkommene Erſcheinung, da ihre Wirkung 
feine unabhängige und von ganz anderer Art if, wie bie ber bewegenden 
Kräfte, und wie wenig ſich felbft ein Poiſſon und Andere nach ihm, wie 
Profeffor Burg und Dr. Broch, über diefe Wirfung Far zu machen wußten, 
zeigen bie bisher gänzlich verfehlten Unterfuchungen über die unter dem Gin; 
fluffe der Reibung ſtatthabende Bewegung einer Angel oder eines Cylinders 
auf einer Horizontalen over geneigten Ebene, für welche man bie richtigen 
Geſetze am Ente des zweiten Bandes finden wird. 
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äußernden Wirkungen der Kräfte gelten können, auch auf die als Bewegung 
fi) außernden Wirkungen angewendet, man hat auch unter dem Namen: 
Mechanik fefter Körper fowohl bie Gefehe für das Gleichgewicht 
und Die Bewegung eines matertellen Punktes, welche doch für die Mechanik 
der Flüffigkeiten nicht weniger nothwendig find, dann diejenige für 
flarre umnveränderliche Körper, und diejenige für elaftifche, biegfame und 
überhaupt für veränderliche Körper und Verbindungen von Körpern zu> 
fammengeftellt, obgleich die Verhaͤltniſſe je nach diefer verſchiedenen Be⸗ 
fchaffenheit ganz verichieben find, fo daß man darnach nicht mehr einflcht, 
warum man überhaupt noch eine Abtheilung macht, und die Mechanik 
ber Flüffigfelten von der Mechantk der feſten Körper trennt. Der Ag- 
gregatzuftand allein Tann an und für fich für bie Mechanik ebenfo wenig 
einen Eintheilungsgrund abgeben, wie für bie andern Zweige der Ratur- 
Iehre; nur infofern fich aus ihm eine weientliche Verſchiedenheit in ben 
Geſetzen des Gleichgewichts und ber Bewegung ergibt, kann berfelbe ala 
Eintheilungsgrund mit auftreten. So wie man daher die beiden Aggre- 
gatzuftände der flüffigen Form, bie früher getrennt waren, wieber ver- 
einigt hat, weil fie im Allgemeinen derſelben Betrachtungsweife unterliegen, 
jo muß man bie feften Körper und ihre Verbindungen gerade in zwei 
verfchiedene Klaffen trennen, je nachdem man fie als flarre und unver- 
änderliche betrachtet, oder ber Geſtalt nach als veränderlich, als biegfam 
und elaftifch annimmt, weil fie nach diefen verſchiedenen Annahmen ganz 
verfchiedenen Betrachtungsweiſen untertvorfen werben müfien, umfomehr 
als fchon die Forderungen, welche unter der letztern Borausfehung an 
die Mechanik geftellt werben, meiftend ganz anderer Art find, als bie, 
welche man bet der erften Annahme machen Tann. 

Bon biefen Anfichten ausgehend, habe ich es denn für nothwendig 
gefunden, bie rationelle Mechanik in vier Bücher einzutheilen, und 
unter folgenden Gefichtspunkten zu betrachten. 

Das erfte Buch, welches mit der Einleitung ben vorliegenden 
erften Banb unferes Werkes bildet, enthält die Mechani des 
materiellen Punktes, und vereinigt darin diejenigen durch Ab⸗ 
ſtraction gewonnenen Lehrfäge welche ben brei folgenden Büchern zur 
Grundlage dienen, wie in ber Geometrie bie aus ben räumlichen Ber- 
haͤltniſſen abſtrahirten Lehrfähe über die Gerade und die Winkel den 
Unterfuchungen ber räumlichen Berhältniffe felbft zu Grunde gelcat 
find. 
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Das zweite Buch, für fi allein ben zweiten Band ein= 
nehmen, wird die Mechanik fefter Syſteme von ma⸗ 
teriellen Punkten enthalten, infofern die Bezeichnung: feſt nicht 
bem flüffig entgegenfteht, fondern bie Bedeutung: unwandelbar ober 
unveränberlich hatz es unterfucht demnach die Gleichgewichtsbedingungen 
und bie Bewegungsgeſetze für foldhe Körper und unter der Einwirkung 
folcher Kräfte, bet welchen und durch melche die urfprüngliche Geftalt 
feine weſentliche Aenberung erleidet. 

Das Dritte Buch dagegen tt der Mechanik veränber- 
licher Syſteme gewidmet, d. b. ſolchen Unterfuchungen über Gleich- 
gewicht und Bewegung eines Syſtems von materiellen Punkten, bei 
welchen gerabe bie Aenderung ber Geftalt bed Syſtems beſonders berück⸗ 
fichtigt wird, oder doch von weſentlichem Einflufie iſt, bei denen jeboch 
noch vorausgeſetzt wird, daß dieſe Aenderung in der Geftalt nur nach 
beftimmten Geſetzen und Bedingungen ftatthaben Tann, alfo namentlich 
durch die Gohäfton bebingt wird. Es wird daher zulebt 

das vierte Buch in ber Mechanik Hüffiger Syſteme 
ſolche Syſteme von materiellen Punkten betrachten, bei welchen Die 
gegenfeltige Lage biefer Iehtern an keine Bebingung gebunden und bie 
Gohäfton unwahrnehmbar geworden tft. Dieſe beiben lebten Bücher wirb 
ber dritte Band tn fich vereinigen. 

Das erfte Bud, von deſſen Inhalt und Anordnung ich hier noch 
Rechenfchaft zu geben habe, zerfällt in drei Abfchnitte. — Im erften 
berfelben babe ich, immer vom Einfachen zum Zuſammengeſetzten fort- 
gehend, bie Lehre von der Zuſammenſetzung und Zerlegung 
der an Demfelben Punkte augreifenden Kräfte, melde 
ih fördernde Kräfte genannt habe, weil fie nur eine fort: 
febreitende Bewegung erzeugen, vorgetragen, und dieſelbe, wie auch 
bie folgenden Lehren, durch einige Beifpiele unterftügt, wie ich fie meinen 
Schülern von Monat zu Monat um das Vorgetragene einmüben, zur 
Auflöfung vorlege, welche nämlich nicht nur geeignet find, dieſe vor- 
getragenen Lehren durch die Anwendung zu erläutern und das Verftchen 
berfelben zu fördern, fondern auch Gelegenheit geben, die Lehren der 
reinen Mathematik und felbft der darftellenden Geometrie anzumenben, 
und die Berechnung gegebener Fälle einzuäben. Denn ich meiß aus ber 
Erfahrung, wie unfruchtbar die Borträge falcher Lehrer find, welche 
ſich damit begnügen, die Lehren der Mechanik allgemein vorzutragen, 
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ohne fie auf gegebene Fälle anzumenden und anwenden zu laflen, tie 
wenig die Schüler berfelben zur Erkenntniß bes Gebrauches jener Lehren 
gelangen und welchen Schrecken benfelben in Zahlen ausgedrückte Auf- 
gaben einflößen, während doch gerade die Berechnung folcher Aufgaben 
ber Endzweck der angewandten Mathematik und befonders der techniichen 
Nechanik iſt. Es dürfte deßhalb felbft Mancher eine noch größere An- 
zahl folcher Aufgaben wünſchen; dazu war aber der Raum zu beichränft, 
md ich habe deßhalb fpäter nur von Zeit zu Zeit folchen Aufgaben 
Zahlenbeifptele beigefügt, bei beren Berechnung wieder neue Umftänbe 
zu beachten find. 

Der zweite Abfchnttt enthält die Uinterfuchungber Gleichgewichts: 
bedingungen eines materiellen" Punktes und zwar mit fteter Rüd- 
ſicht auf die Neibung und bie Anſchaulichkeit der Ergebniffe in 
einer Ausführlichkeit und Allgemeinheit, welche ich menigftens in ben 
bicherigen Lehrbüchern fehr vermißte,- welcher zwar von Manchem, 
ber über die Sache hinaus zu fein glaubt, der Vorwurf der Breite ge- 
macht werden dürfte, welche aber Denjenigen, die mein Werk zum 
Selbſtſtudtum "gebrauchen wollen, fehr zu Gute Tommen wird. Am 
Schluſſe Hiefes Abſchnittes habe ich denn auch das Princip Der 
Sirtuellen Geſchwindigkeit, das ich wegen feiner wiffenfchaft- 
lichen Bedeutung aufzunehmen für nothiwendig hielt, obgleich ich dem⸗ 
ſelben im Allgemeinen, wegen feiner geringen Anfchaulichkeit, für bie 
Anwendung nur einen geringen Werth beizulegen vermag, inſoweit 
I * materiellen Punkt betrifft, auf feinen wahren Ausdruck zurüd- 
gerührt, 

Im dritten Abſchnitte habe ich ebenfo umfaſſend die Lehre von ber 
Bewegung des materieflen Punktes behandelt, und benfelben zur 
größern Ueberſichtlichkeit und klaren Anfchauung der Verhältnifle in vier 
Kapitel eingetheilt, vom denen das erſte wieder mit der einfachſten Bes 
wegung, nämlich der gerablinigen beginnt, ba ſich durch dieſe die 

bungen zwiſchen ber Beichleunigung der Bewegung und ber Kraft 
am einfachften ergeben, und fich auf fie auch Die folgenden Unterſuchungen 
Rüben. Ich habe Hier, wie ich glaube zuerft, für bie Beziehungen 
zwiſchen den Zunctionen, welche bie Sage, die Geſchwindigkeit des Be— 
wegten und bie bewegende Kraft ausdrücken, eine firenge Ableitung, 
und dieſen Beziehungen felbft durch meine den Differentinlquotienten 
ünterlegte natürliche Mebentung eine Auſchaulichkeit gegeben, welche bisher 
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gaͤnzlich gefehlt hat, und wie ich hoffe, dem angehenden Mechaniker 
das Verſtehen derſelben weſentlich erleichtern wird. 

Im zweiten Kapitel folgt die freie, unbeſchränkte Be⸗ 
wegung des materiellen Punktes. Auch bier habe ich es für noth= 
wendig erachtet, einen neuen Gang einzufchlagen, um zu ben allgemeinen 
Beziehungen zwiſchen ber bewegenden Kraft, der Geſchwindigkeit und ber 
Lage bed Bewegten zu gelangen. Dazu ging ich von dem Sabe aus, 
daß die Wirkung der Kraft in der Anderung der Bewegung beitebe, 
und zwar bei der freien Bewegung fowohl in ber Aenderung ber Rich- 
tung, als in der Aenderung ber Gefchwindigfeit berfelben, daß es alfo, 
um bie Verhältniffe natürlich zu betrachten, unb bie Geſetze auf natür- 
lihem Wege abzuleiten, vor Allem nothwendig ſei, zu unterfuchen, 
welcher Theil ber Kraft auf bie Aenderung ber Geichwindigfeit, und 
welcher auf die Aenberung ber Richtung verwendet wird, weil ſich danıtt 
bie Gefebe der Bewegung unmittelbar ergeben müflen. Sn ber gerab- 
lintgen Bewegung war ſchon der Fall unterfucht worden, wo die Richtung 
ber Bewegung ungeändert blieb und bie Kraft nur eine Aenderung der 
Geſchwindigkeit, eine Beichleunigung der Bewegung zu erzeugen hatte; 
es war aljo noch ein einfacher Fall zu unterfuchen, two die Geſchwindigkeit 
fich nicht ändert, und bie Kraft nur eine Aenberung in der Richtung 
der Bewegung zu bewirken hat, um daraus auf bie dazu nothiwendige 
Eigenfhaft und das entiprechende Maaß der Kraft zu ſchließen; dazu 
diente die gleichfürmige Bewegung im Kreiſe, bei welcher die Aenderung 
in der Richtung fortwährend diefelbe tft, die Kraft alfo eine conftante 
fein muß, mie bei der gleichförmig befchleuntgten gerablinigen Bewegung. 
Nachdem auf diefe Weiſe die Bebeutung und dad Maaß der tangentinlen 
und der normalen Gomponenten der beivegenden Kraft erkannt, und. damit 
bie Gefebe der Bewegung abgeleitet find, werben biefe in möglichfter Viel⸗ 
ſeitigkeit betrachtet und angewendet, und bie Ergebniſſe durch Gonftruction 
anfchaulich gemacht. So habe ich unter Anderm eine conſtructive Löfung 
des Keppler'ſchen Problems gegeben, und die Gefehe der Planeten: 
bewegung auch auf die Unterfuchung ber Bewegung eines frei fallenden 
Atoms mit Rückficht auf bie Bewegung der Erde und die Veränberlichkelt 
der Schwere angewendet; auch habe ich nach dem Betipiele von De: 
bamel die von einer Kraft, welche der dritten Potenz der Entfernung 
verfehrt proportional tft, erzeugte Bewegung eines materiellen Punktes auf- 
genommen, weil biefe Unterfuchung mehrere ſehr einfache Grgebniffe bietet. 
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Das dritte Kapitel behandelt die gezwungene Bewegung 
des muteriellen Punktes, alfo die Bewegung in vorgefchriebener Bahn 
und auf einer feiten Fläche, Ich habe mich bier, nach der Ableitung 
der allgemeinen Gleichungen für die Bewegung in vorgefchriebener 
Bahn, bemüht, ben Begriff der fogenannten Eentrifugalkraft, 
wit welcher in der angewandten Mechanik noch vielerlei Mißbrauch 
getrieben wird, möglichft ar zu machen, und habe es deßhalb auch 
für nothwendig gefunden, für jenen Namen, welcher namentlich den 
Anfänger fo Leicht zu einer falfchen Vorſtellung verleitet, die vichtige 
Benennung: dynamiſcher oder Bewegungs : Deu einzu- 
führen, durch welche, wie ich glaube, jene Verwechslung eines von dem 
bewegten Körper auf das ihn in feiner Bewegung befchränfenbe Hinderniß 
ansgeübten Druck mit einer unabhängigen, Geſchwindigkeit oder Bewegung 
erzengenden Kraft befeitigt werden bürfte. — Die allgemeinen @leichungen 
finden dann eine Ichrreiche Anmendung in der umfaffenden Unterfuchung 
der Bewegung eines fchweren Punktes im Kreiſe und ber Cycloide und 
ber Beſtimmung derjenigen Linie, in welcher berjelbe herabfallen muß, 
wm Bogen von ungleicher Länge tn ‚gleichen Zeiten zu durchlaufen, oder 
von einem gegebenen Punkte ausgehend einen zweiten gegebenen Punkt 
in fürzefter Zeit zu erreichen. Die erfte dieſer Beftimmungen habe ich, 
wie fchon bemerkt, auf einem neuen Wege, mittels der Homogeneität 
der Größen, und bie zweite, wie ich mir fohmeichle, mit einer bisher 
entbehrten Klarheit und Anſchaulichkeit durchgeführt. — Mit gleicher 
Sorgfalt habe ich auch die bei ber Bewegung auf einer feften Yläche 
Rattfindenben Berhältniffe. erörtert und baran die Bedeutung und An- 
wendung des Prineips Der Pleinften Wirkung angeſchloſſen. 
Der Betrachtung befonderer Fälle, welche fich wegen ber Schwierigkeiten 
der Rechnung auf die Unterfuchung ber Bewegung auf einer Ebene und 
einer Kugelflaͤche befchränkt, habe ich noch bie Auflöfung ber Aufgabe 
angereiht, die Curve zu beftimmen, längs welcher ein fchwerer Punkt 
auf einer gegebenen Flaͤche herabfallen muß, um in kürzefter Zeit von 
einem gegebenen Punkte biefer Fläche zu einem andern gegebenen Punkte 
derſelben zu gelangen. 

Das vierte Kapitel endlich enthält eine umfafjende Unterfuchung 
der relativen Bewegung des materiellen Punktes, von welcher 
man bei Poiſſon und Duhamel nur nothbürftige Andeutungen 
md, ſoviel mir bekannt, nur bei Eorioli eine weitere Ausführung, 
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aber nirgends eine Anwendung findet. Ich habe beihalb biefe Unter⸗ 
fuchung nicht nur auf mehrere einfache Faͤlle, unter andern auf bie 
relative Bewegung eines gegen bie Erde fallenden ſchweren Atome, an 
gewendet, ſondern auch auf bie gezwungene relative Bewegung 
ausgedehnt unb biefe mit Betipielen erläutert, welche bei ber Theorie ber 
Turbinen und Ventilatoren ihre Anwendung finden werben, unb zugleich 
als bemerkenswerthe Uebungen in ber Integration ber böhern Differential: 
gleichungen bienen Tonnen. 

- Diefe Darlegung ber Art und Welfe, wie ich meinen Zweck in 
dieſem erſten Bande au erreichen ſuchte, möge genügen, um bad vor ⸗ 
Itegende Werk der Beachtung aller Freunde einer firengen und babe . 
anſchaulichen Auffaffung der mathematifchen Wahrheiten zu empfehlen, 
unb zu zeigen, baß ich bei der Ausarbeitung beöfelben nicht von einem 
Streben nach fogenannter Originalität, fondern blos von bem Wunſche 
geleitet wurde, die höhere Mathematik und bie ftreng begründete Mechaufl 
durch vermehrte Anſchaulichkeit zugänglicher gu machen, unb bie all- 
aemeinere Verbreitung dieſer Wiſſenſchaften zu befördern. Es wird nun 
an ben Lehrern der höhern Analyfis fein, biefe meine Abficht durch bie 


Annahme und Berbrettung der von mir zu Grunde gelegten natürlichen 


und anfchaulichen Bebeutungen von ben Differentialquotienten und In⸗ 
tegralten zu unterftügen; denn ich wage zu hoffen, daß ſich dadurch bie 
Kenntniß ber Höhern Mathematik, dieſes unentbehrlichen Werkzeuges für 
die gründliche Erkennung, Erweiterung und Anwendung ber Mechanik, 
und mit ihr biefe felbft in kurzer Zeit in einem ähnlichen Berhältuiffe 
verbreiten wird, mie biefes in ben legten fünfzig Jahren mit der elemen- 
taren Mathematit und Mechanik der Fall geweſen iſi. 


Augsburg im Janıar 1851. 


G. Decber. 
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6. 1. 


Die Veränderungen, welche wir in dem örtlichen Befinden ber und 
umgebenden Körper oder ihrer Theile in Folge ber Einwirkung äußerer 
Urſachen eintreten fehen, find beftimmten Geſetzen unterworfen, beren Er⸗ 
forſchung Gegenftand der Wiffenfchaft tft, welche den Namen Mechanik 
führt. Diefe MWiffenfchaft bildet einen Theil der Naturlehre, und 
zwar die Srundlage berfelben, da alle übrigen Theile fich umfomehr 
auf fie ftüßen, je weiter wir in der Erkenntniß ber Naturerfcheinungen 
fortſchreiten, ſo daß diefe immer mehr ald Anwendungen ber Mechanik 
behandelt werben fünnen und müflen. Während nämlich bie Mechanik 
ſelbſt jene Urſachen, die wir im Allgemeinen mit dem Namen Kräfte 
bezeichnen, blos Hinfichtlich her Inienſität ihrer Wirkungen vergleicht, 
und unbefümmert um die befondere Natur berfelben, fielen die andern 
Zweige der Phyſik dieſe Kräfte gerade nach ihren unterſcheidenden Wir⸗ 

gearten bar, und fuihen aus den wahrgenommenen Wirkungen "ober 
Erſcheinungen auf bie beſondere Natur ihrer Urfachen zu ſchließen und 
ben Zufammenhang einer ganzen Klaffe von Gricheinungen unter fich 
und mit einer gemeinfchaftlichen Urfache zu ermitteln. Cine biefer Klaffen 
von Erſcheinungen: die Wirkungen der Schwere ober Gravitation, 
iſt indeſſen allgemein in die Mechanik felbft aufgenommen worden, theils 
weil durch fie bie Geſetze dieſer Wiſſenſchaft erkannt wurden, theils auch 
weil fie Die einfachften Beifpiele für die Anwendung biefer Geſttze darbieten. 


6. 2, 
Unfere allgemeinften Vorftellungen über die Körperwelt, welche ber 
ganzen Naturlehre, alſo auch ber Mechanik zu Grunde liegen, und bie 


wir als Eigenſchaften auf die Körperwelt und ihre Veränderungen über 
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tragen, find bie Begriffe der Ausdehnung ımd Dauer. Diele Begriffe 
entftehen in ung mit dem Bewußtſein und find zu einfach und zu all- 
gemein, als daß fie firenge befinirt werden könnten. Wie viele andere 
Begriffe, fo erheben wir auch dieſe in unjerer Vorftellung zur Selbſt⸗ 
ftänbdigfeit, die Ausdehnung wird Raum, bie Dauer wird Zeit, 
und da wir und weder für die Ausdehnung noch für die Dauer noth- 
wendige Grenzen denken können, fo ftellen wir und au ben Raum 
und die Zeit ald Größen vor, welche alle8 Beftehende gleichfam um- 
faffen und umfchließen ; welche grenzenlos oder unendlich find. — Unſer 
Borftellungsvermögen ift indeffen viel zu ſchwach, dieſe Größen auf einmal 
solftändig und in fletigem Zufammenhange zu erfaffen; wir benten und 
- immer nur einzelne Theile oder Abjchnitte von dem Raume und der Zeit, 
und felbft diefe nicht immer als fletige Größen, fondern meiftens wieder 
aus kleineren Theilen beftehend, die wir Maaße oder Einheiten ber 
Ausdehnung oder Dauer nennenz denn biejes Eintheilen größerer Raum- 
und Zeit⸗Abſchnitte in kleinere, für unſere Vorſtellung leichter zu erfaſſende, 
ſetzt uns in den Stand, größere Abſchnitte mit dieſen und unter ſich zu 
vergleichen oder fie zu meſſen. 

Aber auch in folcher Weiſe ift unſer Geift nicht vermögenb fich die 
raͤumliche Ausdehnung geradezu klar vorzuſtellen; durch ein dunkles @e- 
fuͤhl, ich möchte ſagen durch eine Art von Inſtinct geleitet, abſtrahirt 
ſich derſelbe an der räumlichen Ausdehnung gewöhnlich drei Ausdehnungen 
nach geraden unter ſich rechtwinkligen Richtungen, line are oder Laͤn⸗ 
genausdehnungen, und überzeugt ſich dann durch bie Lehrſätze Der 
Geometrie, welche darthun, daß jede räumliche Ausdehnung durch brei 
unter fich rechtwinklige Längenausdehnungen gemeflen werden kann, von 
der Richtigkeit: dieſer Abſtraction. Demgemäß nehmen wir benn auch 
die räumliche Ausdehnung ober den Rauminhalt des einfachften 
geometrifchen Körpers, des Würfels, da derfelbe drei gleiche unter 
fich rechtwinklige Längenausdehnungen befist, als Maaßeinheit für bie 
räumliche Ausdehnung oder ben Eörperlichen Raum an, und zwar 
denjenigen Würfel, bei welchem dieſe Rangenausbehnung, bie Kante bes 
Mürfels, der Einhett für die Längenausdehnung gleich tft. 

Durch die Verbindung zweler Längenausbehmungen bilden wir und 
ebenfo ein Maaß für die Jlächenausdbehnung oder den Flächeninhalt, 
und wählen dazu eine der ſechs gleichen ebnen Flächen oder Quadrate, 
von welchen der vorhergenannte Würfel begrenzt wird, deren beide recht- 
winklige Längenausdehnungen aljo ebenfalls der Einheit für bie Längen- 
ausdehnung gleich find. Es reicht demnach hin, eine Einheit für bie 
Rängenausbehnung, em Längen maaß feſtzuſetzen, indem aus ihm die 


Einheiten für die Flaͤchen? und Raumansbehnung gebildet werben. — 
Solche Längenmaaße find ber. Meter und feine Interabtheilungen, 
welche in ber Folge ausichließlich angewendet werben follen. 

Einfacher als ber Begriff der räumlichen Ausdehnung: ift ber. Begriff 
der Zeit oder Dauer, da diefe in unferer Borftellung nur einer Längen- 
ansdehnung entſpricht. Die Haupteinheit derfelben iſt der mittlere Son- 
nentagz häufiger aber wendet man in ber Naturlehre eine feiner 
Unterabtheilungen, die Stunde, Minute oder Sekunde an, 


5 . §F. 3. 

Die Mechanik betrachtet indeſſen die Körper nicht blos als abgegrenzte 
Theile des Raumes von beftinnmter Geflalt, wie bie Geometrie, fon- 
dern fie findet Diefen Raum oder diefe genmetrifche Form ausgefüllt mit 
irgend einem Stoffe, der jeden andern aus bemfelben Raume aud- 
ſchließt, obgleich er diefen nicht ausfchlieplich. für immer in Befig nimmt, 
ſondern von jedem andern daraus verdrängt werden Tann, fo daß mit 
dem Begriffe Stoff oder Materie nothwendig jene ber Raums 
erfüllung und der Undurchdringlichkeit verbunden find. Die 
Quantität bes von den geometrifchen Grenzen eines Körpers eingeſchloſ⸗ 
men Raumes wird beffen Rauminhalt oder Volumen genannt, die 
Quantität des ‚ausfüllenden Stoffes dagegen feine Maffe. 

Die Erfüllung des Raumes durch die Materie ift nad) unfern bie 
jeht darüber erlangten Kenntniffen nicht ftetig und untheilbar, fondern 
befteht in einer Anhäufung oder Verbindung von Stofftheilchen, die bei 
weitem Heiner find als jede Größe, welche wir wahrzunehmen ober felbft 
und vorzuftellen vermögen, bie wir aber den Erfahrungen ber Chemie 
zufolge in Geftalt und Größe als unveränderlich annehmen und deßhalb 
Atome nennen. Die Atome der verſchiedenen Körper befigen wahr⸗ 
ſcheinlich nicht ale dieſelbe Geftalt und Größe, in der Mechanik werden 
bir jedoch die Verſchiedenheit dieſer Eigenfchaften, über welche wir ohnehin 
nichts Näheres willen, ganz unbeachtet laffen, und und die Atome unter 

m Namen: materielle Punkte, fo klein es unferer Vorftellung 
möglich iſt, und in einer beitebigen einfachen Geftalt, als rechtwinklige 
Parallelepipede oder als Kügelchen denken. Während alfo der Phyſiker 
und Chemiker die Körper ald Aggregate von gleichartigen ober ungleich 
artigen Atomen betrachtet, find fie für und Syfteme von materiellen 

unften, $ 4 


Es iſt ferner einleuchtend, daß durch bloße Anhäufung von Atomen 
kein Körper von einer beitimmten Geftalt gebildet werden kann; es 
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müflen alfo gemiffe Kräfte vorhanden fein, welche bie Atome in einer 
beftimmten Lage gegen einander feit- und zufammenhalten. Den In⸗ 
begriff dieſer unbefannten Kräfte denken wir ung als eine einzige Kraft, 
welche wir Cohäſionskräft nennen. Die Erfahrung führt und aber 
auch zu der Annahme, daß bie Atome eines Körpers nicht in unmittelbarer 
Berührung fteben, fondern Zwiſchenräume zwiſchen fich laſſen, bern 
Größe fehr veränderlich ift, und bei vielen fo klein, daß fie wohl mr 
mit jener der Atome ſelbſt verglichen werben kann. Um uns demnad 
bie Bildung der Körper zu erklären, müflen wir eine neue Urfache ober 
Kraft zu Hülfe nehmen, welche ſich ber unmittelbaren Vereinigung ber 
. Atome widerfeßt und gewöhnlih Repulſionsſskraft genannt wird. 
Die Wirkungen, welche wir biefer Kraft zufchreiben, find indeflen ganz 
biefelben, mie bie ber Wärme, und ed genügt deßhalb, biefe letztere 
felbft als jene trennende Kraft anzunehmen. Denn unter ihrem Ginfluffe 
fehen wir nicht nur die Körper ihr Volumen vergrößern, fih ausdehnen, 
was nur Durch größere gegenfeitige Entfernung der an Größe unveränder- 
lichen Atome gefchehen kann, fondern mir fehen auch durch fie die Wir- 
Fungen der Gohäftondkraft in ber Art‘ beeinträchtigt werden, daß bie 
Körper in drei in biefer Beziehung weſentlich verfchiedenen Zuftänden, 
gewöhnlich Aggregatzuftände genannt, auftreten. 

Die Körper find nämlich bei gewöhnlicher Temperatur entweder 
fefte, wie die Metalle, Steine, u. a., d. h. fie befiken eine beftimmte 
Geftalt umd ein beftimmtes Bolumen und fehen der Veränderung ber- 
felben einen größern oder Heinen Widerftand entgegen, jo daß bei ihnen 
bie Cohäſionskraft als die überwiegende angefehen werden muß. Oder 
ſie find flüſſig, wie das Waſſer, der Weingeift, das Quedfilber, u. a., 
und fügen fich leicht und ohne merklichen Widerftand in jede gegebene 
Form, befigen aber noch ein beitimmtes Volumen und fcheinen ohne 
Einwirkung fremder Kräfte immer eine eigene Form: die Kugel= oder 
Tropfengeftalt annehmen zu wollen, woraus gefchloffen werben kann, 
daß bei ihnen die Cohaͤſionskraft durch die trennende Kraft beinahe völlig 
aufgehoben tft, ohne jedoch ganz unmwirkfam zu fein. Ober die Körper 
find gasförmig, wie bie atmofphärtfche Luft, die Safe und Dämpfe, 
und befiten weder eine beftimmte Geftalt noch ein beftimmtes Volumen, 
fondern vielmehr das Beſtreben, jeden gegebenen Raum auszufüllen; 
wenigſtens hat bie Erfahrung in diefer Beziehung noch Feine‘ Grenzen 
gezeigt. Bei dieſen Körpern fcheint alſo kaum eine Spur von Cohäflons- 
fraft vorhanden zu fein. Die beiden letzten Aggregatzuftände begreift 
man oft zufammen unter dem Namen: Flüſſigkeiten und unterfcheidet 
fie dann als tropfbar-flüſſig und ald ausbehnfam oder elaftifch- 
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fläffig. Die Erfahrung zeigt nun, daß fehr viele fefte Körper durch 
Mittheilung von Wärme, und nur durch diefe in ben flüffigen 
und ſelbſt gasfürmigen Zuftand verfeßt werden können, ſowie bie 
flüffigen ihrerfeits durch Mittheilung von Wärme in den gas för— 
migen und durch Entziehung berjelben in den feften Zuftand übergehen, 
und ebenfo viele gasförmige Stoffe durch Verminderung ihrer Tem- 
peratur in die beiden erften Aggregatzuftände zurückkehren. Wir werben 
durch dieſe Erfahrungen zu bem Schluffe geführt, daß wenn biefe Ber- 
wandlungen nicht für ‚alle Körper erreicht werben Tünnen, es entweder 
an der erforderlichen Mittheilung oder au der nothwendigen Entziehung 
von Wärme fehlt, daß alfo diefe neben der Cohäſionskraft die einzige 
Urſache ber verfchiebenen Aggregatzuftände fein mag. - . 


6.5. 

Aus dem MWorhergehenden folgt weiter, daß bie Quantität der 
Materie, welche einen Körper ‚bildet, fehr verfchiedene Quantitäten an 
Raum erfüllen, oder bald ein Heineres, bald ein größeres Volumen ein= 
uehmen kann, daß alſo umgekehrt ein und derſelbe Körper in bemfelben 
Raume verfchtedene Quantitäten an Materie enthalten wird. Die Er- 
fahrung Yehrt aber auch, daß biefes nicht nur bei Körpern der Fall ift, 
die aus demſelben Stoffe beftehen, je nach den verſchiedenen Quantitäten 
von Wärme, welche in ihnen wirkſam tft, ſondern daß es noch in viel 
höherem Grade bei folchen Körpern gegenfeitig ftattfindet, welche aus 
verſchiedenartigen Stoffen gebildet find, fo daß diefe unter bemfelben 
Volumen fehr verſchiedene Quantitäten an Stoff ober Maffe einfchließen, 
Wenn dann ein-Körper in bemfelben Raume mehr Maffe enthält, ober 
wenn feine Maſſe ein Hleineres Bolumen einnimmt, ſtellt man fich bie 
Heinften Theilchen in geringerer gegenfeitiger Entfernung ober dichter 
manmengedrängt vor, man nennt ihn ober. eigentlich feine Maſſe daher 
dichter als bie eines Körpers, ber in demſelben Volumen weniger Maſſe 
migält, Daraus bildet fich zuerft der Begriff dev Dichte als allgemeine 
Eigenfchaft der Körper, und dann der ber mathematifchen oder meßbaren 
Dichte, welcher offenbar auf dem Verhältniſſe der erfüllenden Maſſe 
zu dem erfüllten Raume beruht und zu biefem Verhältniſſe felhft wieder 
in geradem Verhältniffe ſteht. Iſt der Körper durchaus gleichartig 
oder homogen und feine Dichte in allen Theilen biefelbe, fo tft auch 
Kurs Verhaͤltniß durchaus dasſelbe, und demnach feine Maſſe 
ſeinem Volumen proportional. 

In dieſem Falle findet man die Dichte ſehr häufig als die. im ber 
Einheit des Bolumens enthaltene Maſſe erflärt, Durch diefe Erflärungsart 
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werden aber die Begriffe verwirrt; denn Maſſe iſt nicht Dichte, und 
Dichte nicht Maſſe; es kann cine Maſſe nur wieder durch eine Maſſe 
und irgend eine Dichte nur wieder durch eine Dichte gemeſſen werben, 
welche man als Einheit für die Dichte angenommen hat. Natürlich ift 
ed am einfachften, für diefe Einheit die Dichte eines Stoffes anzunehmen, 
welcher in der Einheit des Raumes die Einheit der Maſſe enthält, und 
in diefem Kalle wird Die Dichte und bie in der Raumeinheit enthaltene 
Maffe durch diefelbe Zahl ausgebrüdt. Kür Stoffe, welche aus ungleich- 
artigen Theilen beftehen und in welchen die Dichte von einem Punkte 
zum anderen nach einem gewiffen Geſetze fich ändert, Tann dad Maaß 
der Dichte für einen gegebenen Punkt erft fpäter erörtert werden, ſowie 
auch die Feftftellung der zweckmäßigſten Einheit für die Maſſe erft bei 
der Lehre von ber Bewegung eines materiellen Punktes erfolgen Tann. 

Häufig wird auch die Dichte der verſchiedenen Stoffe bei gleicher 
Temperatur mit derjenigen bes Waſſers verglichen; das Verhältniß ber 
Dichte irgend eines Stoffes zu der bed Waſſers heißt dann ſpezifiſche 
Dichte des betreffenden Stoffes; es iſt, wie wir Ipäter jehen werben, 
gleichbedeutend mit demjenigen Berhältniffe, weiches ſpezifiſches 
Gewicht genannt wird. 


$. 6. 


Seder Körper nimmt in einem beftimmten Zeitpunkte einen beftimmten 
Ort im Raume ein, und wir Tünnen und denfelben unverändert und 
immerwährend an bdiefem Orte und in berfelben Rage, alfo in Ruhe 
denken; wir können uns aber auch vorftellen, daß berfelbe ohne bie 
geringfte Veränderung an Geftalt, Größe oder feinen fonftigen Eigen- 
fehaften zu erleiden, biefen Ort verlaffe und nach und nach andere 
Stellen im Ranme einnehme oder doch fette Lage gegen andere Punkte 
bed Raumes fortwährend Andere, alfo in Bewegung fel. Diefe beiden 
Zuftände in bem örtlichen Befinden eines Körpers: Ruhe und Bewe— 
gung können wieder in doppelter Beziehung gedacht werden, entweder 
in Beziehung auf fefte unverämberliche Punkte im Raume als abfolute 
Ruhe und Bewegung, oder in Beziehung auf andere felbft in Beivegung 
begriffene Körper als relative Ruhe und Bewegung. Ob es im 
Weltraume einen Körper in abfoluter Ruhe gibt, tft wenigſtens 
zweifelhaft, da Alles, mas mir Fennen, in Bewegung tft; Beifpiele 
von relativer Ruhe bieten fich ung jeboch viele dar, wenn mir von 
den fehr Heinen Bewegungen ber Heinften Körpertheile Umgang nehmen. 
Die Bewegungen dagegen, welche die Körper befigen, find offenbar einmal 
abſolukez fo wie wir aber bie Bewegungen wahmehmen, find fie 
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auch nur relative, da wir felbft im abfoluser Ruhe fein und im Raume 
unveränderliche Marken haben müßten, um irgend eine Bewegung als 
abſolute zu beurtheilen, Bedingungen, welchen zu genügen gleich un— 
möglich iſt. — Mit dem Begriffe ber Bewegung oder Ortsveränderung 
verbinden wir zugleich die Vorſtellung der Zeitdauer, die zu einer be— 
ſtimmten Veränderung nothwendig iſt, und bezeichnen diejenige von zwei 
Bewegungen, bei welcher dieſelben Veränderungen in Ort oder Lage in 
kürzerer Zeit vor fih gehen, als bie geſchwindere. Daraus bildet 
fh ein neuer Begriffs Geſchwindigkeit, zuerft wieder als allgemeine 
Eigenichaft der Bewegungen, und dann ald mehbare Größe, welche auf 
dem Berhältniffe zmifchen ber räumlichen Ausdehnung der örtlichen Vers 
änderungen und ber dazu angewendeten Zeit beruht. Welche Einheit 
dieſer Größe, deren Kenntniß für die Beurtheilung einer Bewegung ſehr 
weſentlich iſt, zu Grunde gelegt, und wie dieſelbe überhaupt geneſen 
wird, kann et jpäter gezeigt werben, - 


8. 7. 

Wie ſchon berührt wurde ‚find bie örtlichen Zuftände ber Ruhe und 
Vvewegung eines Körperd bucchaus unabhängig von feiner befondern Be— 
ſchaſſenheit vorhanden, und es ift auch nicht denkbar, daß er felbft irgend 
einen Einfluß auf das Fortbeſtehen oder Aufhören dieſer Zuſtände äußere, 
daß er aus eigener Willfür den Zuſtand der Ruhe mit dem der Bewe— 
gung ober umgekehrt dieſen mit ‚jenem vertaufchen Tünne;. denn es ift fein 
Grund vorhanden, warum bie gerade jetzt und nicht ‚früher oder fpäter, 
warum gerade in dieſer und nicht in einer andern Weile. gefchehen 
jolle.*) — Die Erfahrung beftätigt diefe Vorſtellungen. Wir finden 
bei aufmerkſamer Beobachtung Immer eine äußere Urſache für die Ver- 
änderungen in dem. örtlichen. Befinden eines Körpers, nicht nur für jede 
Erzeugung von Bewegung, was jedem gefunden Sinne einleuchtend iſt, 
jondern auch für jede Abänberun. und Vernichtung derſelben, was zwar 





) Natürlich hat man hier hauptſaͤchlich unorganiſche Körper im. Auge. Sie 
Ausnahme indeſſen, welche die organtfchen Körper, Insbefondere die mit fo: 
genannter willfürlicher Bewegung ansgeflatteten Thiere von diefem Satze zu 
machen ſcheinen, rührt wohl nur daher, daß hier die naͤchſten Urſachen der 
Bewegung für uns zu ſehr zufammengefegt find, um den verbindenden Faden 
zwiſchen Urſache und Wirkung zu erfennen. Soviel Tann inbeffen behauptet 
werben, daß kein Thier eine Bewegung beginnt ober Aubert ohne eine äußere 
Beranlaflung. - Ob dadfelbe auch von dem Menfchen Kehaunint werden barf, 
wollen wir bier dabingefiellt fein laſſen. — . 
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einer oberflächlichen Erfahrung zu widerſprechen fcheint, weiche zeigt, Daß 
bie in Bewegung gefehten Körper almählig zur Ruhe Fommen, wenn 
bie Urfachen der Bewegung zu wirken aufhören; was aber bei genauer 
Unterfuchung umfomehr beftätigt wird, je mehr mir die vorher nicht 
beachteten Hinderniffe der Berwegung befeitigen. Nach diefen Erfahrungen 
machen wir denn auch einen Unterſchied zwiſchen den Urſachen ober 
Kräften, die einen Einfluß anf die Bewegung eined Körpers äußern. 
Wir belegen biefenige derfelben, welche einem ruhenden Körper Bewegung 
zu erthetlen oder fchon vorhandene Bewegung zu begünftigen vermögen, 
vorzugsweife mit dem Namen: Kräfte, au bewegende Kräfte. 
Dagegen heißen folche Urfachen, welche nur eine Berminderung ber 
Bewegung veranlaffen oder berfelben entgegenwirken, widerſtehen de 
Kräfte oder Widerftändes; insbefondere nennt man fo diejenigen wiber- 
fiehenden Kräfte, welche nur jo lange dauern, als die Bewegung dauert, 
und die demnach für einen ruhenden Körper nicht vorhanden find, wie bie 
Reibung und die. Widerſtände ber Flüffigkeiten, in denen ſich Körper bewegen. 

Die Borftellung, welche wir und demnach von dem Verhältniſſe der 
Körper zu ihren örtlichen Zuftänden bilden müſſen, Tann nun fo aus- 
gedrückt werden: Ein Körper Fantıt nur —* die Wirkung 
einer Kraft in Bewegung kommen und diefelbe nur unter 
dem Einfluſſe einer neuen Kraft ober eines Widerftandes 
andern oder ganz verlieren. 

Diefed Unvermögen der Körper, etwäas zur Veraͤnderung ihres 
örtlichen Verhaltens beizutragen, wird gewöhnlich als eine Eigenſchaft 
der Materie und als folche mit dem Namen: Trägheit ober Behar- 
rungsvermögen bezeichnet; bisweilen wird fogar ein MWiderftand 
darunter verftanden, den die Materle ben Wirkungen ber Kräfte ent- 
gegenſetzt; minbefteng wird basfelbe doch als ein DBeftreben der Materie 
Hargeftellt, ihren augenblicklichen Zuftand der Ruhe oder Bewegung bei- 
zubehalten: Gin ſolches Beftreben wäre aber ein Widerftreben 
‚gegen die Veränderung des Zuftandes, und erforderte, abgefehen davon, 
daß es einen Willen von Seite ded Körpers vorausfeßt, eine gewiſſe 
Anftrengung von Seite ber wirkenden Kraft, um es zu überwinden, 
und die Grfahrung lehrt im Gegentheil, daß bie Fleinfte Kraft den 
größten Körper in Bewegung ‚zu ſetzen und feine Bewegung, von welcher 
Art fie auch fei, abzuändern vermag, Daß ihre Wirfung auf den— 
felben in ihrem Sinne immer diefelbe ift, in welchem Zu— 
ftande auch der Körper fich gerade befindet, daß alſo dieſe 
Wirkung -fowohl von einem Wollen oder Beharren bes Körpers, 
wie von feinem srtlichen Befinden gaͤnzlich unabhängig iſt. 
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Wenn ein Körper durch irgend eine Kraft in Bewegung gefickt iſt, 
dann ift Diefe' Bewegung eine Wirkung jener Kraft, und der Körper iſt 
nur noch der Träger dieſer Wirkung, welche unverändert fortbauert, 
bis fie durch Widerſtände ober entgegengefehte Wirkungen anderer Kräfte 
geſchwächt oder ganz vernichtet wird. Was man alfo, Aeußerungen des 
Beharrungsvermögeng ober ber Trägheit dev Materie zu nennen 
pflegt, iſt nur eine Folge ber fortiauernden Wirkungen; die auf den⸗ 
ſelben Körper früher hervorgebracht oder ausgeübt ‚worden waren; ber 
Körper ober deffen Materie verhält fich ganz paffiv babe, 


on §. 8. 

Die Materie ift indeffen nicht blos Trägerin ber erzeugten 
Wirkungen, fie ift zugleich Object für bie zu erzeugenden, und 
diefe Wirkungen werben fich deßhalb auch je nad) der Berfchiebenheit 
des Objectes verſchieden offenbaren. 

Zuerſt iſt es einleuchtend, daß fich die Wirkungen der Kräfte, wenn 
fe ſich durch Erzeugung oder Veränderung von Bewegung wahrnehmbar 
machen, je nach der Menge bes:Stoffes oder nach ber Maffe, auf 
welche Diefelben gerichtet find, verfchieden Außern müflen, und mir 
werden umgekehrt zu dem Schluffe berechtigt fein, daß bie Maſſen 
jweier Körper nur dann für gleich zu Halten find, wenn 
biefelbe Kraft auf beide biefelbe bewegende Wirkung 
äußert, d. h. wenn ſie durch biefelbe Kraft unter benfelben 
Umftänden in gleiche Bewegung verfeht werden, fo wie wir 
auf der anbern Seite bie Wirkungen zweier Kräfte nur für 
gleiche Halten dürfen, wenn fie unter gleichen Umftänden 
auf benfelben Körper wirktend, diefem die gleiche Bewes 
gung ertheilen. Iſt dieſes nicht ber Fall, fo muͤſſen wir offenbar 
diejenige von beiden Wirkungen bie größere-ober ſtärkere nennen, welche 
benfelben Körper in eine ſtaͤrkere Bewegung verſetzt; nämlich‘ in eine 
ſolche, bei welcher biefelben Beränderungen in Türzerer Zeit oder ge 
ſchwinder vor ſich gehenz wir fagen deßhalb, indem wir ben Begriff 
der Geſchwindigkeit von der Bewegung auf den bewegten Kürper über 
tagen: durch bie größere. von zwei Kräften wird demfelben 
Körper eine größere Geſchwindigkeit ertheilt, darch bie 
Heinere Kraft eine Kleinere Geſchwindigkeit. 

Daraus folgt weiter, daf wenn diefelbe Wirkung nach einander auf 
zwei Körper von ungleichen Gehalte an Maffe ausgeäübt wird, fie dem⸗ 
jenigen von beiden die größere Geſchwindigkeit ertheilen wird, welcher 
die kleinere Maſſe beſigzt. Denn wären bie Geſchwindigkeiten beider 
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Körper ober ihrer Bewegungen biefelben, fo müßten auch ihre Maſſen 
gleich ſein; wenn aber bie Geſchwindigkeiten nicht gleich fein können, jo 
kann bie bes Körpers von größerer Maſſe noch viel weniger großer 
fein, als die des. Körpers von geringerem Gehalte an Mafle, da 
man unter diefer Borausfehung für den erftern Körper bie Kraft ver- 
winbern mäßte, um diefelbe Bewegung für beide zu erhalten, und man 
durch fortgefebte Vermehrung der Maffe und entfprechende Verminderung 
ber Kraft zu dem Schluſſe geführt würde, baß eine beliebig Heine, fall 
verfchwindende Kraft ber größten denkbaren Maſſe dieſelbe Bewegung 
ertheilen müßte, wie eine beliebig große Kraft einer verfchwindend Tleinen 
Maffe, was offenbar abjurd if. — Für dieſelbe Kraft nimmt alſo bie 
Stärte der Bewegung oder beren Gefchwindigkeit ab, wenn fie einer 
größern Maſſe mitgetheilt werden foll; nimmt aber bie Kraft in demſelben 
Berhältniffe zu wie die Maſſe, fo wird die augenfällige Wirkung, 
bie Geſchwindigkeit der erzeugten Bewegung immer biefelbe bleiben, und 
umgefehrt werden wir aus der Gleichheit ber Bewegungen verjchiebener 
Körper fchließen müflen, daß die Kräfte, weiche tene Bewegungen her 
yorrufen, ben Maſſen diefer Körper proportional find. 
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Die Wirkungen ber Kräfte. äußern fich jedoch nicht Immer als Be 
wegung, und es darf aus ber Ruhe eines Körpers ober aus ber Unver⸗ 
Anderlichkett feiner Bewegung noch nicht gefchloffen werben, daß Teim 
Kraft an demſelben thätig fe. Denn es Eünnen mehrere. Kräfte auf 
einen Körper in folcher Weiſe wirken, daß. fie ihn in demſelben Zuſtande 
ber Ruhe ober ber Bewegung erhalten, in weldyen ex burch andere Ur 
fachen verfeßt worden ift, daß ihre Wirkung alfo ohne fihtbaren 
Erfolg bleibt; ober es Tann ihre Geſammtwitkung fenfrecht gegen die 
Oberfläche eined vermöge anderer Kräfte unverrüdbaren Körpers gerichtet 
fein nnd fo duch den Widerſtand beöfelben unwahrnehmbar wer 
ben. Das Beſtreben der Kräfte geht dann immer noch dahin, dem 
betreffenden Körper bie entiprechende Bewegung zu ertheilen, und 
äußert fih ald Druck, welchen die Schelle ded Körpers und bie wider 
ſtehende Flaͤche zu erleiden haben, welcher aber nur durch Aenderungen 
in der Geſtalt des Körpers oder: der Fläche wahrnehmbar wird. Im 
beiden Faͤllen unterfcheidben wir diefen Zuftand des in Ruhe bleibenden 
Körperd von dem der urfachlofen Ruhe, welche kein Gegenftand wiflen- 
ſchaftlicher Betrachtung fein Tann, durch den Namen: Gleichgewicht, 
indem wir und ausbrüden, ber Körper befinde fih im Zuſtande des 
Gleichgewichtes, ſei ober bleibe tm Gleichgewicht. Wir übertragen biefen 
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vegriff endlich auf die Kräfte ſelbſt, und ſagen: die Kräfte halten ſich 
im Gleichgewicht, und diefen letzterr Ausdruck gebrauchen wir felbft 
dann, wann der Körper in Bewegung iſt und ſich bie Kräfte gegenfeitig 
wirkungslos machen. - 

Die Unterfuchungen ber Bedingungen , unter welchen ein Körper 
oder ein‘ Syſtem von Körpern im Gleichgewicht bleibt, bildet einen we⸗ 
fentlichen Theil der Mechanik; denn es ift die Kenntnii der Geſetze bes 
Gleichgewichts nicht nur für die Erforſchung ber Gefebe der Bewegung 
in vielen Beziehungen fördernd und felbft nothwendig; es können auch 
bie durch Druck hervorgebrachten ‚Veränderungen in ber Geftalt ber 
Körper nur vermöge der Geſetze des Gleichgewichts unterfucht werben, 
fowie auf ber andern Seite das Beftehen vieler Werke der Kunft an die 
Erfüllung der Bedingungen. des Gleichgewichts gebunden iſt. Man hat 
deßhalb die Mechanik bisher meiftens in zwei weſentlich getrennte 
Theile zerlegt, in die Statik oder Die Lehre vom Gleichgewichte, 
und in die Dynamik oder bie Lehre von der Bewegung. Der 
este dieſer Theile handelt indeffen nicht blos vom Gleichgewicht, fonbern 
auch von der Sulammenfepung und der Zerlegung der Kräfte oder viels 
mehr ihrer Wirkungen, d. h. von ben verfchiedenen Vorftellungsarten, 
welche wir uns über bie Geſammwirtung mehrerer Kraͤfte, ober über 
de nach beftimmten Richtungen getrennten Wirkungen einer einzigen 
Kraft bilden Können. 

Diefe Geſammtwirkung hängt aber ebenfo wie die Bedingungen bes 
Gleichgewichts und die Gefege der Beivegung offenbar von ber Natur 
und Beſchaffenheit des Syſtems von matetiellen Punkten 
ad, an welchem die Kräfte thätig find, und in dieſer Beziehung werden 
wir zuerft eine weſentliche Verſchiedenheit in den Wirkungen ber Kräfte 
wahrnehmen; je nach dem Aggregatzuftande, welchem ein Körper an- 
gehört, ob er nämlich feſt, flüfflg oder gasförmig if. Es fichen ſich 
jedoch die beiden letzten Aggregatzuſtaͤnde in dieſer Beziehung einander 
viel näher, als fie beide dem erſten ſtehen, weßhalb man auch unſere 
Wiſſenſchaft mit Rückſicht auf dieſe Zuſtaͤnde in zwei beſondere Abſchnitte 
a trennen pflegt, nämlich in die Mechanik feſter Körper und in 
de Mechanik der Fluͤſſigkeiten. 

Außer ben verſchiedenen Aggtegatzuftänden beſitzen aber bie Körper 
noch mehrere andere Eigenfchaften, bald in höherem, bald tn niederem 
Geade, welche ſelbſt bei ben feften eine Veränderlichkeit in der Geftalt 
Bepfufligen und dadurch die Wirkungen ber Kräfte. mehr ober weniger 

abändern. Die weientlichften find folgendes - 

1) Die Zuſammendrückbarkeit, welche darin beftcht, daß bie 
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Körper durch die entgegeugefehten Wirkungen änferer Kräfte und Wider⸗ 
ftände ihren Rauminhalt verkleinern laſſen. Diefe Eigenfchaft tft nament- 
lich bei den gasfürmigen. Flüffigkeiten in fehr hohem Grade 
vorhanden und von ſehr großem Einfluffe; bei ben tropfbar=flüffigen 
Stoffen iſt fie dagegen fehr gering und kaum beachtenswerfh, währen 
fie bei den meiften feſten Körpern zwar ziemlich wahrnehmbar ift, aber 

bald ihre Grenze erreicht. 

2) Die Ausdehnbarkett oder die Gigenfchaft, welche eine Ber- 
mehrung oder Vergrößerung des Volumens ober einer Längenausbehnung 
des Körpers durch mechantfche Wirkungen, nämlich ohne Mittheilung von 
Wärme geftattet. Diefe Sigenfchaft kann nur feften Körpern zukommen; 
fie bildet theils aflein, theils in Verbindung mit der Zuſammendrückbarkeit 
die Sigenfchaft der Biegſamkeit, durch welche es möglich wird, folde 
Körper, deren eine Rängenausbehnung verhältnißmäßig viel größer iſt, 
als die beiden andern oder doch als eine berfelben, ftärker zu krümmen 
als es vorher der Fall war. Es tft übrigens ſowohl die Ausbehn- 
barkeit als die Biegſamkeit bei den meiſten feſten Körpern nur in 
geringem: Grade zu finden und in enge Grenzen eingefchloffen. 


3) Die Elaftizttät oder das Vermögen, bie durch Außere Ein- 
wirfungen bervorgebrachten Veränderungen ber Geftalt und des Volumens 
wieder auszugleichen, wenn bie Kräfte zu wirken aufhören. Auch biefer 
Eigenſchaft find bei dem wmeiiten feiten Körpern ziemlich, enge Grenzen 

geſetzt, indem biefelben nur bei fehr Heinen Veränderungen Geftalt und 

Volumen ganz wieder herzuftellen vermögen, und biefes nie mit ber 
ſelben Kraft, mit der jene Veränderungen erzeugt wurden. Die 
Flüſſigkeiten dagegen und namentlich die gasfürmigen find vollkommen 
elaftifch, und die Jektern nehmen nicht nur, wie auch die tropfbaren, 
faft augenblicklich ihr früheres Volumen wieder an, wenn bie brüdfenden 
Kräfte zu wirken aufhören, fondern zeigen, wie ſchon erwähnt wurde, 
fortwährend ein Beftreben, einen noch größeren Raum auszufüllen; man 
hat fie dephalb und wegen ihrer ‚großen Zuſammendrückbarkeit vorzugs⸗ 
weife.elaftifche Flüſſigkeiten genannt, 


Mit Rückſicht auf dieſe verſchiedenen Zuftände ‚und bie genannten 
Eigenfchaften der. Körper, welche einen wahrnehmbaren Einfluß auf bie 
Art und Weile haben, in welcher fich die Wirkungen der. Kräfte äußern, 
ſowohl in Betreff ihrer Geſammtwirkung, als der Bedingungen 
des Sleihgewichtes und der Geſetze der Bewegung werben 
wir denn auch unſere Wiſenſchaft unter folgenden vier v Gefſchtepunlien 
betrachten: | 
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1) als Mech anik des einzelnen Atoms ober materiellen 
Punktes, die Grundgefebe für bie folgenden Abfchnitte enthaltend; 

2) al Mechanik feſter Syſteme, welche als jeder Veränderung 
ihrer Geftalt widerſtehend vorausgeſetzt werben; - 

3) BE Mechanik veränderlidher Syfteme mit vorherrſchender 
Cohiflon und folchen gegenfeitigen Verbindungen, baß die Veränderungen 
nur nach beftimmten Geſetzen und Bedingungen erfolgen fünnen, und 
Haß Mechanik fläffiger Syſteme von materiellen Punkten, 
bei weichen Die Veränderlichkeit der Rage an Tein Geſetz, an Feine 
Bedingung "gebunden tft. 

: & 10, 

Mit dem innern Wefen ber Kräfte find wir durchaus unbekannt, 
und werden es wahrſcheinlich auch bleiben; wir machen und befhalb 
Über die Art und Weife, wie eine Kraft wirkt, nach ben uns bekannten 
Erſcheinungen folgende Vorftellungen: 

1) daß ihre Wirkung unmittelbar nur auf einen beftimmten Punkt 
des Körper, welchen fie in Bewegung fegen will, gerichtet tft, daß fie 
alſo den Körper in biefem Punkte gleichfam angreift, weßhalb er benn 
auch, durch eine Vertaufchung ber Begriffe: Kraft und Wirkung *), 
Angriffspunft der Kraft genannt wird, und: mir benfen ung Darunter 
bald einen geometrifchen, bald einen materiellen Punkt; Ä 





*) Der Begriff, welchen wir mit dem Worte: Kraft verbinden, if nämlich 
bald ein weiterer, bald ein engerer. Wir bezeichnen bamit bald all- 
gemeine Cigenſchaften und Erſcheinungen und reden von ber Anziehungss 
fraft der Erde, der Schwerkraft, von ser magnetiſchen Kraft, Mustelkraft, 
Grpanfionskraft des Dampfes, u. f. f-, und in diefem Sinne If das Wort 
Kraft bisher meiſtens gebraucht worden. Bald verfiehen wir darunter bie 
zunaͤchſt Legende Urſache einer beſondern GErſcheinung oder einer Veraͤnderung 
in dem Zuſtande eines Körpers und nennen z. B. das Gewicht eines Koͤr⸗ 
pers eine Kraft, reden von der Tragkraft eines Magneten, eines elaflifchen 
Stabes, m. f. f., und man ſieht leicht ein, daß diefer engere Begriff ſich 
zu dem -weiteren felblt wie Wirkung und Urfache verhält; denn das 
Gewicht eines Körpers iſt die Wirkung der Schwere - auf denſelben; die 
Tragkraft eines Stabes if die befondere Wirkung. oder Aeußerung ber. Ela⸗ 
Rizität des Stoffes, ans welchem er. befteht, je nach feiner Geſtalt und 
Groͤße, n. ſ. | 

In dieſem engeren Sinne iſt von nun an das Wort Kraft immer zu 
nehmen, namentlich wo von einer beſtimmten Kraft, oder von einer Kraft 
von beſtimmier Größe ober Intenſitaͤt Die Rede iſt. . 
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2) daß biefe Wirkung oder Kraft entweder von einen feften Punlle 
ausgeht, oder fich gegen einen feiten Punkt ftügt, daß fie ihren Angriffe 
punkt dem letztern in gerader Linie nähern ober von bemfelben entfernen 
will, und daß fie demnach immer längs der Geraden thätig it, welche 
ihren Angriffspunft mit dem feiten Punkte verbindet ;. endlich 

3) daß fie mit einer gewiffen Stärke oder Intenſität auf den be : 
treffenden Kurper wirft. 

Wir haben demnach bei jeder Kraft drei wefentlihe Stüde in Be: 
frachtung zu ziehen: a) ihren Angrifföspuntt, by die Richtung be 
Geraden, nach welcher wir fie uns thätig denken, burch Webertragug _ 
auch Richtung der Kraft genannt, womit wir aber auch zugleid 
den Sinn ihrer Thätigkeit verbinden, nämlich ob fie ihren An- 
griffspunft dem feften Punkte zu nähern oder ihn davon zu entfernen 
beftxebt ift, und c) ihre Stärke, Größe, ober Intenſität. 

Meber die Wirkungsart der Widerflände machen wir ung zwar im 
Allgemeinen etwas andere, bisweilen fehr unbeftinmte Borftellungen; 
wir werben jedoch bald damit vertraut, und auch für fie einen beftimmten 
Angriffspunft an dem bewegten Körper zu denken, ihnen ebenfo ein 
befiimmte Richtung beizulegen, welche in jedem Augenblicke mit ber 
Richtung der Bewegung zufammenfältt, biefer aber dem Sinne nad 
entgegengefeßt ift, und den Begriff einer gewiſſen Stärke ober Jutenfit 
mit ihnen zu verbinden. 

Es handelt fih demnach zupörberft darum, diefe genannten Stüde 
als Zahlengrößen auszubrüden, um fie in Rechnung nehmen ober burd 
Zeichnung anſchaulich daritellen zu können. 


$. 11. 

Der Angriffspuntt einer Kraft, welchen wir in unfeter Vor⸗ 
ſtellung ſehr oft von dem Körper trennen, und als ſelbſtſtaͤndigen ma⸗ 
teriellen Punkt betrachten, wird in irgend einem Augenblicke durch feine 
Coordinaten beſtimmt, und zwar entweder durch bie gewöhnlichen 
rechtwinkligen Coordinaten ober durch Polar- Soorbinaten 

Die vechtwinkligen Goordinaten, welche gewöhnlich mit x, Y; 
bezeichnet werben, drüden die Entfernungen bes betreffenden une 
von brei unter fich rechtteinkligen feiten Ebenen, ben Coordinaten⸗ 
Eb enen aus, und die Lage dieſes Punktes wird durch drei Gleichungen: 

x=a, y=b, z=c, 
beftimmt. Man kann aber diefe Werthe auch als bie Entfernungen ber 
Projectionen des betreffenden Punktes auf ben drei Durchſchnittslinien 
jener Ebenen, welche zufammen die Coordinaten-Achſen genannt 
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werden, von beren gemeinfchaftlichem Durchſchnitispunkte, den An- 
fangspunfte oder dem Anfang der Enordinaten betrachten, 
und fie als die Längen dreier anliegenden Kanten eines rechtwinkligen 
Parallelepipeds vorſtellen, welches einen Eckpunkt im Anfangspımft ber 
Soordinaten hat, während der demfelben diagonal gegenüberliegenbe 
Eckpunkt der zu beitimmende Angriffspimtt if. So ſind in Fig. 1, 
AX, AY, AZ die Goordinatenachten oder die Durchichnittslinien ber 
Ebenen XAY, XAZ und YAZ, A ber Anfangspunft und M ein ma- 
terieller Punkt, defien Lage beftimmt werden fol; M,, M,, Ms, find 
feine Projertionen auf den bezeichneten Ebenen, und My, Mg, Mg feine 
Brojertionen auf ben brei Achſen, und man hat 

MM, = Ay — 1 — a, 

M, =Am=y=-b, 

MM, = Amy =z =c 
Am die Coordinatenachſen einzeln zu bezeichnen, nennt man bie Achle 
AX, auf welcher die Entfernungen x gemeflen werben, auch bie Achfe 
ber x, die Achfe AY die der y, die Achſe AZ die der z; ebenfo wird 
dann die Ehene XAY, welche bie Achjen der x und ber y enthält, bie 
Ebene ber xy, bie Ebene XAZ die Ebene der xz, enblich die Ebene YAZ 
die der yz genannt. 


In vielen Fällen ift e8 vortheilhafter, die Lage des Angriffspunftes 
durch feine Bolar-Eoordinaten auszudrücken; biefe beftehen dann 
in dem Fahrſtrahl (Radius vertor) r, welcher. die Entfernung des 
betreffenden Punktes vom Anfangspuntte angibt, alſo mit der Diagonale 
bes vorher erwähnten Parallelepipeds gleichbedeutend ift, und in ben 
Winkeln, melde bie Richtung disfer Geraden entweder gegen: brei 
unter fich rechtwinklige feite Achſen, die mit den obenbezeichneten Goor- 
dinaterrachfen übereinftimmen, oder gegen eine feite Ebene und eine in 
berjelben liegende feſte Gerade, die zufammen durch ben Anfangspunft 
oder Pol gehen, feftitellen. Im letztern Falle nimmt man bie Ehene 
ber xz als bie fefte Ebene, und. die Achfe ber z als fefte Gerade an; 
man bezeichnet den Winkel des Fahrftrahles r mit der lebtern mit 9, 
und den Winkel, den die Ebene des Winkels I mit der feften Ebene 
bildet, durch w, und die Lage bes betreffenden Punktes ift befannt, 
wenn die drei Gleichungen: 

r=a, d=y, b=o 
gegeben find. Zwiſchen ben rechtwinkligen Coordinaten x, y, z und 
den Polareoordinaten r, $,,w hat man übrigens folgende leicht nadh- 
zuneilende Verbindungsgleichungen: Ä 
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x=rsin 9 cos co, y—rsnmIsinw, z==rCaN, 
B—x2 1 y2 173, 
Derachtet man blos Angriffspunkte, welche in derſelben Ebene liegen, 
ſo kann man bieſe als die Ebene der xy annehmen; es wird dann für 


ale — 0, 95,09, und 


x=TrT(006W, Jr sinw;,. R—=x2]1 y3, 





*) Zür die Tabellen der Sinus und Tangenten if bekanntlich ber in Grabe, 
Minuten und Sekunden eingetheilte Duadrant ale Winkeleinheit angenom- 
men; in ber Mechanik kommen aber ſehr oft Uebergänge von deu Kreisbogen 
auf die ihnen entſprechenden Winkel und umgekehrt von diefen auf jene vor, 
weßhalb es Hier für die Cinfachheit ber Ausdrücke nothwendig wird, eine 
einfachere Beziehung zwifchen der Bogenlänge, dem Halbmefler und dem 
entfpredgenden Winkel fefizuftellen, ale diejenige, welche ſich mit ber obigen 
Winfkeleinheit ergibt. Dazu weiß man, daß fi für gleiche Halbmefler r_bie 
Bogenlängen J und IV wie bie entfpredjenden Winkel a und a, verhalten, 
und die Bogen I’ und ],, die demſelben Winkel «, entfprechen, aber vers 
ſchiedenen Kreifen angehören, wie bie Halbmefler r und r, verfelben, fo daß 
man hat; 

I:f=e:o, 

Y!:l,=r;r, 

und demnach and: 

l:l,=re:roe,. 
Da num I mad r auf bie allgemeine Längeneinheit bezogen ſind, ſo wird man 
noch für die Winkeleinheit eine paſſende Annahme treffen dürfen, und es 
tft offenbar am einfachfien, denjenigen Winkel a;, deffen Bogen |], 
dem Halbmeffer r, glei ift, als Einheit für das Wintelmang 
anzunehmen; denn man hat dan einfach: 


l:i=re:1, Il=re, —_—; 


der Bogen wird dann durch das Product aus dem Halbmeſſer in den Winkel, und 
dieſer durch den Quotienten aus dem Bogen durch den Halbmeſſer ausgebrüdt. 
Nach dieſer Winkeleinheit, welche wir im der Folge immer zu Grunde 


legen werden, wird der rechte Winkel durch zn, ein Winfel von 30° durch 


77, 9. ſ. f. gemeſſen, und es wäre für die Rechnungen In ver Mechanik, wie 


überhaupt für die höhere Mathematif wünfchenswerth, Tabellen der Sinus 
und Tangenten für die auf diefe Einheit bezogenen Winkel zu befigen. Denn 
bie bisherigen Tabellen machen fehr oft vorkommende Umwandlungen in dem 
Sahlenwerthe eines Winkels nothwendig, je nachdem man einen Bogen aus 
feinem Winkel, der durch eine feiner Functionen gegeben if, zu berechnen 
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$. 12. 


Auf Ähnliche Weiſe ‚ vote bie Richtung des Fahrſtrahles, Tann auch 
bie Richtung einer Kraft befttimmt werben; nur wendet man bier wegen 
der Symmetrie der analytifchen Ausdrücke häufiger die Winkel an, bie 
von jener Richtung mit drei feiten Achfen gebildet werden. Man denkt 
fh nämlich durch den Angriffspunkt ber Kraft drei Parallele zu ben 
drei Achſen gezogen, und ermittelt die Winkel &, 8, y, bie von dieſen 
Parallelen mit der Geraden gebildet werden, längs welcher bie Kraft 
thaͤtig iſt; dieſe Winkel dienen dann zugleich dazu, den Sinn ber 


hat, ober je nachdem der Bogen gegeben und eine Fuuction bes entfprechens 
ven Winkels aus ven Tabellen zu entnehmen if. Zum Bwede diefer Um⸗ 
wandlungen ift übrigens befannt, daß unfere Winfeleinheit nach der gewöhns 
lien Theilung des Kreifes in 360 Grade 
57°,295766 — 3437’,7466 — 206264” ,8 

enthält, und man hat für bie meiften Zwede, namentlich bei der Rechnung 
mit fünfftelligen Logarithmen, welche wir immer aumwenden werden, mit 
hiureichen der Benanigteii 


n = 3437,75.0, a = 


* 
⸗ 


n 
3437,16 

won’ und « denfelben Winkel vorflellen, das erflere nach der gewöhnlichen 

Theilung in Minuten ausgedrückt, das letztere in Theilen unferer Winkeleinheit. 

Um alfo cos«a zu erhalten, muß man in den Tabellen cos n’ cos 3437',75.« 

aufſuchen, und wenn der Bogen, deſſen Tangente v if, m Minuten beträgt, 

fo daß t—tang n/, fo findet man 


uw 
3437,75 
Wire z. B. log 00 — zu berechnen, und x—1",75, a—4",23 gegeben, - 
fo Hat man zuerft 
= 3437, . * = 14222 23472, 
und damit ergibt ſich aus ben Tabellen der Sinus 
log cos ==log 008 23° 42,2 — 9,86173 . 


«=ar langt = 





Eoll dagegen «= aro 008 — berechnet werden, fo findet man 


log — 9,61670 — log cosm’ —=log cos 65°33',7 = log cos 3933’,7 
a 
und damit folgt 


Decher, Handbuch der Mechanik I. 2 
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Thätigkeit der Kraft anzubeuten, indem man alle Kräfte als zichende 
vorftelt und fie als abfolute Größen ohne Qualitätszeichen betrachtet; 
die Richtung einer Kraft wird demnach von ihrem Angriffspunkte 
immer dahin genommen, wohin fie Diefen zu bewegen firebt, unb alle 
Mintel werden von ben pofitiven Seiten ber Coordinatenachſen an bis 
zur Richtungslinie der Kraft hin gemeflen. 

„Iſt z. B. M, Fig. 2, ein materieller Punkt, an welchem die Kraft P 
fo angreift, baß fie denfelben von M nach P zu bewegen firebt, fo nehmen 
wir an, die Kraft gehe von einem Punkte O auf der Verlängerung der 
Geraden MP aus und fuche ihren Angriffspunft M gegen O hinzuzichen. 
Sind dann MA, MB, MC die drei zu ben pofitiven Hälften ber Coor⸗ 
dinatenachjen parallelen Geraden, fo erden die Winfel AMP = o, 
BMP =, CMP=y ſowohl bie Richtung als den Sinn der Kraft P 
beftimmen, wenn dieſe immer von ben Geraden AM, BM, CM aus 
gegen die MP hin gemeflen werben. Man wird demnach für eine andere 
Kraft P’, welche längs berfelben Geraden thätig ift, aber den Punkt M 
in entgegengejeßtem Sinne bewegen oder ihn von O entfernen will, bie 
Richtungswinkel a’, 8’, y’ ober AMP, BMP’, CMP’ erhalten, und man 
fieht leicht, daß man 

— , Bun, yzı—y 
hat, daß alſo auch 

sd=—cosa, ws —=—cosß, Cosy = — c08Y 
it, und demnach die Zeichen der Cofinus der Richtungswinkel den Sinn 
ber Thätigkeit der betreffenden Kraft genügend andeuten, 

Um alle möglichen Richtungen ber Kräfte darftellen zu können, ifl 
es nothwendig und hinreichend, daß die Winkel a, A und y zwifchen 
den Grenzen O und 77 genommen werden; ber Winkel « hat 3. B. feinen 
Heinften Werth — 0, wenn die Kraft parallel zur Achſe der x und 
zwar im Sinne ber pofitiven x wirft, den größten — 7 dagegen, 
wenn fie im Sinne der negativen x thätig iſt; alle übrigen Werthe 
müffen demnach zwiſchen dieſe beiden Grenzen fallen. Auf gleiche Zeile 
verhält es fich mit den Winkeln 2 und y. 

Diefe drei Richtungswintel enthalten aber eine überflüffige Beftim- 
mung und Zönnen deßhalb nicht alle drei willkürlich fein; fie ftehen 
vielmehr durch die Bebingungsgleichung: 

cos?« + cos? # -+ cos?y—1 
in Abhängigkeit von einander, und man fieht daraus, bag wenn e 
und 8 gegeben find, cos y nur bie beiden Werthe: 


sy=FtY1-— cos? — cos?f, 


X 
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welche zwei Supplementwinteln angehören, erhalten Tann, daß alſo von 
cos y nur das Zeichen noch beftimmt werben darf. Außerdem find aber 
die Winkel & und 4 der Bedingung unterworfen, daß ihre Summe 


nicht kleiner fein Tann als 3 zu und nicht größer als 3 ze, während 


ihre Differenz zwiſchen den Grenzen + 3 rund — 5 se eingefchlof= 


jen ift; denn in allen Fällen, welche biefen Behingunger nicht genügen, 
findet man 


cos? + wo >1, wy—=tuy —1 1. 


Man Tann fich bie Urfachen diefer Beichränkungen durch folgende Be- 
trachtung anfchaulich machen. — Der Winkel « gehört allen Geraden 
an, welche gegen die Achje der x Diefelbe Lage haben und demnach in 
einer Kegelfläche Liegen, deren Achfe die Achſe der x if. Ebenſo liegen 
alle Geraden, bie mit ber Achle ber y den Winkel 8 bilden, in einer 
um diefe Achfe erzeugten Umdrehungstegelfläche; eine Gerade nun, welche 
mit, der Achje der x den Winkel &, mit ber Achfe der y den Winkel # 
einfchließen foll, muß beiden Kegelflächen angehören, wozu erfordert 
wird, daß fich diefe Flächen fchneiden oder doch mentgftens berühren, 
und biefes kann offenbar nur unter den für die Summe und Differenz 
der Winkel @ und 4 ausgeiprochenen Bedingungen ftattfinden, da fich 
in allen übrigen Fällen die Kegelflächen entweder aus- ober umſchließen. 
Sind ferner diefe Bedingungen erfüllt, fo gibt e8 höchſtens zwei Durch- 
ſchnittslinien, alſo für ben Coſinus des dritten Winkels y nur noch die 
beiden obigen Werthe, welche in dem alle einer Berührung auf 
ben einzigen Werth O zurückommen, ber dem Winkel y =; u ent- 
ſpricht, und man ſieht Teicht, daß in diefem Falle bie zu beſtimmende 
Richtung in die Ebene der xy fällt. 

Liegen die Richtungen aller Kräfte, die man zugleich betrachtet, in 
derſelben Ehene, fo kann man Die Ebene ald die der xy annehmen; 


es find dann alle Winkel y glei 7. und die Winkel 8 werben bie 


pofitiven ober negativen Somplemente ber Winkel &; diefe Winkel a 
reichen folglich für ſich allein zur Feſtſtellung der Richtungen der Kräfte 
bin, nur müffen fie nun zwifchen den Grenzen O und 277 genommen 


werden, wenn fie für- alle mögliche Richtungen angewendet werben 
follen. 


2* 
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6. 13, 

Megen dieſer verſchiedenen Beichränfungen, benen bie Werthe der 
Winkel @, 8 und y unterworfen find, iſt e8 oft einfacher und bequemer, 
bie Winkel & und 8 durch einen andern Winkel zu erfeben, und zwar 
burch denjenigen, welcher von der Projectton ber Richtungslinte tn der 
Ebene der xy mit ber Achje ber x gebildet wirb und in ber %olge 
immer mit e bezeichnet werden fol. Sit 3.8. MP, %ig. 3, bie Gerade, 
beven Richtung zu beftimmen tft, und Mp ihre Projectton in ber Ebene 
ber xy, fo wird biefe Richtung vollftändig bekannt fein, wenn man 
außer dem Winkel y oder CMP noch den Winfel AMp oder & Temt, 
welchen bie Projection Mp mit ber Achſe ber x oder einer Parallein 
derſelben einfchließt. Denn durch diefen letztern Winkel wird Die Lage 
einer burch die zur Achſe ber z parallele Gerade CM gelegten Ebene 
beftimmt, welche Die Gerade MP enthält, und der Winkel y gibt dam 
die Lage dieſer lebtern gegen die Gerade CM an. Es geht daraus her 
vor, daß die Winkel y und e von einander unabhängig find und den 
Winkeln 9 und w ber Bolarcoordinaten entiprechen, und daß es, um 
alle mögliche Lagen ausdrüden, zu können, nothwendig tft und genügt, 
wenn ber Winkel e wie ber Winkel w zwilchen ben Grenzen O und 27 
genommen wird, während bie Grenzen für den Winkel y wie vorher 0 
und 7u bleiben. 

Die Beziehungen der Winkel « und 8 zu ben Winkeln y und e 
ergeben fich leicht aus ber Figur und ben frühern Verbindungsgleichun⸗ 
gen zwifchen den vechtwinkligen und Bolarcoordinaten; denn fehen wit 
MP=r, die Länge ber Projection Mp—=p, und benennen bie Goor- 
Dinaten des Punktes P in Bezug auf die Achfen AM, BM, CM mit 
X, Y, z, fo ift 

p=rsiny, x==pcose, y=PpSine, z2=r c0sy, 
oder 
x=rsiny cose, y==rsinysine, 2=tr (087; 


e8 ift aber auch 
mithin ergibt fich 


c08& = siny 0088, Cosß — siny Bine, 


x=T (050, Y=rcosß, 


und daraus 
cos ß 


cos 
Wenn alle Kräfte in einer Ebene liegen, welche als die ber xy 
genommen wird, fo iſt cosy=0, siny=1 und demnad) 
cr =c00se, COosß = sine, 


_ a 
alfo der Winkel & mit dem von O bis 272 ausgedehnten Winkel « für 
die Beftimmung ber Richtungen, die in berfelben Ebene liegen, gleich- 
bedeutend. 


$. 14. 


Unabhängig von der befondern Natur der Kräfte ftellen wir Ver 
gleihungen über ihre Wirkungen an, und meffen bald bie Wirkung 
der einen Kraft durch bie einer. andern, bald die Wirkung bderfelben 
Kraft auf ben einen Körper durch bie, welche fie auf einen andern her⸗ 
vorbringt, oder wir meflen (mie man fich wieder durch Vertaufchung 


der Begriffe: Kraft und Wirkung kürzer ausbrüdt) eine Kraft 


durch Die andere, und erhalten fo den Begriff der Größe, Stärke 
der Intenfität der Kräfte, die dadurch vergleichbare homogene 
Größen geworben find und als folche durch Zahlen oder biefen pro- 
portionale Raumgrößen vorgeftellt werben können. Zu diefer Bergleichung 
it ed vor allem nothwendig, die Bedingungen für bie Gleichheit 
zweier Kräfte feftzuftellen, und in diefer Hinficht wurde bereits aug- 
geiprochen, Daß zwei Kräfte gleich zu achten find, wenn fie berfelben 
Maſſe unter gleichen Umftänden eine gleiche Bewegung ertheilen. Diefe 
Vergleichung wird indeflen viel einfacher, wenn wir die Wirkung ber 
Kräfte im Zuftande des Gleichgewichtes betrachten; denn hier müſſen 
offenbar zwei Kräfte als gleich angenommen werben, wenn fie gleich- 
zeitig läängs derſelben Geraden, aber in entgegengefeßtem Sinne auf den- 
ſelben materiellen Punkt wirken und diefem feine Bewegung erteilen 
oder überhaupt den Zuftand, in dem er fich befindet, nicht ändern, d. h. 
mit andern Worten, wenn bie durch die eine Kraft erſtrebte Wirkung 
durch die von der andern hervorgerufene fortwährend und in jedem Au= 
genblicke nernichtet wird. So muß man den Druck gegen eine feſte Fläche 
"und den von diefer geleifteten Widerftand immer als gleiche Kräfte 
betrachten, und umgelehrt Tann man immer eine von zwei gleichen 
Kräften durch eine fefte Fläche erfeht denken, gegen welche die andere 
Kraft normal drückt, woraus hervorgeht, daß die Größe einer jeben 
Kraft am einfachften nach dem Druck beurtheilt werben Tann, ben fle 
auf ein feftes Hinderniß hervorbringt. | 

Hat man num auf dieſe Weiſe zwei Kräfte als gleich erkannt, fo 
erhält man eine doppelte Kraft, wenn man beide in demfelben Sinne 
uf einen materiellen Punkt wirken läßt und biefen durch eine neue 
Kraft im Gleichgetvicht hältz eine dreifache Kraft wird diejenige fein, 
welche die Wirkung von drei gleichen Kräften aufhebt, u. f. f. Haben 
wir alfo ein allgemeines Maaß für die Stärke der Kräfte feftgeftellt, 
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eine Einheit ber Kraft ober bed Druckes angenommen, fo Tann durch 
folche Vergleichungen oder Meſſungen jede Kraft ald eine gewiffe Anz 
zahl folder Einheiten ausgebrüct werden. 

Die Kräfte, mit denen wir am beften vertraut find und bien wir 
auch am genaueſten unter ſich vergleichen oder meſſen können, find Die 
Gewichte der Körper oder die Drudkräfte, welche fie auf wagrechte 
Unterlagen ausüben; es tft bewegen am natürlichiten das "Gewicht 
irgend eined Stoffes von beftimmtem Volumen ald Gewichtseinheit 
und zugleich als Krafteinheit anzımehmen. ALS ſolche foll-denn in 
des Folge gewöhnlich das Kilogramm oder das Gewicht von einem 
Kubikdezimeter oder Liter beftillirten Waffers im Zu— 
ftande der größten Dichte vorausgefegt werden, und es wird 
demnach unter jeder allgemeinen Größe, welche die Stärfe einer 
Kraft db. b. die Größe der befondern Wirkung, die von 
trgendb einer allgemeinen Kraft ober Urfache auf einen 
gegebenen Körper oder materiellen Bunft ausgeübt oder 
in Demfelben erzeugt wird, vorftellt,, eine gewifle Zahl von Kilo- 
gramm oder von Theilen diefer Gewichtseinheit zu verfichen fein. 

Will man ferner eine Kraft geometrifch darftelfen, fo wählt man 
eine beliebige Zängeneinheit, Die übrigens in gar Feiner Beziehung zu 
ben wirklichen Längen, 3. B. den Coorbinaten, fteht, als Stellvertre- 
terin unferer Gewichteinheit und trägt eine Länge, welche jene Längen— 
einheit fo oft enthalt, als bie darzuftellende Kraft die Gewichtseinheit, 
von dem Angriffspunfte an auf die Richtung biefer Kraft auf; dieſe der 
Richtung und Länge nach beftimmte Gerade wird die Kraft ihrer Rich= 
tung, dem Sinne ihrer Thätigkeit und ihrer Stärke nach anfchaulich 
darftellen. Daß übrigens in berfelben Eonftruction dieſelbe Längeneinheit 
für jede darin vorfommende Kraft ald Gewichtseinheit beibehalten werden 
muß, dürfte faum noch erwähnt werben. 

Sind 3. B. zwei Kräfte: P— ker, Q — 15Ker. zu zeichnen, 
die in derfelben Ebene wirken, und deren Angriffspunfte M und N durch) 
die Coordinaten: 

= Im = — $m 
fx M , * für N 


‚= 3 Am J. 


gegeben find, während bie Richtung der erſtern den Winkel &, = 38°, 
bie der zweiten den Winkel a, = 2420 mit der Abſciſſenachſe der x 
bildet, ſo kann man für die wirkliche Längeneinheit, den Meter, zwei 
Millimeter, für die Gewichtseinheit einen Millimeter annehmen, wodurch 
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man die Figur 4 erhält. Die Richtungswinkel werden am genaueſten 
mittelſt der Sehnentafel oder auch eines Sehnenmaaßſtabes aufgetragen. 
Um Kräfte im Raume zu conſtruiren, wählt man am beſten bie 
. barftellende (deferiptive) Zeichnungsweife, wozu die Winkel „ und & 
jehr geeignet find. Der erftere Winkel wird von einer zur Projections⸗ 
achſe fenfrechten Geraden, welche die Achſe der z oder eine Parallele 
berfelben vorftellt, nach ber vechten ober Linken Seite aufgetragen, ber 
zweite Dagegen von ber Projectionsachſe felbft oder einer Parallelen ber- 
felben, und zwar immer in derfelben Richtung von ber Rechten nach 
unten, oder feine Ergänzung zu 2 7. von der Rechten nach oben. Denkt 
man fich die Zeichnung wie eine ‚geographifche Karte orientirt, fo kann 
man fagen, der Winkel y werbe von Nord aus gegen Süd, der Wintel & 
von Oſt aus über Sid, Welt und Nord genommen. Die Zeichnung 
der Projectionen der gegebenen Kraft ift dann fehr einfach. Die durch 
die Richtung der Kraft gelegte Vertikal-Ebene wird anfänglich in bie 
vertifale Projectionstafel umgelegt gebacht, in derfelben ber Winkel y 
und die wahre Größe der Kraft aufgetragen, damit die Länge ber hori— 
zontalen Projection gefunden und nun bie Ebene des Winkels „ um 
den Winfel & gedreht, um auch Die Lage der horizontalen, und mit 
biefer Richtung und Größe ber vertikalen Projection auf befannte Weiſe 
zu erhalten. Die Gonftruction ber Lage des Angriffspunftes mittels der 
Goordinaten bietet fich von felbft dar. Als Beiſpiel diene Fig. 5, worin 
zwei Kräfte P, und P, dargeftellt find, Tür welche als gegeben an— 
genommen wurde: 


| gm 
= 64° 30 “ 
P, = 20tier. | 74T | „= 
1 | & = 31 20 y=5 , 
| | =. 
_opug ai a0 | 
a Dee Eur 


Die Rängeneinheit tft dartn wie oben durch Zum, die Krafteinheit dur) 
. jew vorgeſtellt; die Horizontal = Profectionen find mit einem, bie Ver⸗ 
tikal⸗Projectionen mit zwei Strichen bezeichnet. - 


- $. 15. ‘ . . 

Denken wir ung einen Körper durch die Kräfte, welche an ihm 
thätig find, in Bewegung geſetzt, fo wird ein Punkt besfelben irgend 
eine gerabe oder krumme Linie befchreiben, welche Weg oder Bahn 
dieſes Punktes genannt wird.. Es Eönnen ſich dann alle Punkte des 
Körpers auf dieſelbe Weiſe beivegen — und. dieſes wird offenbar Immer 
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ftattfinden müflen, wenn auf jebes Atom biefelbe Kraft wirkt — und 
bemnach alle paraflele congruente Bahnen befchreiben, von benen irgend 
eine auch die Bahn bes Körpers heißen Tann, wie dies bei dem 
freien Kal eines Körpers tim leeren Raume ober eines um eine lotb- 
rechte Achſe ſymmetriſchen Körpers in der Luft flattfindet; in vielen, ja 
in den meiſten Fällen werben aber bie verſchiedenen Atome des bewegten 
Körpers verfehiebene Bahnen haben, indem fie außer der gemeinfchaft- 
lichen Fortfchreitenden Bewegung noch eine drehen de Bewegung 
um einen beftimmten Punkt besfelben befipen; wenigſtens Tonnen wir uns 
bexen wahre Bewegung, um fie und leichter vorzuftellen, tn biefe zwei 
verfchiebenartige Bewegungen, in bie fortfchreitendbe und drehende 
zerlegt denken. Denn wie auch bie Bewegung eines Körpers befchaffen 
fein mag, ber Uebergang desfelben aus einer Lage in eine andere läßt 
fi) immer dadurch barftellen, daß man ben ganzen Körper zuerft eine 
entfprechende fortichreitende Bewegung machen läßt, als wenn berfelbe 
nur ein einziger materieller Punkt wäre, und ihn dann, wenn er in 
einer beftimmten Lage angekommen tft, um einen Punkt in feinem In— 
nern, welcher ſchon feine wahre Lage hat, fo lange dreht, bis noch zwei 
andere Punkte desfelben, bie mit dem erften nicht in gerader Linie liegen, 
in die gehörige Lage gefommen find. Die wahre Bewegung bes Körpers 
unterfcheibet fich von dieſer zerglieberten nur dadurch, daß die beiden in 
unferer Vorftellung getrennten Ortsveränderungen gleichzeitig vor fidh 
gehen, nicht eine nach ber andern. So beurtheilen wir die Bewegung 
ber Erde als eine doppelte, ald eine Fortfchreitende ihres Mittel- 
punktes in einer ellipttfchen Bahn um die Sonne und als eine drehende 
um ihre Achfe ober genauer um ihren Mittelpunft, wenn man auf bie 
kleinen Bewegungen ber Achſe jelbft Rückficht nimmt. Auf gleiche Weiſe 
zerlegen wir bie Bewegung eined Kreifels in bie fortichreitende Be— 
wegung feiner Spige, mit welcher ex ſich auf eine magrechte Ebene 
ftüst, und in die brebende Bewegung um dieſe Spige, u. ſ. f. 

Gemäß dieſer Borftellung, bie wir durch Erfahrung und Induction 
über die Bewegung eines Körpers erhalten, trennen wir auch die Ur- 
fachen derſelben und zerlegen bie Wirkung ber Kräfte in eine folche, 
welche nur die fortfchreitende Bewegung begünftigt, und in eine 
folhe, welche nur eine dDrehende Bewegung hervorbringen Fann. 
Die erfte diefer Wirkungen werde ich übertragend fördernde Kraft, 
bie zweite brehenbe Kraft oder Moment nennen. Diele beiden 
Kräfte find jedoch immer nur als zwei in unferer Vorftellung getrennte 
Aeugerungen oder einfache Wirkungen einer und berjelben Kraft 
zu betrachten, welche urfpränglich nicht in der Kraft ſelbſt liegen, fonbern 
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von der Verbindung ihres Angriffspunttes mit andern materiellen Punkten 
abhaͤngen oder durch dieſelbe gleichſam hervorgerufen werden. 


$. 16. 


Nach ben vorhergehenden Erörterungen läßt fich num die Aufgabe, 
welhe die Mechanik zu Iöfen hat, genauer ausfprechen. Diefe Aufgabe 
befteht darin, die Beziehungen zu unterfuchen, welche zwiſchen ber ab⸗ 
foluten ober relativen Bewegung eines Körpers und deren Urfachen ſtatt⸗ 
finden , und ift demnach im Allgemeinen eine doppelte: . 

1) Entweder find biefe Urfachen, die Kräfte, welche auf ben be= 
weten Körper wirken, fowohl der Größe als Richtung nach für irgend 
eine Lage bes letztern gegeben, und deren Angriffspunfte an bemfelben 
beftimmt, und es fol die Lage und Geſchwindigkeit des Körpers ober 
eined feiner Punkte zu irgend einer Zeit angegeben werden, d. h. es 
jollen mit jenen Gegebenen die beiden Geſetze feiner Bewegung aus- 
gebrüct werben, nämlich dasjenige, nach welchem bie verfchtedenen Orte, 
die der Körper oder eines feiner Atome nach und nach einnimmt, auf⸗ 
einanderfolgen, und dasjenige, nach welchem feine Geſchwindigkeit mit 
der Zeit oder mit ber Lage des Bewegten ab= oder zunimmt. 

2) Ober umgefehrt, es tft die Art ber Bewegung vorausbeftimmt, 
und man hat bie Kräfte oder deren gegenfeitige Verhältniffe zu fuchen, 
bie zur Hervorbringung dieſer Bewegung erforderlich find. 

Zu diefer letztern Aufgabe gehört auch der allgemeine Fall, wo bie 
Geſchwindigkeit des Bewegten fortwährend Null und feine Lage unver- 
inberlih,, d. h. wenn er im Gleichgewicht tft. Inter dieſem Ge 
fichtspunkte iſt demnach das Gleichgewicht mur ein befonderer und fehr 
einfacher Fall ber Bewegung, weßwegen man bie Unterfuchung biefes 
Zuſtandes der allgemeinen Unterfuchung ber Bewegung gewöhnlich vor- 
ausgehen läßt. 

8. 17. 


Das Geſetz, nach welchem die verfchtebenen Punkte, bie ber bewegte 
Körper oder eines feiner Atome nach und nach einnimmt, aufeinander- 
ſolgen, wird im Allgemeinen durch zwei Gleichungen zwifchen ben drei 
veränderlichen Goorbinaten x, y, z des Atoms ausgebrüdt, welche man 
Ye Gleichungen feitfer Bahn nennt. ine jede derfelben ftellt 
das Geſetz dar, nach welchem die Punkte einer gewiſſen Fläche aufein- 
anderfolgen; fie iſt im Allgemeinen noch eine Function ber drei Ver- 
änderlichen x, y, z und heißt die Gleichung jener Fläche. Allgemein 
hat fie daher die Form: 

F(x,y,2)=0; 
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zieht man aber aus biefer ben Werth von einer ber Goorbinaten, 3. B. 
von z, ſo wird 
ı=f(x,y), 

und man betrachtet in diefer Gleichung die beiben Veränberlichen x und y 
als unabhängige ober willtürliche, die z als bie abhängige oder bedingte. 

Zwei folche Gleichungen geben alfo das Geſet ber Aufeinanderfolge 
aller Punkte, welche den beiden durch fie bargeftellten Flächen gemein- 
ſchaftlich angehören, ober fie drücken bie Geftalt ber geraden oder krummen 
Linie aus, längs welcher fich die beiden Flächen burchfchneiden, und 
welche in unferm alle die gefuchte ober gegebene Bahn des Bewegten 
iſt. Die allgemeinfte Form biefer Gleichungen ift baher 


F, (x, y‚,2)=0 

R(x2,y2)= 
Eliminirt man dann aus biefen beiden Gleichungen je eine der brei 
Beränderlihen, fo kann man zwei einfachere erhalten, in denen nur 
zwei ber drei Veränberlichen vorfommen, ober bie von je einer derſelben 
unabhängig find; jede biefer Gleichungen tft nun bie eined Cylinders, 
deſſen Erzeugende zur Achfe der in ihr nicht enthaltenen Veränderlichen 
parallel bleibt oder in jeder Lage auf der Ebene ber beiden andern in 
ihr enthaltenen Veränderlichen fenfrecht ſteht. Climinirt man 3. B. aus 
einer jener Gleichungen bie Veraͤnderliche z, ſo erhält man eine Gleichung 
von ber Form: 

f, (x, Y=0; 


fie gehört einer Cylinderfläche an, ‘deren Exzeugende zur Achfe der = 
parallel ift, und melche bie Ebene ber xy längs einer Curve durch⸗ 
ſchneidet, die durch diefelbe Gleichung f, (x, y) = 0 vorgefiellt wird. 
Eliminirt man ebenſo bie Veränderliche y, fo ift die neue Gleichung: : 
(x, z2) = 0 

die eines Cylinders, welcher auf der Ebene der xz fenkrecht fteht und 
diefe Ebene nach einer durch Diefelbe Gleichung dargeſtellten krummen 
Linie durchſchneidet. 

Durch die Elimination wird indeſſen in dem durch bie obigen all- 
gemeinen Gleichungen ausgefprochenen Geſetze nichts geändert; die beiden 
Gleichungen: 

t (x, y)=0 


ß, (x, z) = 0 


drüden alfo zufammen noch immer die Geftalt berfelben krummen Linie 
aus, oder bie beiden Cylinderflächen, welche in Dielen Gleichungen vor- 
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geteilt find, ſchneiden fich nach derſelben Curve wie bie erften beiden 
Flähen, und da jede von ihnen auf einer Coordinatenebene fenkrecht 
ſteht, ſo Tonnen fie auch als bie Bereinigung ber von allen Punkten 
diefer Curve auf die entfprechenbe Coordinatenebene gefällten Sentrechten, 
mithin ald projtcirende Cylinder angefehen werben; ihre Durdh= 
ſchnitte mit den Goordinatenebenen find die Brojecttionen berfelben 
Curve in diefen Ebenen, weßhalb die beiden Gleihungen: 
L(,yY)=0, k(x,2)=0 

auch die Gleichungen ber Projectionen der Bahn des Bewegten in ben 
Ebenen ber xy und ber xz genannt werden, während man fie zufammen, 
wie die allgemeinen Gleichungen, die Gleihungen der Bahn felbft nennt. 
In dieſen beiden Gleichungen ift nur mehr eine Veränderliche 4. B. 
bie x willkürlich oder unabhängig, und die beiden andern müffen als 
Sunctionen berfelben betrachtet werden. 

Die vorhergehenden Profertionen dürfen nicht mit ben Riffen einer 
Bäche in jenen Goorbinatenebenen verwechfelt werben, beten Gleichungen 
man dadurch ableitet, daß man in ber Gleichung biefer Fläche die Ver- 
inderlichen z und y nach einander gleich Null feht und baburch bie 


Formen: 
F,(x,y)=0, R(x,2)=0 
erhältz biefe Riſſe werden in befonbern Fällen auch Hauptſchnitte 
der betreffenden Fläche genannt. 
Rehmen wir. 3. B. die Gleichung einer Ebene: 


Ax+By+Cz+Dp=0*) 
ſo find | 
Ax+By+Dp=0 
Ax+Cz +Dp=0 
bie Gleichungen ihrer Riffe in den Ebenen ber xy und xz. Wird dieſe 
Ehene dagegen von einer zweiten gefchnitten, beren Gleichung: 
Ax+tBy+tCz4+Dp=0 


iſt, fo erhält man als Gleichungen ber profictrenden Ebenen ober ber 
Projectionen ihres Durchſchnittes die Ausdrücke: 


— — — 


Wegen ver Homogeneitat if hier gegen vie übliche Zorn dem conflanten 
Gliede ver Factor p beigefügt; die Größe D if dadurch gleichartig mil A, B, C, 
der Faetor p dagegen mit ven Goorhinaten, alfo wie biefe in Längeneinheiten 
ausgedrückt. 
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(AC — ACO)x+BC—BO)y+(CD—CD)p=0, 
(AB’ — AB) x+ (BC—BC’)z+(BD—BD')p=0 , 
welche dann auch bie Gleichungen biefer Geraden felbft genannt werben. 


$. 18. 


Die Gleichnngen einer Geraden haben darnach im Allgemeinen bie 
Formen: 
ax+by-+dp=0 ober y=ax-+f | 


ax+by+dp=0 z=bı-+y 
und wenn ſie Durch den Anfangspunkt geht, 
y=aıx 
z=bx {| 


Sn den vier legten Gleichungen find die Coeffizienten a und b Onotienten 
gleichartiger Größen, alfo abfolute Zahlen oder Winkelfunctionen, und 
laſſen fich jehr einfach durch die Gofinus der Winkel «, 8, y ausdrüden, 
welche die beireffende Gerade mit den drei Achien bildet. Bezeichnet man 
namlich die Entfernung eines beliebigen Punktes ber Geraden vom An 
fangspunfte mit r, fo iſt 


= yVRrrER, 
und mie leicht zu fehen hat man 
x=T0080, y=rosß, Z=T008y, 
und damit wird 
\ Y cos ß z cos Y 


——— —— 
— 





— “ =A@a, —- — 


x cus a 2X .0080 


Darnach kann man alfo den Gleichungen einer Geraden, welche durch 
ben Anfangspunkt geht, die Formen geben: 





y x 
— — — 1) — x co 
| wen 
,oder 
2 X 
= —— | 2 008 = X.008 Y 
cos y cos | 


und die Gleichungen einer Geraden, deren Projectionen in den Ebenen 
ber xy und der xz bie Achſen der y und z beziehungsweiſe in ben 
Adftänden f und g vom Anfangspunfte ſchneidet, oder welche - Durch 
einen beftimmten Punkt geht, deſſen Coordinaten a, b, c find, werben 
Die Formen annehmen: 




















y—f x | y„-b x—a 

—— —n a — 

cos cos cos cos 
I 

z—g X 2—06 x—i 

cos y cosa c8Yy cos 


Hat man dann eine Ebene, deren Normale die Winkel &, P, y 
mit den drei Achfen bildet, die alfo zu ber vorhergehenden Geraben 
ſenkrecht ift, fo ergeben fich aus den zuletzt erhaltenen Gleichungen bie 
Formen : 

x,c0os@--y,cos® +2, cosy=p, 
(X,— x) 0sa+(y—y) coss + @— 2) 00sy=0, 
als Gleichungen jener Ebene, wortn nun a, 8, y auch die Winkel find, 
die von Diefer Iegtern mit den Chenen ber yz, xz, xy der Reihe nad) 
gebildet werben, p die Ränge der vom Anfangspunft auf die betreffende 
Ebene gefählten Senfrechten vorftellt, und x, y, 2 die Goorbinaten 
eines beftimmten Punktes derjelben Ebene bezeichnen. 

Die Vergleichung der beiden vorhergehenden Formen gibt 

p=xcos&--y cosß-+2z cosy , 
und dieſer Werth führt zu einem einfachen Ausdrucke für die Länge ber 
Senfrechten, welche von einem Punkte, deſſen Eoordinaten x, y, z find, 
auf eine gegebene Ebene gefällt wird. Denn legt man durch dieſen 
Punkt eine Ebene parallel zu, der gegebenen und bezeichnet die vom 
Anfangspunkte darauf gefällte Senkrechte mit p’, während p die von 


demjelben Punkte auf Die gegebene Ebene gefällte Senkrechte vorſtellt, 
fo hat man wie vorher 


p=xcse-y — cosy, 
und weil bie Senkrechte P, welche von dem Punkte xyz auf bie ge— 
gebene Ebene gezogen wird, offenbar der Entfernung der beiden parallelen 
Ehenen und demnach auch ber Differenz der beiden vom Anfangspunft 
auf fie gefällten Senfrechten p und p’ gleich fein muß, 
P=xcosae-+ycos$+zcosy—p; 
wobet jedoch auf das Zeichen der Senkrechten Rüdficht zu nehmen ift. 


g. 19. 


An das Vorhergehende will ich hier fogletch noch einige Betrachtungen 
über Linien und Ebenen im Raume anfchließen, von denen in ber Folge 
oͤftere Anwendung gemacht wird, 


oder 


3% 


Ein oft wiederkehrender Ausdruck ift bie Beziehung zwilchen dem 
Winkel, den zwei Gerabe unter fi) bilden, und ben Winkeln, die jede 
von ihnen mit den brei Coordinatenachſen einfchließt; fie kann auf fol- 
gende Art fehr einfach abgeleitet werden. — Drüdt man bie Lage 
diefer Geraden, nachdem fie beide parallel mit fich felbft durch den An— 
fangspunft geführt find, durch die Winkel „ und z aus, fo iſt Der 
Winkel, welchen die durch die erfte Gerade und die Achſe der z gelegte 
Ebene oder die Ebene bes Winkels y, mit der Ebene bed Winkels „,, 
welche die zweite Gerade und die Achſe der z enthält, einfchließt, gleich 
&— E35 mithin bat man in dem fphäriichen Dreiecke M, M,C, Fig. 6, 
wenn (1,2) den Winkel der beiden Geraden bezeichnet, die Beziehung : 


cos (1,2) = c08yY, eos y, + siny, Sinyg 005s(y— 8) - 
Es iſt aber au 
cos (3 — ↄ) = 00889 0088, 4 sing Sins, , 
ober da nach frühern Wertben ($. 13.) fich 
cos ß 


sin y 


, ’SME= 








cos «& 
cose sin 

ergibt, 

cos a, 008 og + 008 ß, co 


eos (2 — 2) = sin y; ain y⸗ 


Damit folgt dann 


cos (1,2) = 0080, C0sag + cos ß} 008 fg 4 C08Y4 605 ya 


als die gefuchte Beziehung. ⸗ 
Sind die beiden Geraden zu einander ſenkrecht, fo wird ber vor- 
hergehende Werth von cos (1,2) Null, und wir erhalten ' 


cos @, 008g cos ß, cos 3 + C08Y, 084 = 0 


als Bedingungsgleihung für die Vorausſetzung, daß zwei Gerade im 
Raume einen rechten Winkel bilden. 


$. 20. 


Oft wird auch bie Länge der Senkrechten gefordert, bie yon einem 
Punkte, beffen Coordinaten x, y, z gegeben find ‚ auf eine gegebene 
Gerade gefällt werden Tann. 


Bezeichnen wir bie laufenden Coorbinaten für die gegebene Gerade 
mit x, y', 2’, bie eines bekannten Punktes derſelben mit x,, Y,, zZ, 
ſo daß ihre Gleichungen die Form annehmen: 
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/ / 
Y--Y _ A—X, 











cos cos«a 
* 

2— 2, x—ı, 

cos y cosa 


bezeichnen wir ferner den Abſtand bes bekannten Punktes x, y, z, von 
dem gegebenen Punkte xyz mit d, bie drei Winkel, welche die fie ver- 
bindende Gerade mit den drei Goordinatenachfen bildet, mit I, m, n, 
und denjenigen, welchen dieſelbe Gerade mit der gegebenen Geraden ein⸗ 
ſchließt, mit 9, fo iſt einmal 





x—X — 2—-Z 
cosl = 3 , m=!T", cosn = ! 





und nach dem Vorhergehenden wird 
cos I = = 00a + TE sg + 0087 
Für Die Länge p der gefuchten Senfrechten hat man fodann 
p=dsin®, - 
oder mit dem vorhergehenden Werthe von cos I , 


1 [(x—x,) cosa +(y—y,) 0088 + (z—z,) cos A 


d? 





p=d 
Es ift aber auch 


= [(x— x)? +(y— w)?+ (z—2,)2] (cos?«@ -}00s?28-c08?7) , 
und damit wird nach einigen Reductionen 





p=Y I(x-xJeos£)-y-y)Jcosa)+ [(-2,)cose-(x-x,)Jcory]+"KY-Y.)cosy-(2-2,)cosß]*. 
Iſt der gegebene Punkt der Anfangspunft und demnach x=y=z—0, 
fo hat man für die Länge der Senkrechten einfacher 


p= V (x, cos ß—y, 003 @)2-4-(z, cos «—X, c08 y)2-+(y,cos y—z,cos P)? . 
Geht dagegen Die Gerade durch den Anfangspunft, fo hat man x =y—z, 0 
und demnach den ganz ähnlichen Ausdruck: 

p =y& cos ß — y 008 @)? + (2008 — xc08y)2-+ (yc0sy— 2 008 8)? ; 


denn die Senfrechte zwifchen einem Punkte und einer durch den Anfang 
der Coordinaten gezogenen Geraden muß offenbar diefelbe fein, wie bie, 
welche von. diefem Anfangspunft auf eine durch den gegebenen Punkt 
gelegte, zu der erſten parallele Gerade gefällt werden Tann, 
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6. 21. 

Beitimmen wir ferner die Lage einer Geraben, welche auf zwei 
andern gegebenen Geraden ſenkrecht fieht. 

Seien @, 4, y und a’, 8, die Winkel, welche von biefen 
lestern mit ben Coordinatenachſen gebildet werben, 1, m, n die Winkel, 
welche die Lage ber gefuchten Geraden gegen dieſelben Achien feſtſtellen. 
Die Bedingung, daß biefe auf jeder der andern fenkrecht fieht, gibt 
nach 6. 19. die Gleichungen: 

cos @ cosl + cos ß cosm-+ cosycosn=0, 

cos’ cosl + cos #' cosm + cosy wsn =0, 
aus welchen man zieht: 
cos a 008 y’ — Cosa’ 008y 
cosm = cosl —-- ——-— —.. . 
cos #’ cosy — cos ß cos y 
cos n — cos cos — cos cos 
cos #’ c08y — cos ß C08Y 
Man hat aber au 

cos?] + cos?m + cos2n=1, 

und damit folgen, wenn man zur Abkürzung 
Y (sos«’cosß-cosacosg )>+(0880c08y’-C08@’C087')*4(008ß’008y-608£c08y —() 
fest, die Werthe: | 

el + cos # cosy — cos cosy ; 
cos m + 9“ re c08Y 
cosn — * cos c cos — cos cos?’ 


Der Werth von Q2 kann aber auch unter bie Form gebracht werben: 
02 = (cos? + cos? 8 + cos? y) (cos?«’ + cos? #’ + cos?) 
. — (cos a cos + cos ß cos’ -H cos y cos y’)? 

= 1 — (0080 cosa@’ + cosß cosß’ + cosy cos y')? 

= 1 — cos? (1,2) = sin? (1,2) , 
worin der Winkel zwifchen ben beiden gegebenen Geraden wieder burd) 
(1,2) bezeichnet iſt; Die vorhergehenden Ausdrüde werben Dadurch 


—— 


eosl—+ cos f’ 08 y— cos ßcosy 


m + 008 & 008 y’— Cosa’ 008 Y 
+ md) - ‚ cosm—tr —— 


sin (1,2) ’ 
cos a’ c0s B— cos & cos P’ 

— + TED 
en sin (1,3) 

Geht nun bie zweite Gerade durch ben Anfangspunft und beide 
zugleich, Durch einen Punkt, deſſen Coordinaten x, Y» 2 find, und deſſen 
Entfernung vom Anfangspunkte daher durch 

:d =yVr+yp+ zZ 
vorgeftellt wird, fo tft bie vom Anfangspunkte auf die erſte Gerade ge 
fällte Senfrechte p offenbar 
p=dsin (1,2), 
und man hat außerdem | 


cos — , wf—=-, wy=# ; 
mit. Diefen Werthen findet man fofort 
osi — + yasy 20h cos m — + 21008 — x 008 y 
p p 
cos n ⸗ + xcosß — ycosa 


P 
und übereinftimmend mit dem frühen Ausdrucke 
P=Y (xcos ß—ycosa@)?-++ (2608 «— y 6089)? +4(y 008y— 2008 ß)?. 
Stehen bie beiden gegebenen Geraden auf einander fenfrecht, fo 


9 


wird in (1,2 1, d 
und demnach sin = TR 
cos l = + (608 #’ c08y— cos? cosy) , 
com —= + (e0sa cos Y'— cos’ c08y) , 
cosn — *C(cos cos — cos« cos?) ; 
find fie dagegen parallel, fo hat man sin (1,2) — 0, aber auch 
Ba ⸗ cos, WE — cos ß', co8y == c0sy', 
und dadurch 
1 = m eos n ⸗Nʒ | 
die Aufgabe ift daher unbeftimmt, und in der That gibt es beliebig 


viele Geraden, welche auf beiben gegebenen fenfrecht find. 
Decher, Handbuch ver Mechanik L 3 


A 


| $. 22, 

Endlich mögen an das Vorhergehende noch die Formeln angereiht 
werden, welche dazu dienen, von einem rechtwinkligen Goordinaten- 
foftem zu einem andern überzugehen, das benfelben Anfangspunkt hat. 
Um diefe Formeln zu erhalten, Tann man ſich vorftellen, Daß das alte 
Spftem nach und nach fo gedreht mworben ſei, bis feine Achfen mit 
denen bes neuen zufammengefallen find; es wird daher vor allem noth- 
wendig fein, über diefe Drehung eine ſolche Annahme zu treffen, daß 
man in jedem einzelnen Falle darüber im Klaren tft, und fich die For- 
meln ficher anwenden laffen. In diefer Hinficht follen denn diefe, mie 
in der Folge alle ähnlichen drehenden Bewegungen, zu denen 3. B. auf) 
bie bed Fahrftrahles der Polarcoordinaten gehört, als poſitive be 
trachtet werden, wenn fte für ein Auge, das fich auf der pojl- 
tiven Seite der x, y ober z befindet, in bemfelben Sinne 
wie bie des Zeigers einer Uhr vor ſich gehen. 

Diefer Annahme gemäß werben wir bei Betrachtungen in einer 
Ebene, wie dies auch in Fig. A ſchon ber Fall war, wenn die Coor⸗ 
binaten mit x und y bezeichnet werben, bie pofitiven y wie gewöhnlid 
nach Oben, bie pofitiven x abes nach der linken Seite gerichtet annehmen, 
gerade fo als wenn das Auge des Beſchauers fich in der pofitiven Achſe 
ber z befindet. Ebenſo fol auch die pofitive Seite. der Polarachfe nad 
der Linken gerichtet fein, und von da an ber Winkel w, den ber Fahr⸗ 
ftrahl r mit jener Achfe einfchließt, gemefien werden. Im Raume dagegen 
bleibt die Lage der Coordinatenachfen wie fie gewöhnlich angenommen 
wird, die pofitiven x nach der Rechten, bie y gegen den Betrachtenden 
und die z nach Oben gerichtet; die Bewegung ift Demnach pofitio, wenn 
fie von der pofitiven Achfe der x gegen Die der y, oder von Diefer gegen 
die der z, ober endlich von dieſer gegen diejenige der x gerichtet ift. 

Set num zuerft ein rechtwinfliges Achfenpaar in einer Ebene gegeben, 
und die Umwandlungsformeln für den Uebergang zu einem andern in der⸗ 
felben Ebene zu beftimmen. Bezeichnen wir die Coordinaten eines Punkte 
biefer Ebene in Bezug auf bie erften mit x, y, in Bezug auf die legten 
mit x, Y, und ben Winkel, den die pofitive Achfe der x mit derjenigen 
der x einfchließt, mit w, indem wir dabei vorausfehen, daß biefer 
Mintel poftio tft, wenn man bie gegebenen Achfen in pofitivem Sinne 
drehen muß, um fie in die Lage ber neuen Achfen zu bringen, fo haben 
wir die befannten Ummandlungsgleichungen ber alten Coordinaten in 
bie neuen: 

x—=X WSW—Y 8in® . 
y=yYoso-+txsiuw 
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und umgekehrt die Werthe der letztern durch bie erften ausgebrüdt: 

 X=X008W- Ysinw 

Yy=y cos W — X Sin w 

welche aus ben vorhergehenden Gleichungen entweder durch Elimination 

oder einfacher durch Vertauſchung der Coordinaten und den- Zeichenwechiel 

des Winkel! wo, da in diefem Falle die Bewegung von ben neuen zu 

ben alten Achfen ftattfindet und demnach negativ iſt, erhalten werben 
fonnen Ä 


I 


Dieſe Formeln follen nun dazu dienen, die Ausdrüde für die Um— 
wandlung der Coordinaten im Raume abzuleiten, indem wir biefelbe auf 
drei Umwandlungen in einer Cbene zurüdführen. — 

Die Lage, welche das neue Syftem erhalten foll, wird offenbar am 
einfachften dadurch beftimmt, daß man zuerft die Lage von einer ber 
neuen Achten, 3. B. von ber Achſe der 2’ durch. die den Polarcoordi— 
naten entfprechenden Winkel w und 9 in Bezug auf das gegebene 
Syſtem feftftellt, wobei 9 den Winkel zwiſchen den pofitinen Achfen der 
ı und der z’, und w den Winkel zwifchen der Ebene des Winkels 9 
und der Ebene der xz oder zwiſchen dev Projection ber Achſe ber 2’ in 
der Ebene der xy und ber Achfe der x bedeutet, und dann noch den 
Winkel 2, beftimmt, welchen die neue Achfe der y’ mit ber Durchfchnitts- 
linie der Ebenen der xy und ber x’y’ einfchließt, oder ben die Ebene 
der mit der Ebene des Winfeld I, in der bie Achfen ber z und 
der 2’ Tiegen, bildet, 

Seien demnach AX, AY, AZ, Big. 7, die Achſen der pofitiven 
x, yund z, AZ die Achſe der pofitiven 2’, alſo Winkel ZAZ’ — $, 
AX, die Projection von AZ’ in der Ebene ber xy, und demnach Winkel 
XAX, — m. Denkt man fi nun das gegebene Syſtem um bie Achſe 
der gedreht bis die Achſe AX im die Richtung AX, gefommen iſt, 
alfo um den Winkel w, und bezeichnet die Goordinaten eines Punktes 
In Bezug auf dieſe Achfen mit x, Ya, 22, fo bat man nach dem Vor- 
bergehenden die Beziehungen : 

x=X 008 W — Yp Sin w 
y=x sinw--Yy 0080 
. 2.= Zq . 
Dieſes zweite Syſtem drehen wir nun um die Achfe AY, der ya, bie 
de Achfe AZ die Richtung AZ’ einnimmt, d. h. um den Winkel 9; 
% entitcht Daraus ein drittes Syſtem ber x,, Yı, 24, durch welches bie 
he der vorhergehenden Goordinaten x,, Ya, 22 mittels ähnlicher 
3% 


— 


Gleichungen wie vorher ausgedruͤckt werden, indem man beachtet, daß 
nun Die yz unverändert bleiben, und ſich die x, und z, andern. Dieſe 
Gleichungen find daher: 


“= xX0089-- z sin} 
„= J | 
4 = —x sad + z, cos9 


Endlich dreht man zum brittenmal dieſes Syftem um bie Achſe AZ’ 
bi8 die Chene ZAX, ber pofitiven x, z, in die Lage ZAX’, welche 
bas neue Syftem einnehmen foll, gekommen tft, mithin um den Winkel 
w ober X,AX’. Es bleiben bei diefer Bewegung wieder bie z, unver- 
Andert und man erhält 


yxr cos u — y’ siny 
y=xsiny- y oosy | 
2, =ı 


als bie Beziehungen zwiſchen den vorhergehenden Goorbinaten x, , Yı, 2 
und den gefuchten x’, y’, z’ 


Ale diefe Bewegungen find in ber Figur in bem oben angenom⸗ 
. menen Sinne gezeichnet und demnach die Winkel w, 9, ı, als pofitive 
anzufehen, und man wird leicht einfehen, daß es, um alle möglichen 
Lagen des neuen Syſtems zu umfafen, nothmwendig iſt und genügt, 
wenn die Winkel w und av zwifchen den Grenzen O und 2 7, ber 
Winkel 9 dagegen zwifchen O und 7 genommen wird, 


Eliminirt man nun Aus ben vorhergehenden Gleichungen zuerft bie 
Coordinaten xy , Ya, Zu , fo findet man zwiſchen ben Coordinaten 
X, y ;, 2 und X N Yı N 24 die Beziehungen: 


xx 00850 608$ — Y, sinw-+-2, cosw sin$ ° 
y=x sinwcos$-- y, cosw--z, sinw sind y 


2 — — x, sn) -+-z, cos} 


die dazu dienen können, von bem Syſtem der x, Y, 3 zu einem Syſtem 
der.X, 5 Yy, 24 Überzugehen, in welchem die Achſe der pofitiven =, durch 
bie Winkel wo und 9 beftimmt ift, bie Achſe ber y, aber noch in der 
Ebene ber xy liegt. Werden dann auch noch die x, , Yy , 2, eliminirt, 
ſo findet man bie gefuchten Beziehungen: 
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x = x (008 w c08 cos I — sin Sin ıy) 
— Y (008 o sin cos ð + sinw cos v) 
+7 coswsin}, 

y= x (sino cos 3) cos 9 + 008 w sinyy) 
— Y (sinw Sin cos I — 008 @ cos ) 
+ zsino sin}, 

2 = —x sind cos ⸗ 
+ Y sind sin 
470089, 

weiche Die Werthe der uriprünglichen Goordinaten eines Punktes durch 


die auf die neuen Achſen bezogenen erfeben. 
Umgekehrt hat man au 


= X, c0su--y, siay | x =X 008 I— zu sin} | 
I I | 


Y=—x siny-+ y cos Yı=Ya 
i=- z zı = 24 0089 + x sind 
und zuletzt | 
g= X0080-+ ysinw 
Y»Y=-xsino-yc05sw 
4 2 





Durch Glimination ber Unbelannten x,, Yy, 2 und X, Ya, 2 
werden Daraus bie Gleichungen zur Umwandlung der neuen Goorbinnten 
in die frühern erhalten, nämlich: 
x— x (cos cos w 008 9 — sin ıy sin w) 
+ Y (cosY ain cos I — sind) 008 W) 
— 2051) sin) , 
Y= -—x(siny 008@ 008.34 —- c081/ sin) 
N + y (cosıy cos w — siny sin@ cos 9) 
+zsnysind, 
r x cos sin} 
+ y sino sin} 
420089, 
und man flieht, daß biefe Gleichungen aus den obigen Werthen der 
dinaten x, y, z durch bloße gegenfeitige Vertauſchung ber Coor⸗ 
dinaten und der Winkel w und ıy, von denen ber zweite in Bezug auf 


die Achfe der 2’, was ber erfte in Bezug auf bie ber z if, und durch 
den Zeichenwechfel aller Sinus hervorgehen. _ 


6. 23. 

Die vorhergehenden Umwandlungsgleichungen enthalten nur bie 
nothwendigen und von einander ganz unabhängigen Winkel w, 9 und 
vw, fie find aber nicht fymmetriich in Bezug auf bie drei Coordinaten 
eines Syſtems, und es ift in vielen Fällen, wo es ſich blos um all- 
gemeine Formen handelt, wünfchenswerth, folche ſymmetriſche Formeln zu 
befiten. Diefe ſymmetriſchen Gleichungen werden offenbar erhalten, wenn 
man ftatt der obigen diejenigen Winkel einführt, welche jede der neuen 
Achfen mit jeder der drei gegebenen einfchließt; dadurch erhält man aber 
auch neun zu beſtimmende Größen ftatt drei, und es geht daraus hervor, 
daß dieſe nicht alle willkürlich fein können, fondern durch Bebingungs- 
gleichungen in Abhängigkeit von einander ftehen müſſen. fi 

Es ift mittel der Lehrfäte der Iphärtichen Trigonometrie und der 
Fig. 7 leicht nachzuweiſen, daß die Coeffizienten von x’, y’, z’ in ben 
Werthen der Coordinaten x, y, z die Coſinus der Winkel ausdrücken, 
welche die pofitiven Achfen der x’, y’, z’ mit jenen ber x, y und z ein- 
ſchließen. So gibt das rechtwinklige fphärtfche Dreieck XX,Z’, deffen 
Seiten der Reihe nah w, yn— 9 und 7 ſind, wenn man den 
Winkel zwiſchen ber pofitiven Achſe der 2 und derjenigen ber x durch 


Pi bezeichnet, 


cos — sin 9 cos w ; 


das Dreieck X VV, enthält die drei Seiten rk, Y, o=YY, und 


5 rn— X. Ya, und die zwei lehtern bilden ben Wintel I—X,AX, 


unter fich, woraus folgt 


008 Yr — 008 W sin) + Sin COS) cos). 


Das Dreieck Y'YY,, deffen Seiten YY, = w, Y,Y'=y den Winfel 


7 — 3 einfchließen, welcher ber Seite YY’ — vY gegenüberliegt, gibt 
ebenjo ' . 


cos yY = 005W cos W — sin w Siny cos} . 


Endlich fei noch das Dreieck ZYX, genannt, deflen Selten X, Y oder 
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Fra md 7 ——S einen rechten Winkel einſchießen; 
man zieht daraus 


cos — sin co Sin) , 


u. ſ. f. Mittels der drei letzten Gleichungen ergibt ſich dann z. B. der 
Werth von y in der Form: 


y=x cos yrtyesyy-t 2 cos Y7, 


und ähnliche ſymmetriſche Formen werben auch die Werthe von x und z 
aunnehmen. 

Es ift aber einfacher. und eleganter, dieſe ſymmetriſchen Umwand⸗ 
Iungsgleichungen unmittelbar mitteld des Lehrfahes der Polygonometrie: 
Die Projection einer Seite eines Vieles auf irgend eine 
Gerade ift gleich Der Summe ber Brofertionen aller übri- 
gen Seiten auf dieſelbe Gerade, abzuleiten. 

Sind demnach AX, AY, AZ, Big. 8, die urfprünglichen pofitiven 
Achfen der x, y, z und AX’, AY’, AZ’ die neuen Achfen ber x’, y’, z, 
M ein Punkt im Raume, m deſſen Projection in der Ebene der xy, m’ 
die in der Ebene berx’y', alfo AP=x, Pm=y, Mm —z, AP’ —=x, 
Pm’'—=y, mM=7, ſo ift ber Fahrſtrahl AM offenbar die gemein- 
fchaftliche Seite der beiden nicht ebenen Bierefe APmM und AP’m’M, 
und man findet demnach und zufolge bes vorhergenannten Lehrſatzes, da 
die PBrojection von AM auf die Achſe AX gleih AP=x tft, und bie 
Winkel, welche die Seiten AP’, P’m’ und m’M mit bderfelben Achſe 
einfchließen, die nämlichen find wie diefenigen, weiche von dieſer Achfe 
AX mit den Achſen AX’, AY’ und AZ’ gebildet werben, zuerft 


xı—x’ Ar -Ly osxyP tz 008x2 ; 


und dann umgekehrt, indem man die Projection AP’—x’ von AM auf 
die Achfe AX’ mit den Projertionen der Seiten AP, Pm und mM auf 
diefelbe Gerade vergleicht, 


nn 
x—=xcosxYx-Ly cos y-t zeosxz . 


Entfprechende Formen werden auch die Ausdrüde für y und Y, 
z und z’ erhalten, je nachdem bie erftern in die letztern oder umgekehrt 
diefe in jene verwandelt werden follen; man hat alfo zur Umwandlung 
ver x, y,zinz, y, 2 bie Öleihungen: 





40 


xx eos + yeosıy + z cos 
y—xcosyr ty cos 4 cosy 
2 —x coszX + Ycozy + cos 
oder in einfacherer Form: 
x—ax-+tay-+rar 
y=bx+tby-+b'r | ; 
z=c"+cy+c7z 
worin die Coſinus der Winkel, welche die neue Achſe ber x’ mit ben 
gegebenen Achien der x, y, z einfchließt, durch a, b, c, die der Winkel 
zwifchen der Achſe der y’ und denfelben Achien mit a’, b’, c’, und bie 
entfprechenden Functionen für die Achfe der 2 durch a’, b’, c” bezeichnet 
find, Man hat demnach als Bebingungsgleichungen, daß das urjprüng- 
liche Syſtem ein rechtwinfliges tft, nach 6. 12.: 
2 +2 +0 —=1 
ab ı02 —1 | 
a2 2103 —1 
und als Bedingung, daß auch die neuen Achſen je zwei einen rechten 
Winkel bilden, nach 6. 19, die Gleichungen: 
a +bV +00 =0 
aa + bb" + cc =0 | ; 
aa +bb’ + cl —= 0 
Es ‚geht daraus hervor, daß die neun Goeffizienten der obigen Um— 
wandlungsgleichungen durch ſechs Bebingungsgleichungen in Abhängigtett 
von einander ftehen, und demnach nur drei derſelben willfürlich find, Daß 
ſich aber felbft dieſe drei nicht auf biefelbe Achſe beziehen dürfen und 
deßhalb weder mit demfelben Buchſtaben noch mit gleichen Accenten be- 
zeichnet fein bürfen, fo daß nur bie Glieder einer der nathfolgenden 
Combinationen gleichzeitig willkürlich genommen werden Tonnen: 


a R b , e" 
a. , € 

a 5, b _, c” 

a, bb ,„ j 
bb 5, de 

" nm bb , ee 
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Will man umgekehrt von ben Gosrbiuaten x’, y’, 2 zu den x, y, 2 
zurückkehren, fo werben bie- Umwandlungsgleichungen: 
x —=axr +by +ez 
Y=ax + by + cz | 
2 =exı+b’y+ cz 
bei welchen dann folgende Bebingungsgleichungen eintreten: 
a1 a24 a2 —1 ab +ac +bce =0 
®+b2 + "2 —1 | ‚ab tad ae“ 0 | ; 
+02 + c"?—=1 ab’ +’ +" —= 0 
die im Grunde mit den vorhergehenden gleichbedeutend find. 
Bergleichen wir endlich noch die beiden Arten von Ummandlungs- 


gleihungen ber x, y, z in die x’, y’, 2’ mit einander, fo erhalten mir 
folgende Tabelle: 


a = 0050 vosıy cos F — sinw@ Sin!) , 
a = — 6050 Siny cos I — Sinw WS WW , 
= cosw5ind, 

b= sinw cos cos I+008w sin , 
b’ =— sin @ siny 008 $ + 005w cosy , 
b’= suwsin}, 

e =— cv), . 

e'= sinysindy, 

= cos} 


und finden Daraus bie einfachen Beziehungen: 


_b __e I —e 
lang = u. an y=— 7 Sy ⸗ 


wwiſchen dem unter ſich unabhängigen Winkeln co, ı und 3 und ben 
Winkeln, welche von ben neuen Achfen mit ben gegebenen eingefchloffen 
Werden, . . 
$. 24. | 
Die Richtung der Bewegung eines materielten. Punktes iſt in jedem 
Augenblicke diefelbe, wie die ber Tangente an feiner Bahn in dem Orte, 
ben er gerade einnimmt oder deſſen Goordinaten x, y, z find. — Die 
Lage diefer Geraden hängt offenbar von dem Gefege ab, nach dem bie 
ber Bahncurve auf einander folgen, und kann befhalb 
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nicht unmittelbar durch die Gleichungen biefer Eurve beſtimmt werben, 
da biefe nur die Verhältniffe angeben, in welchen die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der Curve zu einanderfichen. Man muß aljo zuerft 
unterfuchen,, wie fich dieſe Verhältniffe ändern, wenn man von jenem 
Punkte der Curve aus auf dieſer fortgeht, oder genauer ausgebrüdt, man 
muß zuerft aus ben Gleichungen der Eurve das Geſetz oder den Ausdruck 
ihrer Stetigkeit ableiten, nämlich das Geſetz, nach welchem ſich 
die Verhältniſſe zwiſchen den Coordinaten in einem be— 
liebigen Punkte der Curve zuändernanfangen, zu ändern 
im Begriffe ſind. Denn man darf ſich nicht blos vorſtellen, daß 
dieſe Aenderung der Coordinaten oder ihrer Verhaͤltniſſe zwiſchen zwei 
Punkten ſtattfindet oder ſtattgefunden hat, man muß ſich vielmehr mit 
dem Gedanken vertraut machen, daß dieſe Aenderung ſtetig, ununter- 
brochen fortgeht, daß alfo die Coordinaten und ihre Verhältniffe in 
jedem Punkte in der Aenderung begriffen find und zwar 
nach einem beitimmten Geſetze, welches durch die Geftalt der Curve und 
ihre Lage gegen die Coordinatenachfen bedingt tft und welches demnach 
ber Ausdrud ihrer Stetigkeit und zwar ihrer befondern 
Art von Stetigkeit fein wird. 

Das Bedürfniß, die Stetigfeit der Curven und der Bewegungen 
analyttfch auszubrüden oder in bie Rechnung einzuführen, um ihre 
Gigenfchaften allgemein unterfuchen und darftellen zu können, war bie 
nächte Veranlaſſung zur Erfindung‘ der Differential= und Integral— 
Rechnung, welche man dieſem ihrem Zwecke am entfprechendften zuſam⸗ 
men mit dem Namen: Stetigfeitsrechnung bezeichnen würde, und 
ih nehme hievon Veranlafiung, hier einige Betrachtungen über dieſe 
Rechnung, melche der Natur der Sache nah das einzige wiſſen— 
fhaftlihe und fihere Hülfsmittel für bie Darftellung 
und Erweiterung der Mechanitk ift, anzureihen, theild um zu 
zeigen, wienatürlich, einfach und Flar fich Die genannte Rechnung 
von unferm obigen Gefichtöpunfte aus barftellt, theils um einige all- 
gemeine Eigenfchaften der Curven und Flächen abzuleiten, deren Kenntniß 
uns in der Zolge nöthig fein wird, Aus diefem Grunde und um ber 
Vorftellung des Leferd in Betreff der ftetigen Größen, mit benen wir 
e8 bier zu thun haben, immer eine beftimmte Richtung zu geben, werden 
ſich diefe Betrachtungen firenge innerhalb ber geometriſchen Anwendung 
halten. 


$. 25. 


Selen zuerft Ä | 
‚y=h(l), s=&(x) 
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die Gleichungen einer Curve in Bezug auf ein rechtwinkliges Coordinaten⸗ 
ſyſtem oder Die Ausdrücke für die Verhältniſſe zwiſchen den Coordinaten 
X, Y, z irgend eines beliebigen Punktes M bderfelben. Geht man nun 
von diefem Punkte zu einem folgenden M’ weiter, deſſen Abftand von 
ber Ebene der yz um eine Heine Länge Ax größer, alfo gleih x 1x 
it, fo werben die obigen Gleichungen ähnliche Vergrößernungen: 49 
und 4Iz für die Goordinaten y und z geben; man erhält nämlich bie 
Sleichungen: 
a FAN arED, e+=hat4m, 
Ay=h x+4Ix)—L(x);, dı=tz Gt4A9—h (x) (a. 
und zieht aus den letztern die Verhältnifie: 
Ay_hEC+IND hl) Aı_hR+AN ER) — 
Ax, Ax dx Ax j " 


welche zwifshen den Aenderungen der Goordinaten y und z und der 
Aenderung der x in dem Punkte M’ fkattfinden. ‚Läßt man dann 
dieſe Ießtere Aenderung 4x immer Heiner und zuleht Null werden, 
wodurch man offenbar in den Punft M zurüdfommt, fo werden auch 
die Aenderungen Ay und 42 immer Eleiner und zulebt Null; dabei 
behalten aber die vorhergehenden VBerhältniffe der Aen- 
derungen von y und z zu der vonx immer beftimmte 
Werthe, und ſelbſt dann noch, wenn die Aendberung 4x 
Null geworden, oder wenn man in den Punkt M zurüd- 
gekehrt iſt. | 


Denn man darf fich diefe Aenderungen: /x, Ay, 1z nicht blos. 
als beſtimmte Bergrößerungen ber Beränderlihen x, y, z denken, 
alfo als Größen, welche in dem Punkte M gar nicht eriftiren, ſondern 
man bat biefelben als veränderlide Größen zu betrachten, benen 
belichig viele ftetig In einander übergehende Werthe zufommen 
Tonnen, und die im Punkte M mit einander durch den Werth: Null 
gehen, um, wenn man will, auch negative Werthe anzunehmen, tie 
man fi) bei allen Functionen unter dem Werthe: Null der Veränder- 
lichen immer nur emen Durchgaugs- oder Entftehungswerth, 
nicht ein abfolutes Nichtvorhandenſein vorftellt, Da es fonft gar 
feinen Sinn hätte von dem Werthe einer. ſolchen Yunction zu veden, 
wenn bie Veränberliche Null tft, 3. B. zu fagen, cos O ſei gleich 1, 
weil es für ein abiolutes Nichts weder einen Eofinus noch überhaupt 
eine Function gibt, Wir denken vielmehr, wenn wir von cos O reden, 
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immer an einen Winkel, welcher Null geworben tt, oder welcher eben 
anfängt zu entfliehen, um nach und nach jebe beliebige Größe zu er- 
reichen, und in gleicher Weiſe müffen wir uns unter unjern Aenderungen 
Ax, Ay, Ir Größen vorftellen, welche im Punkte M im Entfichen 
oder im Durchgang durch ben Werth: Null begriffen find, um nad 
und nach in ftetiger Anderung beliebige Werthe anzunehmen. 

Sn der That überzeugt man fich leicht, daß bie obige Ableitung 
ber Werthe von Ay und 42 darauf Yinandgeht, 

x+-Axfürx, y+/yfüry, 2+J4z für: 

in bie Gleichungen der Curve einzuführen, alfo Die Achfen der Coor⸗ 
dinaten parallel zu ihren frühern Richtungen durch den 
Punkt M oder xyz zu legen und Nie Seftalt und Lage der 
Gurve in Bezug auf diefes neue Achſenſyſtem durch die 
Beränderlihen: 41x, Sy, Azmitteldder Gleichungen (a), 
in denen nun x, y, z beftimmte Werthe vorftellen, auszu- 
drücken; bie durch die Gleichungen (b) dargeftellten Verhältniſſe dieſer 
neuen Soordinaten zu einander, werden alſo im Allgemeinen wieder neue 
Veränderliche fein, welche fich ebenfo ftetig ändern, wie die Veränber- 
lichen Ax, Ay, Az feldft, welche daher auch wie in jedem andern 
Punkte M’ ber Eurve, fo auch im Anfangspuntte M, oder wie für 
jeben andern Werth der Veräriderlichen 4x, fo auch für den Werth: Null 
derfelben, einen beftimmten Werth haben, obgleich fie, wie es bet fo 
vielen andern analytiichen Functionen für befondere Werthe ihrer Ber- 
anderlichen der Fall ift, für dieſen Werth von x unter der unbeftinmten 


Form: 5 erjeheinen. Denn gemäß ber Bebingung, daß Die Function: 


f(x+4x) — f(x) mit 4x Null werden. muß, Tann man fich dieſelbe 
immer unter der Form: 
‚Axf(x+odx), 


worin a irgend eine Verhältnißzahl bedeutet, vorftellen, welches auch die 
befannten oder nicht befannten Umwandlungen fein mögen, durch die man 
jene Function auf diefe Form bringen kann; das Verhältniß : 


R f(x + 4x) — f(x) 
Ax 
fommt demnach auf ben einfacheren Ausdruck: 
f («+eAx) 


zurück und nimmt für Ax—0 den beftimmien Werih (x) an. 
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Nach dieſer durchaus klaren, beſtimmten und ſtreuge mathematiſchen 
Vorſtellungsweiſe wird es denn auch einleuchten, daß es durchaus un- 
nöthig und ſelbſt unrichtig iſt, ſich dieſe Aenderungen im Punkte M 
als unendlich kleine Groößen zu denken, ebenſo wenig, als man ſich, 
um das vorige Beiſpiel noch einmal anzuführen, bei cos O—1 ben 
Winkel O als einen unendlich Heinen denkt und fich vorftellt, die Pro- 
jection einer begrenzten Geraden auf eine gegebene Richtung werbe biefer 
Geraden ſelbſt gleich, wenn ber Winkel zwiſchen beiden unendlich 
tlein geworben ſei; denn biefe Gleichheit. tritt nur vollfommen ein, 
wenn der Winkel Scharf Null geworben, wenn die Gerade mit jener 
Richtung ganz und gar zufammengefallen iſt *). Ebenſo fieht man ein, 
daß auch die Benennung: Grenzen, womit man den Werth: Null 
von 1x und bie entipreigenden Werthe der Verhältniſſe (b) bezeichnet, 
anf einer unklaren, um nicht-zu fagen unrichtigen Anficht beruht. 
Ich werde deßhalb diefe dem Punkte M; dem Anfangspunkte ber 
Beränderlichen Ax, AY, Iz entſprechenden Werthe künftig Entfteh- 
ungs= oder Anfangswertbe nennen, und fie durch die Bezeichnung: 


.Iy __ f; (x<+4x) — 1, (x) 
Anl: A Zn 
‚I _ yr$@t+I9 - R(x) 
Anf: vᷓc æ Anfı I, 


andeuten, wenn fie noch unentwickelt gedacht find. Die entwickelten Werthe, 
welche nach den Regeln der Differentinlrechnung daraus abgeleitet wer⸗ 
en und welche im Allgemeinen noch Functionen von x find; ſtellt man. 
urch 
d ‚„ d ‚ 
| neth@)=ry zehe)=a 


vor, und hat fie Differentialquotiente und abgeleitete Func— 
tionen genannt; bie Bezeichnungen dx, dy; dz heißen dann Diffe— 





*) Man wird. die obige Vorſtellung von ben Aenderungen Ax, elo. und ihren, 
Berhültniffen Leicht auch auf andere analytifche Functionen übertragen, denen 
feine befondere Bedeutung zufommt, und fo ven unbeflimmten Begriff des 
Unenplichs Kleinen, welches im runde nur ein dehnbares Null 
iſt und das nicht nur der firengen mathematifchen Form Eintrag thut, indem 
dadurch alle Geſetze der hoͤhern Mathematit als blos angenähert richtige 
erſcheinen, fondern andy vielfach falſche Vorflellungen und ‚Egal veratts 
laßt, ans ber Mathematik gänzlich verbaunen. 


rentiale von x, y, z; find aber bloße Kormarößen, für welche, wenn 
fie einzeln betrachtet werden, kein beftimmter Werth denkbar tft, inbem 
fie diefen nur erhalten, wenn fie in der Form eines Bruches oder Quo— 
tienten erjcheinen, unter welchen fie eine ſehr bequeme abgefürzte Bezeich- _ 
nung einer beitimmten abgeleiteten Function ber im Nenner ſtehenden 
DVeränderlichen vorftellen, während bie im Zähler aufgeführte Beränder- 
liche die entfprechende urfprüngliche Function vertritt oder eine Große 
vorjtellt, deren Werth durch diefe leßtere ausgedrückt wird. 

Dieſe beitimmten Werthe nun, welche die Berhältnifie ber Größen 
Ayund Ax, Jı und Ax im Punkte M, wo biefe Größen felbft im 
Durchgang durch den Werth: Null ober im Entftehen begriffen find, 
annehmen, bie alfo ausdrücken, in welchem Berhältniffe die Größen 
Ay und 42 mit der Größe Ax entfliehen, ober in weldhem Ver— 
hältniffe fich Die Goordimaten yund z mit der x ändern 
wollen, diefe Aenderungsgeſetze der abhängigen Ber- 
änderlihen y und z in Bezug auf die unabhängig oder 
willkürlich veränderlide Größe x find es offenbar, welche den 
oben angebeuteten Ausdruck der Stetigkeit der betreffenden Curve dar⸗ 
ftellen, und fowohl im Allgemeinen, als befonders in bem Punkte M, 
in dem Punkte, deffen Coordinaten x, y, z find, den Lauf, die Rich- 
tung oder Wendung ber Curve Tennzeichnen. 

Zuerft läßt fich daraus Im Allgemeinen erkennen, ob eine Curve 
fi) von den Ebenen der xz und xy entfernt, wenn man auf ihr im. 
Sinne der pofitiven x fortgeht, oder ob fie fich Diefen Ebenen nähert. 
Das erftere wird flaktfinden, wenn die y und z mit x zugleich wachfen, 
alfo wenn die Aenderungsgeſetze: 

d . 
SI=-nW, Z=n® 
positiv find; das Iehtere dagegen, wenn y und x für ein, wachſendes 
x abnehmen, d. h. wenn dieſe abgeleiteten Functionen negativ werben. 


Findet man demnach für ni in zwet verſchiedenen Punkten einer Curve 


in dem einen einen pofitiven, in dem andern einen negativen Werth, fo. muß 
diefe Function in einem bazwifchenliegenden Punkte ben Werth: 0 ober ® 
gehabt haben, und es iſt leicht zu ſehen, daß im eriten Falle, wo m 


. . x 
den Werth: O hat, die Ordinate y in dem entfprechenden Punkte weder 
im Zu= noch im Abnehmen begriffen iſt und daſalbſt einen größten 
oder Fleinften Werth erreicht hat, nämlich einen groͤßern ober Fleinern, 
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als in ben gprhergehenden oder nachfolgenden Punkten, waͤhrend im 
zweiten Falle, mo T- co ift, gerabe y in ber ftärkften Aenderung 
begriffen ift, und x fein Beftreben zur Aenderung zeigt und demnach 
einen Srenzwerth beſitzt, wenn nicht y v durch den Werth: oo geht. 


: Null oder 


Unendlich erhalten, ohne daß ein Bee für die vorhergehenden 
md nachfolgenden Punkte eintritt; dann find bie entfprechenden Werthe 
von y und z oder vog x nicht mehr grüße‘ oder kleinſte Werthe, aber 
man erfennt daraus. bag die Curve in dieſem Punkte eine W enbung 
macht, 


So wird man 3. B. bei ber ebenen Curve Fig. 9 von a bis b 
und von d bis o den Werth son ST pofitio, von b BIS o ober vom 


a bis d negativ, in b umd d gleich Null, in aund c unendlich finden, 
md demnach für y in b und d, und da y nicht unendlich wird, für x 
in a und c Grenzwerthe erhalten. Bei ber ebenen Gurve Fig. 10 da⸗ 


gegen wird man in a ebenfalls ni — 0, nb= © finden, ohne 
daß Grenzwerthe für y ober x vorhanden find, da ſich bie Curve in bei⸗ 
den Punkten von den Achfen ber x und y gleichzeitig entfernt, alfo je 
Immer poſitiv bleibt *). 





S. 26. 


Bergleichen wir ferner den Lauf zweier Curven ML und ML’, Fig. 11 
und 12, welche in berfelben Ebene liegen und von demſelben Punfte M 
ausgehen, fo werben bie Vergrößerungen mN oder 4y und mN’ oder 
Ay, der gemeinfehaftlichen Ordinate PM ober y, welche demſelben 
feinen Zuwachs Pp —.Ax ber Abſciſſe AP oder x entfprechen und 
demnach auch die Verhältniſſe: | 


Ay, Ay. 
Ax’ 4Ax 








— — — 


) Bei allen dieſen Betrachtungen If es am einfachſten, das Coordinatenſyflem 
fo zu wählen, daß der betreffende Puukt der Eurve auf die poſitive Seite ber 
Achſen zu liegen kommt. oo 


—— 


für die beiden Curven verſchieden fein. Es wird alſo der Unterſchied 
dieſer Verhaͤltniſſe oder die Differenz: 


Ay, _ 4X 
Ax Ax 


im Allgemeinen einen pofltiven oder negativen Werth erhaften. Geht 
man nun zu dem Anfangswerth biefer Differenz, melcher bekanntlich 
dem Unterſchiede der Entftehungswerthe der beiden Verhältniffe gleich tft, 
und findet auch für diefe noch einen von Null verfchiedenen Werth, fo 
{ft Daraus zu ſchließen, daß die beiden Curven ſchon im Punkte M ver- 
jhiedene Gefege in ber Aenderung der Goorbinaten befolgen, alſo von 
diefem Punkte aus in verſchiedenen Richtungen auseinandergeben, d. h. 





ſich in M fchneiden. Fig. 11. Erhält man dagegen Null als An 


fangswerth der obigen Differenz, fo find die Gefege ber Coordinaten⸗ 
Anderung für beide Curven in bem Punkte M gleich, die Curven haben 
alfo in dieſem Punkte diefelbe Richtung, denfelben Zug und berühren 
fih. Fig. 12. Im erften Falle, wo ſich die Curven fohneiden, wird 
die obige Differenz, immer basfelbe Zeichen behalten, ob man 4x poſitiv 
ober negakto nimmt, wie man fich leicht überzeugen kanuz; im zweiten 
alle kann dies auch ftattfinden und die beiden Curven werden ſich dann 
ſchneiden und berühren; in den Fällen jedoch, welche am häufig- 
ften vorkommen, ändert jene Differenz das Zeichen, inben fie durch den 
Werth Null geht, und es findet dann nur Berührung zwiſchen den 
beiden Curven ſtatt. 


Sind nach dieſem 
=F(i1), y=f@) - 
die Gleichungen der beiden Curven, und 
dy, _g dy — 
dx F (x), dx = f(x) 


beren Aenderungsgeſetze oder abgeleitete Functionen, jo erhält man zuerft 
als Bedingung, daß fie einen Punkt gemeinfchaftlich haben, deſſen Ab- 


ſciſſe x=x,=a iſt:. 
F(a)=f(a), . 
und dann als Bedingung, baß fie ſich dort berühren: 


.r Sr. _ Iy\ _dn _dyY _ — — 
Auf: (Zr =. m = F@o)-r@W)=0, 


worin F(a) den Werth der Function F(x,), F.(a) den ber Function 
F’ (x,) bezeichnet, wenn darin x, glei) a gefegt wird, und f(a), f(a) 
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bie ben Functionen f(x) und F(x) für x—=a zukommenden Werthe 
vorftellen. 

Aehnliche Schlüffe laſſen fi auch bei den Euren im Raume 
ziehen, und es tft Teicht zu fehen, daß man bier zwei Bedingungen für 
die Berührung erhalten wird, nämlich die, daß die Geſetze ber Coordi— 
natenänderung fowohl für die y ale für die z bei beiden Gurven in bem 
gemeinfchaftlichen — dieſelben ſind, daß man alſo hat: 


* __dı 








A, __ — 
Anf: ( —(0, Anf: = 0. 
Wenn demnach die 4 Curven durch die —— ; 
Y, =F (x,) | y- f, (x) 
„=n@) | "" la=n0) 


gegeben find, fo erhält man für ben gemeinfchaftlichen Punkt M, beffen 
Abſciſſe x — x, a fell, 


FR(aJ=f(a), FRlaJ=R(a) 
und für den Fall, daß zwilchen beiden Curven Berührung ftattfindet, 
die Gleichungen: 


dy, dy J ._ — 
dx 1% Fila) n=0| 


dz, de _ — 
dd Fıla) = 0| 
weiche umgekehrt auch als nothwendige und genügende Bedingungen für 
die Berührung beider Surven in bem gemeinfchaftlichen Punkte M gelten 
werden. 

Nehmen wir 3. B. bie gerade Linie als eine ber beiden Curven, 
während die Form der andern unbeſtimmt bleiben mag, bezeichnen wir 
bie laufenden Coorbinaten für bie erftere mit x,, y,, z,, für die letztere 
mit x, y, z, und laffen jene, die Gerade, durch einen unbeftinmien 
Punkt M der zweiten gehen, deffen Goorbinaten mithin ebenfalls x, y, 2 
fein werben, fo werden die Gleichungen biefer Linien die Formen erhalten: 


G. - M) wol=(@&,—x) asm y=f(x) 
(z,—'z) cosl = (x,— x) cosn ’ z=f(x) 
worin I, m, n die Winkel bezeichnen, welche die Gerade mit den brei 
Goordinatenadhfen bildet, - Die Gleichungen diefer Geraden geben dann 
die Aenderungsgeſetze: 
Decher, Handbuch ver Mechanik I. A 


und bie obigen Bedingungen für Die Berührung in dem unbeſtimmten 
Bunfte M werden 
de 
Berbindet man diefe beiden Gleichungen mit der bekannten: 

cos?] 4 cos?m + cos?n =1, 
’ vohen fi) daraus die Werthe von cosl, cosm, cosn ziehen; man 
ndet 


dz 
= f,(x) = ix . 


cos 1 = ö——— ⸗ ⸗ U = * 
DET 
:V 142 4 1x 
4 
cosm = — U day _dy 


— —⸗ dx ds? 
VG +(%) 
Ä dz 
— — 
dy dz\2 
+ 142) +() 
wo s die Länge des Bogens der Curve zivifchen einem Teften Punkte C- 
und dem Berührungspunfte M bezeichnet; Diefelbe ift npfhiwendig eine 
Function dev Goordinaten x, y, z biefes Punktes ober auch eine Function 
der Veränderlichen x allein, wenn man bie beiden andern durch bie 


lestere ausdrüdt, und man findet allgemein als Aenderungsgeſetz Diefer 
Function den Ausdruck: 


; dy\2 "dzN\? 1 
+ 4 —_ — J = — 
+)/14+(4) +(& U’ 
welcher bei der Lehre vom Schwerpunkte ftreng abgeleitet werben fol. 
In den obigen Werthen von cosl, cosm, cosn tritt jedoch s als un⸗ 


abhängige Beränderliche auf, und bie x, y, z find ald Functionen von 5 
zu betrachten. 


cos n — 
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Durch dieſe Werthe find alfo die drei Winkel 1, m, n beftlmmt, 
welche Die Tangente au der Curve ober bie Richtung ber Bewegung 
eines materiellen Punktes in irgend einem Orte diefer Curve mit den 
drei Coordinatenachſen bildet. Die Gleichungen diefer Tangente 
oder ber Richtung der Bewegung ergeben ſich übrigens ohne jene Werthe 
unmittelbar aus ben Bedingungsgleichungen der Verü hrung ‚ indem man 
ng n cosm <cosn =, F 
für die Verhältniſſe —5 die entſprechenden ¶ ſubſtituirt; 


dieſe Gleichungen ſind alſo: 


Will man endlich noch aus ihnen die Gleichung der Normal— 
Ebene der Curve in dem pint. Mableiten, ſo ai man nad) 6. 18 


xt» "409% 0, 


worin X, y’, z’ bie laufenden Gobinte —8 Synmeimher wird 
dieſe Gleichung mit den obigen Werthen von cosl, cosm, cosn; fie 
nimmt dadurch die Form an: 


o, 
wmter weicher wir fie künftig anwenden werben. 


g. 27. 


Das bisher in Betrachtung gezogene Geſetz ber Coordinatenände— 
rung in dem Punkte xyz drückt aber bie befondere Art der Stetigfeit 
einer Curve noch nicht volftändig aus, es gibt gleichfam nur den 
Umriß oder Grundzug berfelben. Denn es ift oben angedeutet worden, 
daß die abgeleiteten Functionen im Allgemeinen felbft wieder Functionen 
der Veränderlichen x find, woraus nothmendig folgt, daß das Geſetz 
ber Eoordinatenänderung felbft wieder mit dem Werthe von x, alfo 
von einem Punkte ber Curve zum andern, ein anderes wird. Diele 
Aenderung geht aber ebenfo fletig vor fich, wie die Aenderung ber Coor⸗ 
dinaten, und ber Ausdruck diefer Veränderungen in dem Geſetze ber 
Eosrbinatenänderung oder das zweite Gefek der Goordinaten- 

4* 





52 


Aenderung wird fowohl im Allgemeinen, als in einem beſondern Punkte 
ber Curve bie Art ihrer Stetigkeit näher bezeichnen und demnach bazu 
dienen, ihre Geftalt und Eigenſchaften näher Tennen zu lernen. 

Um biefes zweite Aenderungsgefeg zu erhalten, gehen mir 
wieber von dem Punkte M, deſſen Coordinaten x, y, z find, zu einem 
folgenden M’ auf derfelben Eurve fort, welcher um die kleine Aenderung 
Ax von x weiter von ber Ebene ber yz entfernt ift, und vergleichen 
bie erften Aenderungsgefete in beiden Punkten unter fi und mit der 
Aenderung /x. In dem eriten Punkte haben wir für die Aenderung 
ber Coordinaten die Ausbrüde: 

Ina), E=n0); 
biefe nehmen alfo für den zweiten Punkt, deſſen Conrdinaten x+ 4x, 
y+4y=y,1ı+J42=7 find, bie Formen an: 





Ir, (x-+4x) : D 
und geben die Verhältnifie: 

dy’ dy u 

dx dx „net -n@), \ 
A Cru 

dd da „du 

dx dx dx —_ fa («+4x)—P; ra) 
ax Ax Ax 


Wird nun /x immer Fleiner, fo nähern fich dieſe Verhältniffe wieder 
ihren Anfangswertben, die fie für /x — 0 oder im Punkte M felbft 
wirklich annehmen. Diefe Anfangsmwerthe find im Allgemeinen immer 
noch Functionen von x und werden den vorhergehenden Ausdrüden zu— 
folge, aus den Functionen f, (x), fg(x) ganz in bderfelben Weife 
abgeleitet, wie biefe jelbft aus den urfprünglichen Functionen f, (x), 
f, (x); man nennt fie deßhalb auch zweite abgeleitete Kunctio- 
‚nen, zweite Differential-Quotienten, indem man bie frühern 
von ihnen durch die Benennung: erfte abgeleitete Functionen, 
erfte Differential= Quottienten unterfcheidetz fie werden benn 
auch in entjprechender Weiſe durch 





dy dz 
dx d2y dx. di 
dx gt (x): ax aan a 


ar 


x 
dx ’ 





d2z 
bezeichnet, wobei ſich bie dormen —35 Fer Son ben Kormen 
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— 7 weſentlich darin unterſcheiden, daß in den letztern x nicht noth⸗ 


wendig als ganz unabhängige Veränderliche angeſehen werben muß, 
fondern felbft als Function einer neuen Veränderlichen s oder t, etc. 
genommen werben kann, während in ben erften x nur als willfürliche 
unabhängige Veränderliche auftritt. 

Betrachten wir num dieſe zweite abgeleitete Function zuerſt wieder 
In Bezug auf die Zeichen, fo iſt einleuchtend, daß wenn biefelbe einen 
pofitiven Werth hat, das erfte Aenderungsgeieh im Wachſen begriffen 
it, daß alfo das BVerhältniß, nach welchem bie y oder z mit der x 
wachlen immer größer, ober das Verhältniß, nach welchem jene Ver- 
änderlichen mit ben machfenden x abnehmen, immer Heiner wird; das 
erite Aenderungsgeſetz wird dagegen abnehmen, wenn das zweite einen 
negativen Werth hat, und Feine Aenderung zeigen, wenn biefes Null 
wird. Diefer Iehte Werth findet aber bei ciner geraden Linte, für 


welche Die erſten Aenberungsgefebe 3. 4 unveraänderlich find, in 


allen Punkten flat. Vergleichen wir deßhalb eine gegebene Curve in 
irgend einem ihrer Punkte mit der Geraden, ‚welche fie in bemfelben 
Punkte berührt, fo geht aus bem eben Gefagten hervor, daß fich die 


2 . 
Curve, wenn 3 >Dift, mehr, wenn es < O iſt, weniger als 


die Tangente von der. Ebene der xz entfernen wird, daß fie alſo im erſten 
alle; wie in Fig. 13, dieſer Ebene die gewölbte, convere, im zweiten 
alle, wie in Fig. 14, bie hohle oder concave Seite zuwendet. Daraus 
folgt ferner, daß wenn das zweite Aenderungsgefeb in einem Punkte der 
Eure durch den Werth: Null oder Unendlich geht und babet das Zeichen 
wechielt, die Curve in biefem Punkte eine Wendung macht, wie in 
den Punkten a und b Fig. 15. Auch erhalten wir dadurch ein Meittel 


um enticheiden zu konnen, ob für = —=(, de Ordinate y einen 


größten ober einen Hetnften Werth erhält, oder ob keines von beiden ftatt- 
findet, Es tft nämlich in dieſem Falle die Tangente zur Ebene der xz 
Parallel, und y hat offenbar einen-Eleinften Werth, wenn die Curve diefer 
Ebene die gewölbte Seite zuwendet, ober wenn bas zweite Aenderungs⸗ 
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, 

geſetz 3 einen poſitiven Werth hat; einen größten dagegen, 

wenn die Curve derſelben Ebene die hohle Seite zukehrt und demnach 
2 

der Ausdruck —— negativ iſt. Weder das eine noch das andere 


wird ſtattfinden, wenn die Curve eine Wendung macht, alſo das zweite 
Aenderungsgeſetz mit dem erſten Null wird. In den Fällen, wo das 
erſte Aenderungsgeſetz unendlich wird, wird indeſſen das zweite meiſtens 
auch unendlich, weil dann immer eine Wendung ber Curve ſtattfindet, 
entweder wie in a oder in b Fig. 16. Um alfo von einem folchen 
Punkte nähere Kenntniß zu erhalten, muß man die Goordinaten wechfeln, 
oder x als Function von y nehmen. 

Aus den Erklärungen, bie bereits über das zweite Geſetz der Coor⸗ 
dinatenänderung gegeben wurden, folgt num ferner, Daß zwei Curven, 
welche einen Punkt gemeinſchaftlich haben und in dieſem nicht nur eine 
gleiche Aenderung der Coordinaten zeigen, ſondern auch demſelben Geſetze 
in der Veränderung dieſer Coordinatenänderung folgen, in dieſem Punkte 
eine viel groͤßere Aehnlichkeit in ihrer Geſtalt, oder eine viel größere 
Annäherung zur Congruenz haben müſſen, als dies bei einer einfachen 
Berührung der Fall iſt. Man unterſcheidet deßhalb auch jene ſtaͤrkere 
Annäherung zur Congruenz, jene innigere Berührung der beiden 
Gurven von dieſer einfachen durch die Bezeichnung: Berührung zwei- 
ter Ordnung. 

"Sind demnach wieder 


y=F(x) y=1(x) 
=) | u | = (8) 
die Gleichungen ber beiden Curven, und ift für den gemeinfchaftlichen 


‚Bunt x,=x=a, fo werden nun nicht nur die frühern Bedingungen 
für die Berührung erfter Ordnung: 


F. (a) — (a) Ka)=hla) 
F,(a)=f,(a) F,(a)=f,(a) 
fondern auch noch die folgenden: | 


day, er d2y 
dx One 
d?z 
d 


d?z 
dx? 


Fr) = na) 
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erfüllt werben müffen, damit biefe Curven eine Berührung ber ziveiten 
Ordnung in bem betreffenden Punkte eingehen. 


Für bie gerade Linie tft, wie fohon bemerkt wurde, das zweite 
Aenderungsgeſetz in allen Punkten berfelben Null; eine Gerade kann 
demnach mit einer Curve nur in ſolchen Punkten eine Berührung zweiter 
Ordnung haben, in denen and) für die letztere das zweite Aenderungs- 
gefeh den Werth: Null erhält, alfo nach dem Vorhergehenden nur in 
folchen Punkten, in denen die Curve eine Wendung macht. 


$. 28. 


Nach der Geraden ift bie Kreislinie Diefenige, mit welcher wir am 
beften vertraut find; mir werden defhalb auch die Geftalt einer Eurve 
in einem ihrer Punkte und in deffen Nähe am beften burch Vergleichung 
derfelben mit einem Kreife Tennen lernen, und zwar mit demjenigen, 
ber unter allen, welche Durch denfelben Pnukt gehen und diefelbe Tan- 
gente mit der Curve gemeinfchaftlich haben, dev Curve fi) am meiften 
nähert, der alfo eine Berührung zweiter Orbnung mit derſelben eingeht; 
diefer Kreis wird gemöhnlich von den übrigen durch den Namen: Krim- 
mungskreis unterſchieden, weil er zugleich dazu dient, die Krümmung 
ber Curve in dem betreffenden Punkte zu meffen. 


Der Begriff der Krümmung eniſteht aus der Vergleichung eines 
Kreisbogens mit feiner Tangente und wir nennen einen Kreis mehr ober 
ftärker gekrümmt, ald einen andern, wenn er ſich in ber Nähe bes Be— 
rührungspunftes fohneller von der 'gemeinfchaftlichen Tangente entfernt, 
und biefes ift offenbar immer für denjenigen der Fall, welcher den Flein- 
ften Halbmeffer hat. Daraus ſchon Tann der Schluß gezogen werben, 
dag die Krümmungen ziveler Kreife im umgekehrten Verhältniſſe ihrer 
Halbmeffer ftehen werden. Um diefen Schluß indeffen auf eine einfache 
Weiſe ſtreng zu begründen, binfen wir nur das zweite Aenderungsgeſetz 
der Coordinaten eines Kreifes für einen Punkt herftellen, wo die Tan— 
gente der Achſe der x parallel ift; denn nach dem Borhergehenden wird 
man aus diefem zweiten Aenderungsgefebe das Beftreben des Kreifes fich 
von feiner Tangente zu entfernen beurtheilen Fünnen, und zwar wird 
dieſes DBeftreben in bem Punkte, wo die Tangente zur Achfe der x pa= 
rallel ift, in fenkrechter Richtung zu der letztern geſchätzt werden müſſen, 
weil dadurch allen eine allgemetne Bergleichung erzielt werden kann. 
Wir werden alfo dieſen Zwed am einfachften dadurch erreichen, daß wir 
das zweite Geſetz dev Coordinatenänderung für einen Kreis fuchen, welcher 
die Achſe der x im Anfangspunkte berührt und zwar für diefen Anfangs- 
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punkt ſelbſt. Die Gleichung dieſes Kreiſes, deſſen Halbmeſſer o fein 
fol, ift dann 


— 2oy+x?=0 
und gibt allgemein 
% —— 
dx y-o 


Für den Anfangspunft hat man alfo 
d Y_ day 1 
a ar 

Bezeichnen wir nun die Krümmungen zweier Kreife, deren Halb⸗ 
meffer o und o’ find, mit C und C’, indem wir biefe Gigenfchaft der 
Krümmung als meßbare mathematifche Größe nehmen, fo haben wir 
in der That die Broportion ; 

C:C= 4 . 4 

e 0 
und wenn wir ferner, um ein Maaß für biefe Eigenſchaft zu erhalten, 
die Krümmung C’ bdesjenigen Kreiſes, deſſen Halbmeſſer 0’ der Laͤngen⸗ 
einheit gleich ift, ald Einheit für die Krümmung nehmen, fo 
folgt allgemein 
ot 

oe’ 
und das Maaß ber Krümmung eines Kreifes wird durch 
den verkehrten Halbmeſſer desſelben ausgedrüdt. 

Bei einem Kreife ift die Krümmung natürlid, für alle Punkte des- 
felben gleich; für jede andere Curve dagegen ändert fich die Krümmung 
von einem Punkte zum andern, fie ift alfo eine Function der Coordi— 
naten dieſes Punktes, und diefe Function lernen wir durch den Ausdrud 
für den Halbmeffer 0 des Krümmungskreifes oder des Kreifes, welcher 
in dem betreffenden Punkte eine Berührung zweiter Orbnung mit ber 
Gurve eingeht, kennen; denn man hat in diefem Punkte wie oben 


1 


x — —; 

E 
wo nun x bie verändberlihe Krümmung, und o den Krüms 
mungshalbmeffer oder den Halbmeffer des Krümmungskreifes in 
dem entiprechenden Punkte bezeichnet. 


— _ 


$. 29. 


Beſtimmen wir aljo diefen Krümmungsfreis, nämlich bie Lage 
feines Mittelpunftes und die Länge feines Halbmeffers. 


Die allgemeinen Gleichungen des Kreiſes ‚ welcher durch einen 
Punkt M der gegebenen Curve: 
y=f(x). 
ı=h(x) 
geht, haben die Formen: 
A(z,—x)+B(y—y)+C@—: = 0 | 
&—- Hy PP +2 — Not = 0 
"Die erfte diefer Gleichungen ift die Gleichung ber Ebene des Krüm- 
mungsfreifes und wird deßhalb gewöhnlich Krümmungsebene genannt; 
die zweite ift bie einer Kugelfläche, auf melcher der Krümmungsfreis ein 
größter Kreis tft, welche alfo den Halbmeſſer und Mittelpunkt mit dieſem 
gemeinfchaftlih hatz æ, -A, ſind bie Coordinaten bes letztern ober 
des Krümmungs- Mittelpunttes, a wie vorher der Krümmungs- 
Halbmeſſer. 


Die Ebene eines Kreiſes geht auch durch ſeinen Mittelpunkt; daraus 
folgt die Gleichung 
AGULM)BGCS-VACOSADMDOSO; (a. 
die Kugelfläche ihrerfeitS muß durch den Punft M der Gurve gehen, 
deſſen Soordinaten x, y, z find; dadurch ergibt fich 
= Ko) 4-4 N. (b. 
Die Gleichung der Ebene gibt das Aenberungsgefeh : 
dy dz _ 
| A+Ba. +lgr = 0 
die der Kugelfläche: | 
&-e) +.) I + on 0 
beide Aenderungsgeſetze in Bezug auf die Beränderliche x, als unab- 
Hängige Beränderliche genommen. 


Nach den Bedingungen für bie einfache Berührung bat man nun 
in biefen Ausbrüden 





x, — x y=Y 5 ı, —1ı 
dy, _ dy dz, _dz | 
dx, dx’ dx, dx 


zu ſetzen , wodurch fie die a annehmen: 


A+B-T Y4c2=0, 


d d 
—e+ Mo ta-N I =0: 


Mittels diefer Gleichungen und der Gleichungen (a) und (b) kann 
man nun vier von ben für die Gleichungen bed Kreifes nothwendigen 


Größen: 
A B 
CC’ &, Ay 7, 


beſtimmen; es bleiben demnach noch zwei millfinlich, unb es gibt un- 
endlich viele folcher -Kreife, melche nur eine einfache Berührung mit ber 
Curve oder welche eine gemeinfchaftliche Tangente haben. Diefe beiden 
willfürlichen Größen werden aber durch, die beiden Bedingungen für die 
Berührung zweiter Orbnung: 


My _ day d2z, d?z 
dx dx? ? x: dx? 


beſtimmt, und es kann ſonach Lrummungskreis nur einer ſein. 


Um aber bie Gleichungen dieſes Kreiſes in ſymmetriſchen Aus- 
drücken in Bezug auf die drei Veränderlihen x, y, z zu erhalten, 
betrachte ich dieſe wieder als Functionen einer vierten Weränderlichen, 
nämlich des Curvenbogens s. Die Gleichungen der Curve geben dann 





dr. dz 

d ds dz .ds 
,a)=--= ,a)=-, = Tr 
ds ds 


Ferner findet man 
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d? d2 , 2 d? 5 
ati (2) = “ Ole); 


ds 
. dz 
d?z _ d?x dx\2 ds dx dx\? 
Tre Franc) 679 barr, Fr (5): 
ds 


und zieht daraus 


d _Iı __ 12 
dx ds ds. ds ds? 
DE Fa FER« 

5) 

d dz dx dez dz d?x 

“ dx ds ds? ds ds? 
GW) = dx dx\? 
4) 


Die Bedingungsgleichungen für die Berührungen werden demnach offen- 
bar befriedigt, wenn für. bie erfter Orduung 
dx, : dx dy, _ dy dz _dz 
ds, ds’ ds ds’ ds As’ 
und für bie zweiter Orbnung 
d?x, dx day, d?y dız, diz 


ds? ds’ de? de’ ds? de 


geiegt wird. Die beiden Aenderungsgeiege ber Gleichung ber Krüm- 
mungsebene werden Damm: | 




















+0, j 


se. 


| 
Euro des Hz 


und mit — der vorausgehenden Bedingungsgleichungen 
zieht man daraus die Werthe von = und 7 ‚namlich: 


⸗ 
1 


dx diy dy d2x dz d’x dx d2z 


C_ ds de de dd B ds di ds ds? 
A dry, de de dy A dy de de By 
ds ds ds ds? ds ds’ ds ds? 


Die Gleichung der Krümmungsebene wirb damit: 


dyd?z_dsd’y dad’x dxd’z dxd’y_dyd'z\, 
ds ds? ae) X a  ) -V+ dsds’ FFETL Yu -z)=0, 


und Tann as die Form en: 
a. 
+). Ey -y)+ 2). —Ea-n)=0. 
Auf eite Weiſe folgen aus ber Gleihung der Kugelfläche bie 
Aenderungsgeſetze: 


G, — 4) 9 0.-4 re ta) =0, 


a0; ch, NH Dre + )+(% +2) 

und die erfte diefer Gleichungen gibt in Verbindung mit ber Gleichung 
(a) und mit Berüdfichtigung ber Bebingungsgleichungen für bie ein- 
fache Berührung, die Verhältniſſe: 


) 2 ti 
is) 

















C 
Führt man ſodann in biefe Gleichungen die obigen Werthe von 7 


und I ein, unb beachtet, daß man Hat 


E)+HE) HE) =G —R +) 
alſo auhh ax dx dy ey d8; 
“ ds#- * 5 ds ds? + ie im — 


ſo findet man 
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d2z. 
dy „dx _ afdy B dx ds? 
ds ds Nds -47%)° dy d!z dz diy 
ds ds? ds ds?’ 
d?x | 
Bdz Cdy ds? 
BC Bedi-t! -Aiy ddz dz diz 
ds ds?_ds ds®’ 
d?y 
"_,=_ı 3 dx _ Dir: ds? 
ds ds Ads d2z dz d’y 


und damit wieder die einfachen Berhältnifie: 


d’y 7 dz 
vv _ ds 2— ds? 
a dix’ x-a dix ' 

ds? :ds® 


Mit dieſen Verhältniffen geht man in die zweite Abgeleitete ber 
Gleichung ber Kugelflähe ein, .unb zieht daraus mit Beachtung ber 
Gleichung Ce) und ber Bedingungen für die Berührung zweiter Ord⸗ 
nung bie Werthe für die Coordinaten des Krümmungsmittelpunttes in 
der Form: 





dꝰ x 
ds? 


"ag: G +) 


x — 


_ Fr 
y-B= 7% d2y Oz 
d 7) + d 19) + ds? 
d?z 
d er 
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und damit ergibt fich endlich durch die Gleichung Ch) ber Krüm- 
mungshalbmeffer: 
1 . 


— —— — — — — — — — — — — — 


o ⸗— ———— 
VRR 
und durch Umkehrung der Ausdruck für die Krümm ung: 


$. 90. 


In den meiften Faͤllen, in denen wir von ben vorhergehenden Aus- 
drücken Gebrauch machen werden, werben wir indeſſen die Veraͤnderliches 
nicht als ganz unabhängige ober willkürliche betrachten, weßhalb dieſe 
Ausdrücke noch unter andere Formen gebracht werden ſollen. Wenn s 
nicht Die ganz unabhängige Veraͤnderliche iſt, aber boch diejenige, auf 
welche bie Veränderungen von x, y, z bezogen werben, fo gehen bie 
Aenderungsgefeße 


a 


nach $. 27 in 
d. IX dy FRLL 
ds ds ds 


über, und der Werth von x oder-— nimmt die Form an: 


? 
[,_, dı\2 _,dy_2 dz._? 
‚1-:V '%) %) (‘®) 
J — ds + ds + ds 
woraus man auch durch Umkehrung bie Form: 
+ ds _ , — 
dx\2 dy dz 
y(& )*(.3) (24. 


cr „0, 4 
erhält, und diefe geht durch Ausführung der für bie Ausbrücke d. — 


u. |. f. angezeigten Differentiation, indem man bie Differentiale dx, 





8 


dy, etc. nach ber gewöhnlichen Weile, als felbftftändige Größen be- 
handelt, und dabei die Gleichung (c) beachtet, in die nachflehende über: 


di sa 
ara 


Erſetzt man dagegen bei dieſer Entwickelung im Zähler ber Murzelgröße 
überall den Bogen s durch die Veränderlichen x, y, z, indem man: 


2 2 q 2 
dx2-dy?+dy für ds? 


nd 


\ ds? ds? 
dxd2x+dyd2y-+dzd?z „. d?s . 
ds.d2s hir ds? 


einführt, fo- findet man nach mehrfachen Rebuctionen und Befeitigung 
des Nenners der Wurzelgröße, bie weitere Som: 


ds? 
V (dx d?y—dy d2x)2} (da. d?x—dx FL + (dyd?z—dz d2y)2 


Im enblich in befonden Fälleu den. Krümmungshalbmefler für eine 
gegebene Curve zu berechnen, wird man x als unabhängige Veränder⸗ 
liche nehmen; dies gefchieht formell dadurch, daß man Zähler und 


. 2 
Renner des ganzen Ausbruckes mit Ax® bioibit, und "-, alchh Ru 
lebt; man erhält auf biefe Beil 
. (z 8 
1x) 


d2y  rdy dez dz dy\3 
VE +) + Far rer rar) 
Sehen wir nım zu ben Wertben von x — a, y—P, 2—Y zunid, 


lo fünnen wir diefe nach ben Werthen von o gleichfaßlß unter verſchiedene 
Formen bringenz für-unfern Zwed genügt es die folgende: 


0** 








F DT: 
mm ee me, 


anzuführen, und daraus die Winkel I, u, » zu beftimmen, welche 
ton dem Krümmungshalbmefler mit den brei Eoordinatenachien gebildet 
werden. Die Größen xz— a. y—P, 2—y find nämlich offenbar bie 
Profectionen bes Rrimmunghaltmefes E uf dic hen, und man 
dat demnach 

















KT +d. = 
or tg, Fr — — — 
0 (a5: 4 d y 3 d dz Pu 
(3 +( 5) 
dy dy 
a — 
— 0 Laer Pie , dx\? ’ dy\2 1 dans’ 
Ga) + is + 3) 
a.dz 20.0 
cosy=— lg _ds _ 
ds 





ED+EH 


Für eine ebene Curve, deren Gleichung 
 =!(x), 
dz dz _ 
beren Ebene alfo die ber xy ft, hat man — „=; 750: und 
der Ichte Werth von o kommt dadurch auf u Ausdrüde: 


_.& IT, sure 


je — 
zurück, in deren letztem y’ das erſte, y” das zweite Aenderungsgeſetz 
son y ober f(x) bezeichnet; und in Ahnlicher Weiſe findet man aus 
den obigen allgemeinen Werthen bie bekannten Ausbrüde für y— A 
und x— a in Bezug auf eine ebene Eurve wieder, indem man in den⸗ 
jelben x als unabhängige Veränderliche einführt, und den Bogen s als 
eine Function biefer Beränderlichen behandelt. 

Vergleicht man zulegt noch das erfte Aenderungsgefeb ber Gleichung 
der Kugelfläche, durch deren Durchfchnitt mit der Krümmungsebene ber 
Kruͤmmungskreis gebildet wird, mit ber am Enbe bes $. 26. abgeleiteten 
Gleichung der Rormalebene in bemfelben Punkte M ber Curve, fo ſieht 
man leicht, daß dieſe Gleichungen tdenttich werben, wenn man in jenes 
für die laufenden Coordinaten x,, -y,, 2, bie Goordinaten x, y, 2 
bes Punktes M, in biefer dagegen für bie laufenden Veraͤnderlichen 
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X, Y, z die Coordinaten &, 8, y ded Krümmungsmittelpunttes ein- 
führt. Es folgt daraus, daß dieſer Iehtere in der Normalebene liegt, 
und daß der Krümmungshalbmeffer ber Richtung nach mit dem Durch— 
[hnitt der Normalebene und der Krümmungsebene zufammenfällt, welcher 
Durchſchnitt auch Hauptnormale ber Curse genannt wird. 


g. 31. 


Durch die vorhergehenden Entwickelungen tft alfo fowohl die Ebene, 
ald der Halbmeffer und der Mittelpunkt des Krümmungsfreifes für 
irgend einen Punkt in der Bahn eines Bewegten beftimmt, und wenn 
man gleichfam als erfte Annäherung die Bewegung eines materiellen 
Punktes in jedem Augenblide nad, einer veränderlichen Geraden, ber 
Tangente an der Bahncurve, gerichtet annehmen Kann, fo wird man 
ald zweite Annäherung biefe Bewegung jeden Augenblid in einem 
veränderlichen Kreife, dem Kruͤmmungskreiſe, deſſen Ebene, Mittelpunkt 
und Halbmeſſer ſich jeden Augenblick ftetig ändern, ftattfindend anfehen 
dürfen, und dadurch zu dem Schluffe geführt werden, dap die Geſetze, 
welche fich für irgend einen Augenblid der Bewegung in biefem Kreiſe 
ergeben, auch für die Bewegung in der Curve felbft gältig fein merden. 
So finden wir 3.8. fogleich, daß die Nenderung in der Richtung 
der Bewegung in irgend einem Augenblicke oder in irgend einem Punkte 
der Bahncurve diefelbe ift, wie in dem Krümmungsfreife. 

Um diefe Aenderung der Richtung unmittelbar abzuleiten, 
ſeien I, m, n die drei Winkel, welche die Tangente in dem Punkte M 
der Curve, deffen Goordinaten x, y, z find, P, m’, n’ diejenigen, 
welche die Richtung der Bewegung in dem Punkte M’, deſſen Eoordi- 
naten x+Ix, y+JLy, z+2z find, mit den Coordinatenachſen 
bildet, und 17 ber Winkel, den biefe beiden Richtungen unter fich 
einſchließen, indem man mit © einen Winkel bezeichnet, welchen die 
Tangente ober die Nichtung der Bewegung in irgend einem Augenblide 
oder in dem Punkte M der Curve mit einer beltebigen feiten Geraden 


einſchließt. — Werben nun die Goordinaten wieder als Functionen bes 
Bogens s genommen, und bie Functionen 
dx dy dz 
cos] = 7 cos m= = j ni, y 


ber Reihe nach zur Abkürzung mit x, y, 2 bezeichnet, und dem ent- 
ſprechend, cos!', cosm’, cosm buch X -+Ax, y ray 2 +47 
ausgedrückt, fo hat man zuerſt nach $. 19 
cos It. cogl cos!’ +cosm cosm' cos n oosm , 
Deier, Handbuch ver Mechanik I. 5 


und dadurch 
sin? A gr ==1— (cosl cos! -+ cosm cosm’ 4 cosn cosn’)? 
=1—- «a +AIN)+YYHIMDHFRÄ+HIT)R. 
Es ift aber bekanntlich . 
Xi hy2 721, 
HAM HFHIN HR , 
alſo auch 
2 (x dx +Ydy+7dY)=—(AxX?+-4Y?2+ 47°), 
und damit wird 
sn? AT=(Ix?+4y?+47?) d-7 (4x? 4y'3+ 47 2)). 


Zieht man nun daraus das Berhältnif des Winkels 17 zu der Aende- 
rung 15 ded Bogend, um dadurch das Aenderungsgefeh des Winkels z 
in Bezug auf den m s sum Ba fo ergibt ſich 


VIEH) nen, 


und wenn man zu ben 2 zurückgeht, wobei /x, 
a 


Ay, Ir einzeln Null werden, während das Verhälnig — — den 
Werth 1 erhält, fo folgt 


ER. 


Die Einführung der Werthe für x, y, z zeigt fogleich, daß bie vechte 
Seite dieſes Ausdrucks mit dem erften Werthe von x ober rn des vor⸗ 
hergehenden $. gleichlautend iſt; man hat alſo einfach 

de _,_ 1 

is X — 0 3 
und e8 wird demnach die Rihtungsänderung und He Krümmung 
in irgend einem Punkte der Curve auf diefelbe Welle ausgedrücdt, wie 
dies auch in der Natur der Sache liegt. 

Das vorhergehende Ergebniß hätte-denn auch übereinftimmend mit 

der obengemachten Bemerkung ganz einfach durch die Betrachtung ber 
Richtungsänderung im Krümmungsfreife gefunden werben Tonnen. Denn 


67 


bei dieſer Eure wird der Winkel 17, welchen die zwei Tangenten an 
den Endpunkten des Bogens /s mit einander bilden, durch das Ber- 
haltniß dieſes Bogens 7 5 zu dem Halbmeffer o gemeflen, fo daß man hat 
As Ar 1 
Atr= 0’ I: 

Der Anfangswerth des Iehtern dieſer Verhältniſſe drückt alſo bie Rich— 
tungsänderung in jedem Punkte des Kreifed, und zufolge ber Ueberein⸗ 
ſtimmung, welche zwijchen der Curve und dem Krümmungsfreife in dem 
Geſetze der Eoordinatenänderung ftattfindet, auch die Richtungsänderung 
in dem Berührungspunfte diefer beiden Curven, ale in dem Punkte M 
der gegebenen Gurve aus. 


$. 32. 


Es wäre nun leicht, die vorhergehenden Betrachtungen noch weiter 
auszudehnen, nämlich den -Ausdrud für die Aenderung. des zweiten Ge⸗ 
fehes der Soordinatenänderung, alſo das dritte Aenderungsgeſetz 
abzuleiten, den Einfluß desfelben und den feines Zeichens auf die Ge— 
alt ber Curve zu unterfuchen und die Bedingungen für eine Berüh- 
rung dritter Ordnung fellzuftellen. Das Gefagte genügt jedoch 
für unfern Zwedz ich gehe deßhalb zur Bewegung eines Punktes auf 
einer Fläche über, um auch hier die geometrifchen Berhältniffe zuſammen 
zu faflen. 

Wenn von einem Punkte nur bekannt ift, daß ex fih auf einer 
gegebenen Fläche bewegt, fo bleibt die Richtung feiner Bewegung theil= 
weife unbeſtimmt; man weiß nur, daß fie durch eine der unendlich 
vielen Geraden, welche die Fläche in dem Punkte M, dem augenblid- 
lichen Orte des Bewegten, deffen Goordinaten x, y, z find, berühren, 
vorgeftellt wirds; fie hängt demnach wieder von dem Geſetze der Goordi- 
natenänderung in biefem Punkte der Fläche ab, welches wir nun unter- 
ſuchen wollen. 

Die Sleihung einer Fläche: F (x, y, DO oder z=f(x,Yy) 
enthält im Allgemeinen bie drei Weränderlichen x, y, 2; es Töunen 
folglich immer zwei derſelben willfürlich beftimmt und daynach die dritte 
berechnet werden; d. h. es find num zwei dieſer Deränderlichen, als 
welche mir gemäß ber zweiten Form ber Gleichung unferer Bläche, bie 
x und y annehmen wollen, unabhängige oder willfürliche und 
die dritte ift eine Function von biefen beiden, Geht mm daher von 
dem Punkte M zu einem folgenden über, fo Tann dieſer 

5 R 


— — — — 


1) ſo liegen, daß y unverändert bleibt und nur x um eine kleine 
Aenderung x größer wird; die Bewegung iſt dann parallel zur Ebene 
ber xz; oder 

2) fo, daß der auf der Fläche befchriebene Bogen zur Ebene ber yz 
parallel ift, wobei alfo x unverändert bleibt, und y um eine gewiſſe 
fleine Größe 1y wählt; oder es Tünnen fich 

3) beide Abftände, der von der Ebene der yz und der von der Ebene 
ber x2, fich gleichzeitig ändern, aljo x um Ax und y um 4) machen, 
in welchem Falle die Richtung ber Bewegung unter einem andern Winkel 


ale O oder en rs gegen die genannten Ebenen geneigt tft. 


Man fieht daraus, daß das Gefeb ber Coordinatenänderung auf 
einer Fläche von der Richtung abhängt, in welcher man von dem be= 
treffenden Punkte aus auf berfelben fortgehen will, oder von dem 
Verhältniffe, in welchem die Vergrößerungen Ax unb AY ber beiden 
unabhängigen Veränderlichen zu einanderfichen follen. 

In dem erften der obigen Fälle erhält die dritte Veränberliche z 
einen Zuwachs, welchen ich mit 1,2 bezeichnen will, weil er blos von 
ber Aenderung der x abhängt; biefelbe Weränderliche wird alfo im zweiten 
Falle um I,z wachſen; ihre Vergrößerung im lebten Falle foll dagegen 
als allgemeine einfach durch 42 bezeichnet werben. Man hat demnach 
zuerft das Verhältniß: 


Aıı ara yiRy) 
Ax Ix 


worin y ganz wie eine Unveränderliche zu behandeln ift, und ber An- 
fangswerth desjelben gibt für den Punkt M das Gefek ber Coordinaten⸗ 
Aenderung in einem Schnitte, welcher zur Ebene der xz parallel if. 
Diefer Werth: wird durch den Ausdruck: 


Axı dz 
Anf: Dr: ray) 


porgeftellt, worin bie erfte abgeleitete Function von f(x,y) in Bezug auf 
x als alleinige Veränderliche mit f (x, y) bezeichnet ift; die Form = 


kann ber frühen Erklärung nach feinem Zweifel über ihre Bedeutung 
unterworfen fein. 

Auf gleiche Weile erhalten wir für die Goordinatenänderung m 
einem zur Ebene der yz parallelen Schnitte bie Ausdrücke: 
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JIyt f(x, ‚+M-f&yY)_ dz 
Anf: . ne: y dy = f,(x,y) N 


worin x als unveränderliche Größe und y als einzige Veränderliche zu 
betrachten: ift. 


Wachſen endlich beide DVeränderliche gleichzeitig bie eine um Ix, 
die andere um 4y, fo erhält die Ordinate z einen Zuwachs At, 
welcher einfach durch 


As=f(x+Ax,y+AY)—fex,yY) 


borgeftellt werden kann. Diefelbe Vergrößerung von z kann aber auch 
dadurch gefunden werden, daß man die Veränderlichen x und y nad) 
einander wachfen läßt, daß man alfo von dem Bunfte M Fig, 17 zuerft 
parallel zu der Ebene der xz zu einem Punkte N fortgeht, deſſen Coor— 
dinaten x+ 1x, y und +2 oder z’ find, und dann von dieſem 
parallet zur Ebene der yz zu dem Punkte M’, deſſen Goordinaten 
x+Ax, y+-4yınd 2 +J,7 oder z-+I,(2-+ 7:2) werden; benn 
es tit einleuchtend, daß man auf diefe Weiſe zu demfelben Bunfte M’ 
Tommt, wie durch die gleichzeitige entfprechende Vergrößerung von x 
amd y. Man erfennt aber daraus, daß der Zuwachs 42 von z aus 
drei Gliedern beiteht, aus 


Ar, A,z und 1,(4) oder M. A, 2; 


die beiden erften haben wir fchon Tennen gelernt, es find die Aenderun— 
gen, welche z durch Die alleinige Vergrößerung von x oder y erleidet; 
dag dritte dagegen tft die Aenderung, welche in dem erften Gliede durch 
die neuhinzutretende Vergrößerung von y entftcht, oder was offenbar 
dasfelbe fein muß, die Aenderung, welche in dem Zuwachs 4, 2 durch 
die. Vergrößerung von x eintritt, da man ebenfowohl zuerft parallel zur 
Ebene der yz und dann parallel zu der der xz fortgehen kann, um zu 
dem Punkte M’ zu kommen. Rühren wir das Vorhergehende nun weiter 
aus, jo finden wir nach dem Obigen zuerſt 


GAVVAG. 


Y—=2+41=f(x,y)+ 1X 


und damit wird . y — 
Hz trete RN 7, 


ftx,y+4y)—f(xz,y) 
HK dr 
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f(x-+Ix, y+y—t« ‚y+fy) Ax — Flex Ix, YI— (x. Y) 9x 

AIx Ix Ay 
Ay 
woraus in anderer Form auch) 


ft Y—oy) . LIGVASVVAV 
7 Ax+ Ay 49 4 


AXAVäMXSVCICASVSVM 
4XAY 


oder wenn man vollſtändig reduzirt, wie oben wieder 


Ar=f(x+4x,y+41y)—f(x,y) 


folgt, und man fieht, daß diefe Ausdrüde, wie e8 in der Natur ber 
Sache liegt, ganz ſymmetriſch in Bezug auf x und y find. 


Man kann nun aus denfelben offenbar nur ein Verhältniß zwiſchen 
Az und Ax, oder Iz und A Y ziehen, und es wird dadurch jedesmal 
das Berhältnig von Iy zu Ax eingeführt werben, welches wie oben 
bemerkt wurde, die Richtung bezeichnet, in welcher auf der Fläche fort- 
gegangen oder in welcher die Gonrdinatenänderung genommen werben 
fol. Es ergibt fich nämlich als Verhältniß des vollftändigen Wachg- 
thums 42 von z zu der Aenderung x von x der Ausdrud: 


dı_ fat D—I;Y), fsytAY—Ms,y) Ay 


Jı= 


Ax AIx * Ay ‚Ix 
tx +41x,y+2y)—-f(x,y+4y) _ fat; Y)— (xy) 
4 4 
+ * 7* = Ay 


“und für das BVerhältniß desjelben Wachthumes 412 zu ber Aenderung 


AY von y der Werth: 


Idı G.VA-AVVSIG.IIGAAX.-)ICAVV. Ax 


ar Ay + 4 ar 
f(x+A1x,y+4y)—f(x+Ax:y) _fony+y—f(x,y) 
4 
— nn — — ⸗⸗ 


Seht man 'endlich zu den Anfangswerthen zurück und bezeichnet die 
Aenderung von z in einer beliebigen Richtung in Bezug auf x durch 2 , 
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1. 
in Bezug auf y durch ** zum Unterſchiede von derjenigen, welche in 
den zu den Ebenen ber xz und yz parallelen Richtungen ftattfindet, 
und Die immer durch das einfachere nn oder * vorgeſtellt werden 
ſoll, und beachtet man dabei, daß wie 
Anf: f(x+4x I Y—f(x,y) 


x — f(x,y) 
iſt, ſo auch 
Anf: f(x+Ax; ten ie y+4y) _ —f,(x, y+ay) 
X 


und in folgerechter Weiſe 


Anf ‚aıten-taNn_r, ‚(x,y) 
Y 


fein wird, daß man folglich) 


u f(x, 
Ky4ay)— (xsY. Y), Ay=f'.,(x,y):0=0 


Ay 
erhalten muß, fo findet man die Aenderungsgeſetze: 
d.z _ dy _dz dz dy 
tr (X Y)+Hf,(X,y)— dx —Axr dy dx N) 
d.z dz dx ,dz 
e. N +fy(x yl=ny' dy dy ’ 


| , F dy dz dx 
wobei man " wohl hüten muß, die Producte dv dx und dx dy 
dz 


in Fon — ober - umändern zu wollen, wie dies bei ber Goorbinaten- 


—8 auf einer beſtimmten Curve geſchehen darf; die vorhergehenden 
Erläuterungen werden über dieſen Unterſchied bei einiger Aufmerkſamkeit 
keinen Zweifel laſſen. 


Die Aenderung der Coordinaten in einem beliebigen 
Punkte einer Fläche und für eine beliebige Richtung kann 
alſo, wie man aus ben vorhergehenden Ausdrücken erſieht, immer 
durch die Aenderungen für zwei unter fi fenfrecte 
Richtungen ausgedrückt werben, wenn bie Lage jener beliebigen 
Richtung gegen eine der lehtern in Yunctton von x oder y, ober wenn 
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die Öleichung der Projection jener Richtung in der Ebene der xz, 
woraus die Function gefunden werden kann, gegeben ift. 


Durh Einführung einer neuen Deränderlichen kann den obigen 
Aenderungsgefegen wieder eine fommetrifche Form in Bezug auf x und y 
gegeben werden. Macht man 3. B. in Fig. 17 


mm’ = yVArR+4Y = As, ; 


und dividirt damit den Werth von Az, oder nimmt das Verhältniß 
zweifchen dem Wachsthum von z und der Diagonale Is, des von ben 
willfürlichen Vergrößerungen Ax und 4y gebildeten Rechtecs, ſo findet 
man als Anfangswerth desſelben den Ausdruck: 


„er trend 
worin nun bie Veränderung von z nicht unmittelbar von einer der bei- 
den DBeränderlichen x und y abhängig ericheint, fondern von ber Ber- 
änderung, welche die Lage feiner Profection in der Ebene ber xy erleidet, 
und von der Nichtung diefer Veränderung gegen bie Achfen ber x ober y. 
Bezeichnet man daher den Winkel, welchen diefe Richtung mit ber Achſe 
ber x bildet, mit w, fo hat man 


x dy __. dy _ 
ds 00 9 gs, mw j 7% en 
‚ und das obige Aenderungsgefet nimmt die Form an: 
ery) osw-+f,(x,y)sinw. 


Nimmt man dagegen den Bogen s der auf der Fläche einzufchlagenden 
Richtung oder Curve als unabhängige Veränderliche, fo ergibt fich das 
Aenderungsgefeb : 


4 =f, are Han) I 
woraus man auch bie Beehung: 
csy—=f,(x,y)cos&a-+f,(x,y)cosß 
erhält, wenn man beachtet, daß die Quotienten | 
dx ' dy dz 
ds ’ ds °’ ds 


nach 6. 26 auch die Coſinus der Winkel &, 2, y ausbräden, welche 
die Tangente jener Richtung mit den drei Coordinatenachſen bildet. Es 
it dann auch 


womit man aus dem vorleßten Aenderungsgefehe die Beziehung: 
cty=f,(x,y)cosw-+f,(x,y)sinw 
erhält. 
Im Allgemeinen it es indeflen einfacher, das Gefeb ber Eoordi- 
natenänderung aus der. Gleichung der Fläche unter der Form: 
F(x, y, z)=0 


abzuleiten, und es tft Teicht zu fehen, baß man für die Aenderung 
parallel zur Ebene der xz, oder für die Aenderung von z in Bezug 
auf x als alleinige Beränderliche, in ähnlicher Weiſe wie oben 


dF 
de Pilz, y,2) _ de 
dx PF,(x,y,z) dr’ 
‚da . 
oder in anderer Form 
| dF dz , dF 
uam 


finden wird, worin F'x (x, y, z) und — das Aenderungsgejeh der 

Function F(x, y, z) in Bezug auf x ald einzige Veränderliche aus- 

drücken, alſo unter der Borausfehung, daß ſowohl y als z unveränderlich 
F 

find, und F.(x, y, z) oder z ebenfo das Aenderungsgeſetz in 


Bezug auf z als einzige Veränderliche oder unter der Borausfehung, 
daß x und y unverändert bleiben, bezeichnen. In gleicher Weiſe wird 
der Ausdruck für die. Eoordinatenänderung parallel zur Ebene der yz 


ar 
dz ___Fycx, Ys 2) ___ dy 
dy F,(x, y, z) 


5] 


74 


“oder in anderer Form 

dF dz  dF 

47° 545 — 
Endlich ergibt ſich fuͤr die Aenderung der Coordinaten in einer beliebigen 
Richtung, welche durch die Function z angedeutet wird, und in Be- 


zug auf die Aenderung von x der Ausdrud: 
dr dr 


oder in anderer Form 


dF dı dF ‚dy 
dz dx "dy dx + lg 
In Bezug auf bie Beränderliche s dagegen bat man ben fymmetrifchen 


Ausdruf: 
dF dz dF dy dF dx 


ves'tvataın 
dx dy dz 
aus welchem mit den obigen Werthen von 15’ ds’ Ir’ die einfache 


Beziehung : 
mat ep + Tg cosy—0 
zwifchen den Winkeln &, 8, y folgt, welche eine beitimmte Tangente 


im Punkte M der Fläche mit den drei Goordinatenachlen einfchließt. 


6. 33. 

Das im Vorhergehenden dargeftellte Gefeb der Coordinatenänderung 
macht diefe im Allgemeinen von derjenigen abhängig, melche In zwei 
unter fich vechtwinkligen Richtungen ftattfinbet; es wird mithin auch die 
Seftalt der Fläche in der Umgebung des Punktes M dem Hauptumrifie 
nach aus der Geftalt zweier durch dieſen Punkt gelegten unter ſich recht- 
winfligen Schnitte, beren Ebenen einzeln zu denen der xz und yz 
parallel find, erfannt werben. 


Sind die Aenderungsgeiehe 2, in dieſen beiden Schnitten 
beide pofitio, fo tft die Ordinate z im Punkte M mit x und y im 


ne 
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Wachſen begriffen, und die Fläche entfernt fich in jeber Richtung von 
der Ebene der xy. Das Umgekehrte wird ber Fall fein, wenn jene 
beiden Yunctionen gleichzeitig negativ find, indem fie Dadurch anzeigen, 
daß für wachſende x und y bie z im Abnehmen ift. - ft dagegen eines 
der beiden obengenannten Aenderungsgefebe pofitiv , das andere negatin, 


fo hängt es von dem Werthe des Verhältniffes T oder von dem Mintel c 


ab, den die einzufchlagende Richtung mit der Ebene ber xz bildet, ob 
z wählt oder abnimmt. Set z. B. M Fig. 18 der betreffende Punkt 
auf einer gegebenen Fläche, m feine Profertion in ber Ebene der xy, 
ab und cd die Riffe der Schnittebenen, BC und DE die dadurch be- 
wirkten Durchſchnittscurven auf ber Fläche. In dem Quadranten. cme 


wird die Function T immer pofitiv fen; man. erhält alſo für den 
Ball, dag ſowohl F.(x, Y) als F,(x,y) pofitio if, auch für 


d. z dy 





einen pofitiven Werth, welches auch der von n jein mag; es wählt 


folglich z für jede Richtung, die in dem Winfel cme liegt. Ebenſo 
wird bei gleichzeitigen negativen Werthen jener abgeleiteten Functionen 


auch =: für jeden Werth von a einen negativen Werth erhalten, 
alfo z in jeder Richtung zwifchen me und mc abnehmen. In dem 
Galle dagegen, wo, wie in unferer Figur, fi(x,y) poſitiv, f,(x,y) 
aber negativ ift, wo demnach Die Ordinate z in ber Richtung mc im 
Wachſen, in der Richtung me im Abnehmen begriffen ift, hat man 


d.z d 
era N-Nnay ZZ, 
. dy „ d.z 
und es wird nun von dem Werthe von * abhängen, ob x pofitio 


oder negativ iſt. Seht man daher 
d 
- Nr, Y)—0 


und zieht daraus 
dy — f(x; y) 


d f, (x,y) 
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fo erhält man die Richtung mn, in welcher die Ordinate z Feine Ver— 
Anderung zeigt, und welche bie Grenze bildet zwiſchen den Richtungen, 
in denen z wächlt, und denen, in welchen es abnimmt. — Aehnliche 
Betrachtungen laſſen fi) auch über die Verhältniſſe der Goordinaten- 
Aenderung in ben drei andern Quadranten anftellen, nır muß man 
auf die Zeichen die gehörige Rückſicht nehmen. 

Findet ferner zwiſchen zwei Punkten einer Fläche ein Zeichenwechſel 
fir die beiden Funetionen F.(x,y) und f,(x,y) flatt, fo haben 
beide in einem dazwiſchenliegenden Punkte, deſſen Coordinaten durch die 
drei Gleichungen: 


z=f(x,y) 5 F(x,y)=0 ) f,(x,y)=0 


beftimmt werden, den Werth: Null, und die Ordinate z einen größten 
Werth gehabt. Umgekehrt wird aber nicht in allen Punkten, für 
welche bie beiden letzten ber vorhergehenden Gleichungen befriedigt wer- 
den, gleichzeitig für diefe beiden Functionen Zeichenmwechfel eintreten; es 
wird dann auch der entiprechende Werth von z Tein größter mehr fein. 


$. 3. 


Alle diefe Verhältniffe, etwa mit Ausnahme des Zeichenmwechfels 
der abgeleiteten Functionen, werben gleichfam auf einen Blick überficht- 
lich, durch die berührende Ebene oder Tangential-Ebene im 
Punkte M dargeſtellt, d. h. durch die Rage einer Ebene, welche ben 
Punft M mit der Fläche gemeinfchaftlich hat, und basfelbe Geſetz in ber 
Aenderung der Goordinaten befolgt, wie dieſe in bdemfelben Punkte, 
welche alfo in einer einfachen Berührung mit der Fläche fteht. 

Aug dem wiederholt ausgefprochenen Sabe, daß Die Aenderung der 
Goordinaten tin einer beliebigen Richtung von den Aenderungsgefegen für 
zwei unter fich rechtwinklige Richtungen abhängt, folgt nothwendig, daß 
zwei Flächen, die einen Punkt gemeinjchaftlich haben, in dieſem für jebe 
Richtung biefelbe Aenderung der Goordinaten zeigen werben, wenn bie 
Aenderungsgefege für zwei unter fich rechtwinklige Richtungen bet beiden 
gleich find. Sind demnach 


z—=F (x, y) z,—f(x,, y,) 


bie Gleichungen der beiden Flächen, a und b die Coordinaten ber Bro- 
jectton ihres gemeinfchaftlichen Punktes M in der Ebene der xy, fo find 
die- Bedingungen für eine einfache Berührung: 


F,(a,b)=f,(ab), F,(a,b)=f,(a,b), 
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wo Px,(a,b) den Werth der Function: 
dz, „ 
u a) I. 


wenn man barin a und b für x, und y, fubititutrt, vorftellt, und bie 
übrigen Glieder ähnliche Bedeutungen haben. Wählt man dagegen bie 


Formen: 
F(x,y,2)=0, k(x, y.,z)=0 


für die Gleichungen ber beiden Flächen, fo werben bie Bedingungen für 
die einfache Berührung bie Formen: 
F,(a, b, c) _f,@; b, ec) F',(a, b, ec) _ f,,(a, b, c) 
F,(a,b,c) f.(@,b,c0)’ Frla,b,c) F.@,b,o) 


annehmen, und man wird biefen Gleichungen offenbar Genüge leiften, 
wenn man 


F,(a, b, c)=V,;f,(a, b, c) I F,(a, b, c)—=V, f,, (a, b, ).; 
F.(a,b,c)=Vf,.(a,b,c), 


ſetzt, wo V, ein unbeftimmter Bactor tft, durch welchen die Homoge— 

neität und damit die Möglichkeit Diefer Gleichungen hergeftellt wirb, 

und der in jedem gegebenen Falle leicht beftimmt werden Kann. 
Nehmen wir demnach für die Öleichung ber Ebene die Form: 


(x,— x) cos A (V, — Y) cosu+(z,—z) cosv—0 


worin x, Y, z die Coordinaten des gemeinſchaftlichen Punktes, und 
J, u, » die Winkel bezeichnen, welche die Normale zur Ebene mit den 
drei Coordinatenachſen bildet, fo hat man 


f,(&,y»2)=e0sl, f,(lx,y»2)=008u, f.(x,y,2)= cos y, 
| und demnach ald Bedingungen der Berührung: 

V,cs}=F',(x,y,z), V,csu=F,(x,y,z), V,cosv=F’,(x, y, z) 
oder in anderer Form: | 


dF dF dF 
— — — — V =. , 
V,cosı Fe) V,cosu iy ’ cos y iz 


Die Gleichung der Tangential= Ebene wirb demnach 


dF dF dF _ 
Fr S hund) Bst rat Pe? Ku ar a Au al 
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und als Folge berfelben findet man für bie Gleichungen ber biefer 
Ebene und der gegebenen Zläche in dem Punkte M gemeinfchaftlichen 
Normalen die Ausdrüde: 


Mittels der Gleichung : 
cos? + cos?u-+ oos?y —1 
ergibt fich ferner 


dFN\? s/dF\? (7dFN2 
v-:/ (=) +) ) 
und damit folgen die Werthe von cosA, cos, cos v, nämlich 
dF 


cos A — —YV gr 


dx — dF 
J are Ve 
| v@ ++) 
und in gleicher Weile 
dF 


| dF 
nsu—=VoT N osv=Von; 


wo durch Verſetzt iſt. 


Um dieſe Ausdrücke auf die Form 2—=f(x,y) der Gleichung der 
gegebenen Fläche zu beziehen, darf man nur beachten, daß man hat 





dF dE 
dx dz dy dz 

dF dx’ dF ——75 

dz da 


um aus ben vorhergehenden Kormen die neuen abzuleiten; man findet 
dadurch als Gleichung der berührenden Ebene 


dz ., dz 
an, RO) V), 


— 8ß— 


und als Gleichungen der Normalen 


x—ıx + W0)=0 
’ dz_, , \ 
YOyt,@-9D= 


Ferner erhält man 


= —— — V 
VD 
und damit 
mr — Vz, mu=— vg. 
6. 35. 


Für die Ebene if, wie für die Gerade, das Geſetz der Coordina⸗ 
tenänderung in allen Bunften dasfelbe, alfo conftant; für die gefrümmten 
Flächen dagegen tft es felbft wieder veränderlich und zwar wenigſtens 
nach einer von zwei unter fich fenfrechten Richtungen. Denn es gibt 
viele Flächen, weldye von jeder Tangential-Ebene längs einer Geraden 
berührt werden, auf denen alfo immer eine Gerade fo angelegt werben 
Tann, daß fie der ganzen Länge nach mit ber Fläche zufammenfälltz es 
find dies diejenigen Flächen, welche Durch die Bewegung einer Geraden 
erzeugt werben Tonnen, wie die Chlinder=, Kegel= und windiſchen 
Blächen. Bet dieſen tft natürlich das Geſetz ber Coordinatenaͤnderung 
in der Richtung jener Geraden eonſtant, in jeder andern aber wie bei 
allen uͤbrigen Flächen veränderlich. 


Um nun das Geſetz dieſer neuen Veränderung oder das zweite 
Geſetz der Coordinatenänderung für eine Flaͤche zu erhalten, 
gehen wir von dem Punkte M ober xyz zuerſt wieder zu. einem zweiten, 
der in gleichem Abftande y von ber Ebene der xz bleibt, von ber Ebene 
der yz dagegen um 4x welter entfernt tft, als M, und es tft nad 
dem Zrühern leicht zu fehen, daß das zweite Nenderungägefeh in biefer 
zur Ebene der xz parallelen Richtung “. 

Anf: at Y)—P: (xy) _ — ne —e — ‚y 


9 Ax 
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ausgedrückt werden muß. Auf gleiche Weiſe ergibt ſich für das zweite 
Aenderungsgeſetz in einer zur Ebene der yz parallelen Richtung 


r,y+an—r, (x, Y) — 
ann, nn dy2 f’, (x, Y). 

Laſſen wir aber x und y zugleich wachien, gehen wir alſo von M aus 
in einer beliebigen Richtung fort, wodurch jedoch immer eine beftimmte 
Beziehung zwifchen /y und x feſtgeſetzt wird, fo wird fih das erfte 


dz 
Aenderungsgeſetz Fon für die zur Ebene der xz parallele Richtung 


nicht blos vermöge der Aenderung von x, fondern auch in Folge ber 
Aenderung von y Andern, indem wir nicht mehr in bemfelben parclielen 
Schnitte bleiben, fondern zu einem folgenden übergehen, welcher um 
Ay weiter von ve Ebene der x z entfernt, und in welchem das Aen- _ 


berungögefet _ für einen Punkt in demfelben Abftande x von der 
Ebene der yz en anderes geworben ift, nämlich: 


“ dz 
Kaya hy). dx 
AY Ay 


Ebenſo wird das Henderungsgefeh S — fie nicht blos längs des zur 


Ebene ber yz parallelen Schnitteg — ſondern auch von einem dieſer 
parallelen Schnitte zum andern. Man wird daher jede dieſer zweifachen 
Beränderungen der erſten Aenderungsgeſetze in den Parallel-Schnitten 
aus dieſen gerade fo ableiten, wie das ganze erfte Aenderungege et aus 


der urſpruͤnglichen Function. Setzt man alſo zuerſt y Fir II Fe ‚und 
beachtet ‚daß Y unveraͤnderlich it, ſo findet man 


dz. 

4. 

_dx _fr(xhAx, ytayn-feeay), ‚Arataz, Hy HEN 
4x AX AX 


oder zergliedert, wie es bei der Ableitung des erſten Geistes ge⸗ 
ſchehen iſt, 
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d.z 
4.5 _RC4AND-R: Mt .&tmM—rKY) 43 
A Ax Ay "Ax 
fa (HI IF IN +4 V-I. y+ANHr:(RY) ax 
AxAy 


yet han. y ‚f, rt t,(&Y). a 
4 et haE 
AxAYy 


Daraus folgt fofort, indem man zu dem Anfang zurücdgeht, mit ber 
Ken Bezeichnung 


n Cap, +, RN NH Iran, 


und da nach den in $. 32 dargefteilten Formen einleuchtet, daß 
"y(X,J)=fa(x,y) 

fein muß, fo findet man als zweites Aenderungsgefet der Coordinaten 
in einer beltebigen Richtung den Ausdruck: 

d2, 

* NH ).r,&n 
oder in anderer vorn: n 

d2. z 2 d2z 

at T ante ax ' 
Mit der Veränderlichen s erhält man dagegen, wie leicht au fehen, bie 
Form: 


—A 


* mit Einfuͤhrung der Bu a und 4 
dz d?z 
ds? dx? 

In dieſen letzten Ausdrücken tft s nur der Form nach bie un— 

abhängige Veränderliche, in der That find es immer noch x und y; 

ſoll s wirklich die unabhängige Veränderliche werben, fo hat man tn 


dem erften Aenderungsgeſetze 
Decher, Handbuch der Mechanik 1. 6 








08% +2, ae. 


8 


de _ de dx | da dy 
ds dx ds  dy ds 
nicht nur auf die Aenderungen der Zunctionen: 


dz dz 
ey) ’ en 


fondern auch auf die Aenderungen ber Functionen 3.3 > 45 Ruͤckſicht zu 


nehmen ; man erhält dann 


dz 
ds _diz _dMz 19 d’z dx dr. dy 
ds .ds® dx? dxdy ds ds +2 (3) 


d’z d’z d’z dz d.cos« dz d.cos ß 
Fu al 2 tn 445 15 Fay as 5* 








als vollftändiges zweites Aenderungsgeſetz. 

Will man dagegen dieſes Aenderungsgeſetz unmittelbar aus der 
Gleichung: F(x, y, 2) 0 ber gegebenen Fläche ableiten, fo findet 
man zuerft nach den früher erhaltenen Ausdrücden für bie zur bene 
bev xz parallele Veränderung die Gleichung: 


d? „ dz? „ d ’ 
Ft RD ARD HD 


Zür die Henderung, welche parallel zur Ebene der yz ftattfindet, ergibt 
fih ebenfo die Gleichung: 


F 9 Hd at DE HRT = 


Ferner folgt als Aenderung w erften Aenderungsgeſetzes für bie zur 
Ebene der xz parallele Richtung, welche durch bie Aenderung von y 
veranlaßt wird, ber nnd : 


. dz dz " 
F', (x, y,z) — nn Anis +F ı(X, Y» 2) — dx tr 6. 5, y. * 


+F' HFC, 
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und ebenfo als Anderung bed exften Aenderungsgeſetzes für bie zur 
Ebene der yz parallele Richtung in Bezug auf die Veränderung von x, 
die Gleichung: 


F, rg +P 1,2) 54 a RE ir 





+F DSH FFu(x,y,2)=0, 
welche offenbar ganz biefelbe tft, wie die vorhergehende. 
Zieht man num aus dieſen Gleichungen bie Werthe von 
dz dia dir 
dx’ dy2’ dxdy’ 


und ſubſtituirt fie in den oben erhaltenen Ausdruck des zweiten Geſetzes 
ber Goordinatenänderung für eine beliebige Niehtung, fo wird man mit 
Einführung der Bezeichnungen: 


„ une dF , 
für, (&,y,2) ) Sa für ı(X,Y,2) , dx dy er 7 (X, 2) 


u. ſ. f. und mit der Beachtung des frühern erften Aenderungsgeſetes: 
dz dx , dz  dy __ dz 
dx ds "dy ds ds’ 
fowie der zweiten Potenz desſelben: 
dz\2rdı\?, „dz dz dx dy dz1\2/7dy\?2._ydan? 
») GA) RE war) SE) 


nach einigen Reductionen den Ausdrud erhalten: 


dF ds __ [OR dm, dr dyt , der da 
dz dd  Ld ds dy? ds? dx? da? 


d2F dz dx dZE dz dy d?F dx dy 





+2 ar dnde is dst” dydz ds ds  “dxdy ds ds|’ 
und mit Einführung der Zunchionen cos, cos @, cosy für 3 
. 11, mh 


6* 
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dF] d?z  d@F 
dı ist m 


d?2F d?F „ d42F 
+27 1, se cosß+27, gay +2, 608 ß cos y—0 


9 
co? «+ oT: 4 ri cos? y 











ber allgemeine Ausdruck des zweiten Aenderungsgeſetzes der Coordinaten 
in dem Punkte xyz einer gegebenen Fläche. 


$. 36. 


Aus den im Vorhergehenden erhaltenen Kormen des zweiten Aende= 
rungsgeſetzes laſſen fich nun wieder für die Geſtalt der Fläche in der 
Umgebung des Punktes M Ahnliche Schlüffe ziehen, wie fie oben für die 
Gurven abgeleitet wurden. Zu biefem Zwede erſetzt man jedoch der 
einfacheren Anfchauung wegen die Veränderliche s beffer durch ihre Pro— 
jeetion s, in ber Ebene ber xy und die Winkel « und 8 durch den 
Winkelw ($.32). Man erhält dadurch für die Gleichung: z=flx,y) 
ber gegebenen Fläche das zweite Aenderungsgefeb: 
d2z 


Fre mi, (x,y)co2w-+2f",.‚.(x,y) sinw cosw-+t-f",(x,y)sinw , 


2 . . 
und fchließt daraus fogleich, Daß wenn nr für jeden Werth von w 


zwifchen O0 und J 76 poſitiv iſt, die Fläche der Ebene ber xy bie ge 


wölbte Seite zumendet, weil in diefem Falle z für jede Richtung in 
einem ftärferen Wachsthum begriffen tft, al8 bei der berührenden Ebene, 
Das Entgegengefegte wird natürlich flattfinden, und die Fläche ihre 
hohle Seite der Ebene der xy zu kehren, wenn jene Function für jeden 
zwifchen 0 und 5 re liegenden Werth von einen negativen Werth 
erhält. Damit ftehen ferner die Bedingungen zur fichern Erkennung 
und Untericheidung Des größten und „Heinften Werthes der Veränder⸗ 
lichen z, fowie die der Wendepunfte oder Wendelinten in Ber- 
bindung. . Es würde uns jedoch hier zu meit führen, in alle dieſe 
Folgerungen näher einzugehen, und den Einfluß, welchen jedes der 
drei Glieder: 


„ d2z ” d?z „ d?z 
f (KY)=azr ’ Ci ern ’ Bayer | 
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auf das Zeichen und den Werth von nz und mithin auf die aus dem 


zweiten Aenderungsgeſetze zu chenden Gegebniffe hat, auseinanderzu- 
ſetzen; ich will mich deßhalb auf ben Fall befchränfen, in welchem ber 


Werth von dr Ru wird 
.ds2 ‘ 
Die Gleichung : 


2 
m=t. (x, V cos? w 42 (x,y)cosw rn sin? = 0) 
gibt mit cos? w dividirt, und wenn man 2, für tang w einführt und 


in Bezug auf diefe Größe ordnet: 
dy\?. d m 
E) HEN HRITEaNAr N 


und wird in diefer Form dazu dienen, den Werth von nu zu beftim- 

men, für welchen, oder die Richtung, nach welcher jene Vorausſetzung: 
2 

m —=( flattfinden, nach welcher alfo die Fläche mit einer Geraden 


eine Berührung zweiter Ort ming eingehen kann. Bezeichnet man der 
Kürze halber fx, (X, Y)N, Fıy(x,y) und f’,(x,y) der Reihe nad) 
mit r, s, t, fo wird Die a herghende Gleichung 


4 2:21 tr=0 ; 
und die allgemeine Auflöfung gibt: 


Aus dieſem Werthe folgt, daß es zwei ſolcher Richtungen gibt, wenn 
für den Punkt M bie Differenz s?’— rt poſitiv iſt, daß nur eine vor⸗ 
handen ift, wenn.man 2 —rt==0 findet, und daß jene Vorausfegung 
nach Feiner Richtung ftattfinden kann, wenn dieſelbe Differenz einen 
negativen Werth erhält. Für ben befondern Fall, wo r=0 ohne daß 
zugleich auch s—=O iſt, wo alfo die Fläche in einer zur Ebene ber xz 
parallelen Richtung eine Wendung macht, ergeben fih die Werthe: 
dy dy _ 28 

Fr, | 
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es findet dann die obige Vorausſetzung immer in zwei Richtungen ſtatt, 
von denen bie erſte zur Ebene der xz parallel iſt. Bet ben im Ein- 
gange des vorigen $. erwähnten Flächen, welche durch die Bewegung 
einer Geraden entftehen, muß es in jedem Punkte, alfo unabhängig 
von jebem befondern Werthe ber Coordinaten, wenigſtens eine Richtung, 


bie Richtung der erzeugenden Geraden geben, in welcher Rt iſt; 
für dieſe Flächen muß alſo allgemein 

s2 — rt > oder —0 
fein. Wenn das Iebtere ftnttfindet, fo gibt es in jebem Punkte nur 
einen Werth für ni aus ber vorhergehenden Gleichung, unb bie 


entiprechenden Flächen befiten bie Eigenſchaft, in eine Ebene ausgebreitet 
werben zu können; man nennt deßhalb die Bebingungsgleichung : 


dz 12 d?z d’z 
2. = — — mu 0 — — 
sort ober (5) ia 50 


bie bezeichnenbe Gleichung der entwickelbaren Flächen. 


$. 37. 
Zwei Flächen werben eine Berührung zweiter Ordnung unter fich 


eingehen, wenn in dem gemeinfchaftlichen Punkte das zweite Geſetz der 


Goorbinatenänderung für beide nach jeder Richtung basfelbe iſt. Diefes 
Geſetz aber enthält in feiner einfachiten Form drei Glieder, bie brei 
vorhergenannten abgeleiteten Yunctionen zweiter Ordnung r, s, t, von 


benen bas erfte Die Aenderung bes erften Gefehes ber Gonrbinatenände-. 


rung nach einer zur Ebene der xz parallelen Richtung für biefe Richtung 
felbft, und das dritte ebenfo die entfprechende Aenderung des erften 
Geſetzes für eine zur Ebene der yz parallele Richtung ausdrückt, wäh- 
rend das zweite Glied s ſowohl bie Aenderung der in einem zur Ebene der 
xz parallelen Schnitte ftattfindenden erſten Gosrdinatenänderung für ben 
Nebergang von einem folchen Schnitte zu einem benachbarten, ald auch 
bie Aenderung der in einem zur Ebene ber yz parallelen Schnitte flatt- 
findenden eriten Goordinatenänderung für eine zu bemfelben fenkrechte 
Richtung darftellt. Es müflen alfo für eine Berührung zweiter Ordnung 
nicht nur die beiden Glieder des erften Gefehes der Coordinatenänderung, 
fondern auch die drei Glieder bes zweiten Aenderungsgefehes für beide 
Flächen in ihrem gemeinichaftlichen Punkte gleich fein; man erhält 
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daher im Ganzen ſechs Bebingungsgleichungen für eine ſolche Beruh⸗ 
rung, nämlich: 
F(a,b)—f(a,b) F,(a,b)=f, (a,b) F',(a,b)=f,(a,b) 
F’,(a,b)—=f",(a,b) F’.,‚(a,b)—f”,, (a,b) F’,,(a,b)=f”,(a,b) 
worin a und b die Soorbinaten ber Projection bed gemeinfchaftlichen 
Punktes in ber Ebene der xy bezeichnen, und bie Gleichungen ber bei- 
den Flächen unter ben Formen 

z,=F(x,,y,) z=f(x,y) 
vorausgeſetzt find. 

Aus ber Zahl diefer Bedingungsgleichungen folgt fogleih, daß 
eine Kugel mit einer andern Frummen Fläche Feine Berührung zweiter 
Ordnung "eingehen fann; denn ihre Gleichung enthält in ihrer allge 
meinften Form: 

(x-e)? +(y— PB)? + (2-7)? 
nur vier unveraͤnderliche Größen (bie drei Coordinaten &, 8, y ihres 
Mittelpunftes und den Halbmefler 0), von weldyen ihre Lage und Größe 
abhängt, und es tt deßhalb im Allgemeinen unmöglich, den obigen 
ſechs Bedingungen durch die Gleichung einer Kugel gleichzeitig Genüge 
zu leiften. Durch die Gleichung eines Ellipſoids Tann dies jeboch auf 
beliebig viele Weifen gefchehen, da diefe in ihrer allgemeinften Form: 
Ax2+By+C22+Dxy+Exz+Fyz+Gx-+Hy 
+Kz +L=0 


neun nothwendige conftante Factoren enthält. Man kann bemnach 


dabei eine Beſchraͤnkung eintreten laffen, und entweder ben Mittelpunkt 
des Ellipſoids im Anfangspunft der Goordinaten annehmen, wodurch 
die obige Gleichung auf 


Ax2 By 022 Dxy+Exz+Fyz+L=0 


zurückkommt, ober bie Achfen des Ellipfoids zu jenen ber Coorbinaten 


parallel vorausſetzen, in welchem alle feine Gleichung die Form: 
Ax2ıBy2+C22+6Gx+Hy+Kz-+L=0 
annimmt s in jeber biefer beiden Formen enthält Die Gleichung ſechs 
nothwendige conftante Goeffizienten. 
Mit der Krümmung eines Ellipfoids in einem beliebigen Punkte 


deöfelben find wir indeſſen nicht vertraut genug, um fie ald Maaßſtab 
anzunehmen; wir unterfuchen deßhalb die Krümmung einer Fläche in 
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einem gegebenen Punkte berfelben nach beftimmten Schnitten, und zwar 
nach folchen Schnitten, welche durch normale Ebenen gebildet, und auch 
Rormal- Schnitte genannt werben. 

Die Durchſchnitts-Gerade einer folchen Schnittebene mit der Tan- 
gential-Ehbene in dem betreffenden Punkte der Fläche ift Die Tangente des 
Ktormaljchnittes und ihre Projection in der Ebene der xy die Tangente 
ber auf dieſelbe Ebene proficirten Schnitteurre, deren Gleichung die 


Form: 
y=f(x) 


erhalten und durch ihr erſtes Aenderungsgefeh: | - bie Richtung be— 


ſtimmen wird, nach welcher das zweite Geſetz der Coordinatenänderung 
für die gegebene Fläche und die berührende Kugel übereinſtimmen muß, 
wenn die letztere die Krümmung der erſtern nach jenem Normalſchnitte 
meſſen ſoll. Das erſte Aenderungsgeſetz muß offenbar für beide Flächen 
nach jeder Richtung dasſelbe fein, und man erhält Dadurch zur Beſtim— 
mung der conftanten Goeffizienten in der Gleichung der berührenden 
Kugel zuerſt die drei Gleichungen: 


(x— eo? +(y—P)?+(2—-Y”=o , 
+0, 1-PtG-N) = 


welche die Berührung erfter Ordnung bedingen und ausdrüden, daß der 
Mittelpuntt diefer Kugel auf der Normalen des Berührungspunftes Ttegen 
muß. Die Berührung zweiter Ordnung nach der Richtung des betref⸗ 
fenden Normalſchnittes, alſo nach einer Richtung, deren Projection in 
der Ebene der xy mit ber Achſe der x einen Winkel w bildet, für _ 
welchen man hat: 
lang w = day 
dx 


gibt Die vierte Gleichung: 








dx,? it 
oder: 
dAz, _ d2z + dy d2z dy 
dx, ja3t? dx Ay )=3 sat 2 x dy Ho (H- 





weiche für unſere aa die Form erhält: 


d 
14 gdada Igu+ (+5) Ig’w ++ 


dx!‘ dxdy —— a8’ 0) (2). 


Ya 


9 _ 
Seht man dann wie oben zur Abkürzung: 
da), LM, My, Bi 
dx Po ya ’ dx? ° dxdy °  dy? 
und zieht den Werth von z—y heraus, fo ergibt fich 


1+p?+2pgtang wo +(1 + q?)tang? w 9.9 
 r+2stang w —+-ttang? ) 


und damit folgen aus den erften Gleichungen die Werthe: 
x—a=pQ , y-P=q0 


e=+ 0 yI+RFR= n 


wortn V’ diefelbe Bedeutung hat, wie in $. 34, 


Läßt man nun tang w von O bis oo ftettg wachen, jo wird fich 
auch o ftetig Ändern; das Geſetz dieſer Aenderung wird, wie bei ber 
Ordinate einer Curve, durch bie erſte abgeleitete Function des Werthes 
von o in Bezug auf tang w ausgedrückt werben, und biefer felbit dem: 
nach ein größter oder Hleinfter fein, wenn bie genannte Function das 
Zeichen ändert, aljo durch den Werth: Null geht. Macht man, um 
dies zu unterfuchen, für einen Augenblick 


. A 
lang w=y , 0=7 , 











1 y—=— 


und 


jo ergibt fich zuerft 
Fi vifnte 
und nach dem Werthe von Q, 
d. _2Bfpg+i+gq)y]— 2AC-+ty) 
— Br 


dy 


*) Diefer Werth nimmt die einfachere Form: 
- 0- 1 _ 
 rcos’« +23 cos« cos B-Ft cos? 8 
an, wenn man bie Richtung der Berührung durch die Winkel @, £,.y be: 
fimmt, und das erfle Aenderungsgeſetz: 


p cosa-+-u c0osß=cosy 
beachtet, 
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Die Bedingung —9 =(0 = -— fir einen größten oder kleinſten 


Merth von o wird demnach 
B[pga + i+gQ)yYJ—AlsHtY)=0; 


und gibt zuerft 
A_pati+)y —Q; 
BB s+ty 
führt man aber für A und B ihre Werthe: 
A=1+p?+2pgqyY +(i+g)y? 
B=r+2sy-+ty% 
ein, und orbnet in Bezug auf y’, fo entfteht die Gleichung: 
LÜ+g9)s— pa] y?+Lri +99) — 1(14p9)] y — [st1+-p?) — par] =0, 
welche zeigt, daß es im Allgemeinen immer zwei Werthe für y’ oder 
tang co, aljo auch zwei Richtungen ober zwei Normalfchnitte gibt, für 


welche die obige Bedingung ftattfindet. Zieht man dann aus dem zuletzt 
erhaltenen Werthe von Q den Werth von y: 


und bringt ihn in ben erften Werth von Q, nachdem berfelbe als 
Gleichung nach y’ geordnet, die Form: 

1+pP—rQ —2(pq—sQ)y+li+gP—1Q0)y?=0 
erhalten hat, ſo wird nad) einigen Reductionen 

(1+P—rQ) A +9 —tQ9)— (pg—s0)?=0, 

und wenn man entwicelt und in Bezug auf Q orbnet, 
(ts)? — Ti +pP)t—2pgs+Al+Nr]Q+1+P +0. 
Aus diefer Gleichung ergeben fih im Allgemeinen zwei Werthe für 


Q, und folglich auch zwei Werthe für o, von denen je einer einem der 
vorher gefundenen Werthe von y’ oder tang w entipricht. 


$. 38. 


Die Verhäaͤltniſſe zwiſchen dieſen Werthen find indeſſen leichter zu 
burchfchauen, wenn man die Shene der xy zu ber berührenden Ebene 
in dem betreffenden Punkte der Fläche parallel legt, wodurch in jenen 
Werthen und ihren Berhältniffen natürlich nichts geändert wird, als bie 
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Form, welche viel einfacher werden muß, ba nun bie Tangenten an ben 
Normaljchnitten zu ihren Projectionen parallel werden, und der Winkel 
zwiſchen zwei biefer Iehtern auch dem, von ben Tangenten oder von den 
entiprechenden Normalfchnitten gebildeten gleich if. Durch biefe Ber- 
änderung in ber Lage ber Eoordinaten wird für ben betreffenden Punkt 
dz 

Fri, =0, dy I1=0 ’ 
und man erhält zur Beitimmung der Werthe von y’ oder tang w, 
welche einem größten ober Fleinften Werthe von go entiprechen, bie ein- 
fache Gleichung: 

yı-—y-1=0, (2. 


aus berem letztem Gliede für das Product der beiden Wurzeln ber 
Werth: —1 folgt. Bezeichnet man demnach diefe beiden Wurzeln mit 
tang w, und tang ws , fo iſt 


1 
tang a, tang ww —=— 1, Y=NtZn7 > 


bie beiden Richtungen ober Normalfchnitte, welche einem 
größten ober Eleinften Werthe von o entfprechen, bilden 
folglich in jedem Punkte einer Fläche einen rechten Winkel 
unter ſich. 
Der Werth von o wird nun bie Form annehmen: 
_ın i+Y? 

en Bee rer) 
und bie Gleichung, melche die beiden Werthe von o enthält, ſich auf 

(rt—2)o®?—(r+H)o +1=0 (b. 


rebuziren, ober wenn man die Krümmung — einführt, die Form: 


x? — (r+Ht)x+rt—s2—=0 (e. 
annehmen. Sind dann o, und os bie beiden Werthe von o und x, , x3 
bie entfprechenden von x, fo hat man 


1 1 
—. oo =ri—8?; 
0ı Os ur 
die beiden Krümmungshalbmefler oder die beiden Krümmungen haben 


denmach dasſelbe Zeichen ober find nach berfelben Seite gewendet, wenn 
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für den betreffenden Punkt der Fläche rt—s2? 0 tft; die Krüm- 
mungen ber beiden Normaljchnitte find dagegen in Bezug auf die Ebene 
der xy entgegengejeßt gerichtet, wenn rtt— s?<0 ift, und für t —?—0 
wird entiweder eine ber beiden Krümmungen oder beide zugleich Null, 
bie berührende Ebene geht dann entweder nach einer Richtung oder nad 
allen eine Berührung zweiter Ordnung mit der Fläche ein. Findet 
die Gleichung rr— 20 fir alle Punkte der Fläche ftatt, alſo 
unabhängig von jedem befondern Werthe der Goordinaten, jo gibt 
es in jedem Punkte dev Fläche wenigſtens eine, aber, mit Aus- 
nahme der Ebene ſelbſt, im Allgemeinen auch nur eine Richtung, in 
welcher die Krümmung Null ift, nach welcher alfo eine Ebene oder eine 
Gerade eine Berührung zweiter Ordnung mit der Fläche haben kann, 
und es folgt daraus, wie wir fehon oben aus dem zweiten Gefebe der 
‚Goordinatenänderung gefchloffen haben, daß 


rtt— s®?—( 


bie bezeichnende Gleichung für Die entwickelbaren Flächen iſt. 

Wir haben ferner dort gefehen, daß wenn rı—52>>0 ift, es feine 
Richtung gibt, nach welcher zwifchen der Fläche und der berührenden 
Beraden eine andere als eine einfache Berührung ftattfinden kann; tm 
dieſem Falle tft der eine Werth von o ein größter, ber andere ein 
Heinfter. Dat man dagegen rt—s?<_0, fo gibt. e8 immer zwei Rich- 
tungen, nach welchen eine Gerade in einer innigeren Berührung mit der 
Fläche fteht, für welche alfo die Krümmung Null iſt; in dieſem Kalle 
haben die beiden Werthe von o oder x, wie fchon bemerkt, entgegen- 
geſetzte Zeichen, und die legtern find nun beide größte Werthe, oder 
die von o beide Heinte Werthe. Denn leitet man aus dem Werthe 
von o, in y’ ausgedrückt, das zmeite Aenderungsgefeh in Bezug auf y 
ab, fo findet man mit Beachtung der Bedingungsgleichung : 


s(y?—1)+(-H)yY=0 


und indem man den Nenner r+2sy’—ty’? durch B erſetzt, den 
Ausdruck: 


und wenn man dann die Werthe von y’ aus der Gleichung (a) ein- 
führt, welche find: 


J VEnAsa nt Ve—)?+482 


— 
. — — — — 
2 


5. Dur Tu aan 
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fo zeigen bie Ausbrüde: 
0 _ 58 Ve HR a __,YEy'r4s 


TH nt mr, 
daß wenn die beiben Werthe von o gleiche Zeichen Haben, in den vor- 
Rehenden Gleichungen alfo die beiden obern, oder bie beiden untern 
Zeichen gelten, ein Werth von o ein größter, der andere ein Eleinfter tft, 
daß dagegen beide Fleinfte find, wenn die Werthe von go entgegengefehte 
Qualitäten, die Krümmungen alſo entgegengejette Richtungen haben, da 
alsdann in der erften Gleihung nur das obere, in der zweiten nur das 
untere Zeichen genommen werden Tann. *) 

Für den Fall endlich, daß ri— s?—0 ift, gibt die Gleichung (c) 


—(r+Ht)x=0, n— a=r+t, 
woraus wider „= X, 03 — — folgt. Für y’ ergeben ſich unter. 
derielben Vorausſetzung bie a = und — — „ son benen ber 


letere, welcher auch gleich — = ift und dem Werthe 0, —@ ent 


fpricht, den Nenner B auf Null bringt, alfo fowohl das erſte als das 
zweite Aenderungsgefeb von o in Bezug auf y’ unendfich macht. Der 
erfie Werth Dagegen gibt 

Fe + U 

dy6(7ꝓ 1)3 
und zeigt, daß der entſprechende Werth von o ein kleinſter iſt, da man 
dad obere Zeichen nehmen muß, wenn r und t pofitiv, das untere, 
wenn fie negativ find. 


*) Die Gleichung (b) nimmt nämlich für diefen Fall die Form an: 
(—ri)e! +(r+i)oe—1=0 
und gibt die Werthe: 
„Vetwtieond. 
= mt ga 

es iſt alfo Ve+l°+4e—r) = Ve-y+4s>r+t, und 
dem poftliven Werthe von o entfpricht die pofitive, dem negativen bie nega- 
‚te Burzelgröße Ver-v Ast. 
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6. 39. 

Bei ben Gurven, welche auf einer gegebenen Fläche burch ebene 
Schnitte entftehen, die durch die Normale eines beftimmten Punktes ber 
Fläche geführt werden, fallt in biefem Punkte Die Normale zur Aläche 
offenbar mit dem Krümmungshalbmefler oder mit der Dauptuormale ber 
Curve zuſammen; fobald man fich aber in einem folchen Schnitte von 
jenem Punkte entfernt, ober irgend einer andern Frummen Linie auf ber 
gegebenen Fläche folgt, fo wird dies im Allgemeinen nicht mehr ftatt- 
finden; es werben vielmehr die genannten Normalen einen Winkel ı, unter 
ſich bilden, deſſen Gofinus leicht durch die Winkel beftimmt werden kann, 
welche diefe beiden Geraden mit den drei Coordinatenachſen einſchließen. 
Sind nämlih A, u, » biefe Winkel für die Normale zur Yläche, 
X, w, »v bie für die Hauptnormale ber Curve, fo ift bekanntlich 

c08 3) = 008 4, cos A -}- cosu cos + cos» cosy , 
umb man findet damit und mit den in 6.6.30 und 34 erhaltenen Wer⸗ 
then von cosA’, cosw, Ccosy, 008), Ccosu, cos v, wenn bie 
Gleichungen der gegebenen Fläche und bee barauf hbefchriebenen ober 
durch irgend einen Schnitt entſtandenen Curve unter den Formen: 


FKana=0, | Zn 


vorausgeſetzt werden, 
dx dy dz 

ar 5 I. dF "%) 

dx — +7 ra 3J: 


und wenn bie Form z—=ffx,y) für die Gleichung ber Fläche ge- 
wählt wird, . 


—* dr „4 
_y ( “ds dz ds "ds _ 
ByZroKgz' is *%y' ds ds?’ 

in welchen Ausdrüden V und V’ die in $. 34 angenommene Bebeutung 
haben. Bergleiht man dann den in den Klammern eingefchloffenen 
Factor des zweiten Gliebes in dem lebten Ausdrucke mit dem zweiten 
Gefebe der Goordinatenänderung in Bezug auf bie unabhängige Der- 
änderliche s ($. 35), fo ergibt fich 


cos y —=Vgo 


dz 4a dx dy 
d.7 dz d. 15 dz ds 


— -.,- 05° r 008? a 4-25. cos eos +1 0082 9, 


% 


und da zufolge ber Anmerkung in 6. 37 das zweite Glied biefer Glei⸗ 
hung auf r zurüdfommt, fo. erhält man mit der Beachtung, daß ber 
Werth von V’ mit doppeltem Zeichen verfehen ift, 


Vo 0 
ey N ey my. 


- 


Dezeichnet man dann ben Krümmungshalbmeffer des Normalfchnittes, 
welcher mit der auf der Fläche befchriebenen Curve in bem betreffenden 
Punkte dieſelbe Tangente gemeinfchaftlich hat, mit P, fo Hit nach dem 
Borhergehenden Q 


v 2) 
und man ſchließt daraus bie einfache Beziehung: 
e=Peoay; 


P= 


demnach tft der KRrümmungshalbmeffer einer auf einer 
gegebenen Fläche befchrichenen Eurve in irgend einem 
ihrer Punkte gleich der Brojection des Krümmungshalb— 
meffer8 des durch die Tangente ber Curve geführten Nor- 
malſchnittes auf die Krümmungseb ene der Curve. Umgekehrt 
hat man auch 


cos ‚, K=xosy; 


denkt man fich Daher die Krümmung X des Normalfchnittes, fowie bie 
Krümmung x ber auf ber Fläche befchriebenen Curve durch entfprechende 
- Längen auf den Krümmungshalbmeflern vorgeftellt, fo ift Die Krüm- 
mung des Normalſchnittes gleih der Projection ber 
Krümmung der Surve auf bie Ebene bes Normalſchnittes, 
und die Krümmung bet Curve wählt, wie bie Secante des Winkels y, 
ben ihre Krümmungsebene mitt ber Ebene des Normalfihnittes einſchließt. 
Iſt diefer Winkel gleich Null, fo iſt cos y—=secy—=1, und bem- 
nach, wie ſchon bemerkt, 


e=P, x=K; 
für yv=4% wird o=0, —=@ , bie Curve geht dann in einen 
Punkt oder in zwei zufammenfallende Gerade über. 
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Umgefehrt wird die Gleichung: 


Q v 
e=P= yr oder »-=K, 
auch die Bedingung ausdrüden, daß bie Krümmungsebene einer auf 
einer Kläche gezogenen Curve durch die Normale der Fläche geht, oder 
daß diefe Testere zugleich Hauptnormale der Curve tft, welche wir nun 
wegen der Gleichheit der Krümmungen Krümmungscurpe der ge- 
ebenen Fläche in dem betreffenden Punkte nennen wollen. 
Sol daher eine auf einer Fläche verzeichnete Curve dieſe Eigenſchaft in 
affen ihren Punkten befiten, diefe Curve alfo durchaus eine Krüm— 
mungscurve auf dieſer Zläche fein, fo muß die obige Bedingung 
unabhängig von jebem befondern Werthe der Coordinaten erfüllt werben. 

Diefe Bedingung wird jedoch einfacher dadurch ausgedrüdt, daß 
man ben Cofinus ded Winkels zwiſchen der Normalen zur Fläche und 
einer Normalen zur Krümmungsebene, welcher offenbar das Gomplement 
des Winkels u ift, gleich Null ſetzt. Man erhält auf diefe Art und 
indem man die Winkel, welche die Normale zur Krümmungsebene mit 
den drei Goordinatenachfen bildet, Durch A,, A,, », bezeichnet, zuerft 


sin a) = cos A cosA, + cos u cos, 4 cosv cosv,—(0 , 


“und dann mit den Goeffizienten der oben gefundenen Gleichung der 
Krümmungsebene, welche den Zunctionen cos A,, cos u,, cos », Pro= 
portional find, ſowie mit den öfters vorgefommenen Werthen von cos A, 
cos u, cos», die Gleichung: 

dyd’z dzd’y\dF (dıd’x dxd’z rn aa )ir 


— — — — 


dsds? dsds? 


— — — — — — — — — 


dsds’ dsds’ Jdx dsds®_ dsds' 


welche der Form F(x, y, z)=0 ber Flächengleichung entipricht, 
ober für bie Form z=f(x.,y) diefer Gleichung den Ausbrud: 


dyd’z dadıy\dz dzd’x _dxd’z\dz dx d’y _4yd’x 


dsds® dsds?)/ dx dsds’ desds? dy dsds® dsds® 


Bringt man fodann diefe Gleichungen unter die Formen: 


dyrdFd?z dFd*’x dx (dFd’y dFd?z dFd’x dFd'y\ _ 
ds\_ dxds® vie)tz tz 


— — — — 


dz ds’ dyds? dyds® dux dsꝰ 


und 
dz dizı d’x dz dz d?z 1 5 dzrdz d’y dzıd?x 9 
dx ds? +) 1 dyds® + 3? dxds® dy: m) 
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oder bie leßtere wieder mit Benügung ber frühern Bezeichnungen unter 
die Form: 


Er, d?x d2z ‚y 
Pisa +) (1 ur: cosa ⸗ (ir, 


ſo fieht man, baß denſelben unabhängig von ben brei Winkeln a, #, y; 
d. h. unabhängig von der Richtung, nach welcher fich bie Krümmungs- 
curve wenden foll, Genüge gethan wird, wenn man bie drei Gleichungen: 


dF d2z dEF dx d?z d?x 


dx ds "I da Pas T Tan 
dFdOy dFdz_ dz | diy_ 
de dd” Yin or It ga 
dF dx dFd:y ey x, 
dydsa dxds - Pia 1157 


befriedigt. Bon biefen drei Gleichungen tft aber jede eine Folge ber 
beiden andern in berfelben Reihe, was am einfachften daraus gefchloffen 


wird, daß wenn man in der erſten Reihe die erſte mit T „ bie zweite 


mit n, die dritte mit *. in der zweiten Reihe die erſte mit q und 


die zweite mit — p multiplicirt, die Summe von allen dreien in ber= 
jelben Reihe Null wird, Es genügt alfo an zwei dieſer Gleichungen, 
um die obige Bedingung zu erfüllen, und man wird leicht einjehen, daß 
fie, was ihre Bedeutung betrifft, das zweite Gefek ber Coordinaten⸗ 
änderung für bie Krümmungscurve in Bezug auf bie unabhängige 
Veränderliche s ausbrücden, ober die abgeleiteten Gleichungen zweiter 
Ordnung der Profectionsgleichungen jener Curve vorftellen. 

Diefe Gleichungen nehmen eine viel weitläufigere, aber leichter zu 
beutende Form an, wenn bie unabhängigen Veränderlichen getaufcht 
werden. Will man 3. B. in der dritten Gleichung ber zweiten Reihe x 
als unabhängige Veränderliche einführen, fo muß man diefelbe zuerft 
unter die Formen bringen: 


q dy dx 
"ds "ds _ r(dy nen (ut In 
DT Piss Isa Ad Isaa) 


Decher, Handbuch ver Mechanik L 


, 08 
ds* aa d?x 
wenn man num den lebten Ausdrud mit * multiplizirt, und 5*0 


2 
I _y, 2 _y fest, fo wird berfelbe 
„Yds\? ds ds . 
vv (2)- ser -D=0; 
en » s ds. d?s , 
endlich führt man für 2) und + 3 ben Werth: 


(2)=1+G + =14y’+6+ay) 


und deſſen erfte Ableitung : 
a eV HEHNICHBY Hirte) 
ein, und findet nad) einigen Reductionen den Ausdruck: 
.) (Ad+P+P)yY"+la—pyY)(r+2syY+tiyY?)=0 
als zweites Gefeb der Coordinatenänderung, welche parallel zur Ebene der 
xy und in einer durch die Function J beſtimmten Richtung ſtattfinden 
muß, damit bie entſprechende Curve auf der Fläche eine Krümmungs- 
curve tft, 

Der aus der vorhergehenden Gleichung fich ergebende Werth von y” 


2 
oder —! wird Null, einmal wenn man 


py—p=0 oder =, 
nimmt, und dann wenn 
r+2syY-+ty?=0 

gefet wird, Der erfte Werth von y’ tft bie Tangente des Winkels, 
welchen ber zur Ebene der xy fenfrechte Normalfchnitt mit der Ghene 
der xz bildet; der Riß diefer Schnittebene oder die Brojection der Tan 
gente dieſes Normalfchnittes in der Ebene ber xy hat demnach mit ber 
Projertion unjerer Krümmungseurve nach diefer Richtung eine Berührung 
zweiter Ordnung; biefe Profection macht alfo hier eine Wendung, ober 
fie iſt ſelbft eine Gerade und in diefem Falle die Krümmungscurve eine 
ebene Curve. Die zweite ber obigen Gleichungen febt voraus, daß die 


Kruͤmmungscurve in einer Richtung genommen wird, nach welcher bie 
Fläche felbft eine Berührung zweiter Ordnung mit einer Geraden ein- 
geht, oder nad) weicher eine Gerade mit der Fläche ganz zufammenfällt, 
Findet blos das erftere ftatt, fo macht die Projection der Krümmungs- 
curve wieder eine Wendung; im zweiten Falle tft natürlich die Krüm- 
mungscurve felbit, aljo auch ihre Projectton eine Gerade. 


2 
Der Werth von y” ober — wird aber auch Null, und zwar un= 


abhängig von ber Richtung, welche man einfchlägt, wenn gleichzeitig 
p=0 und q=0 wird, alſo in jeden Punkte, wo die Tangential-Ebene 
zur gegebenen Fläche mit ber Ebene der xy parallel iſt; in einem 
folchen Punkte macht aljo die Projection der Krümmungscurve für jede 
Richtung eine Wendung oder fie wirb für bie eine und die andere 
Richtung- eine Gerade, die Curve ſelbſt alſo eine ebene. 

Soll endlich bie Krümmungscurve, melde man fucht, die der 
größten oder kleinſten Krümmung für jeden Punkt der Fläche fein, durch 
welchen fie gezogen wird, fo muß man in dem vorhergehenden ziveiten 
Aenderungsgefete (d) den entfprechenden Werth von y’ aus den amt 
Ende des $. 37 erhaltenen Gleichungen einführen, indem burch diefen 
die Richtung der größten oder Tleinfter Krümmung beftimmt wird. 
Sehr oft werben nur biefe Linien der größten oder Heinften Krümmung 
Krümmungslinien genannt. 

Die Krümmungssurven überhaupt Tann man fich auf einer Fläche 
dadurch erzeugt denken, daß ein vollfommen biegfamer Faden durch 
zwei beliebige Punkte über die Fläche gefpannt worben fei, und dabei 
feine Reibung ſtattfinde; denn es iſt faft von felbft einleuchtend, daß 
für diefen Baden die Hauptnormale In jedem Punkte ſenkrecht zur Fläche 
fein wird, und daß der zwifchen den beiden Punkten Tiegende Bogen 
ber Fadencurve kürzer oder langer fein wird, als bei jeder andern Curve, 
welche man durch diefelben zwei Punkte auf der gegebenen Fläche ziehen 
kann. Wir werden bephalb bei der Unterfuchung über Die Bewegung 
eines Punktes auf einer Fläche und über das Gleichgewicht eines voll- 
kommen biegfamen Fadens auf diefe Krümmungscurven zurüdfommen. 


$. 40. 


Die vorhergehenden Betrachtungen über die Gefeke der Coordinaten- 
änderung einer Curve ober Fläche laffen ſich nun aud auf jede andere 
Function anwenden, welche eine Beziehung zwiſchen ftetig wachfenden 
der abnehmenden Größen ausdrüdt, und welche, wenn man will, 
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immer durch eine Curve ober Fläche anfchaulich dargeftellt werben Tann, 
fo lange die Zahl ber Veränberlichen nicht größer ift, als drei. Die 
erfte Abgeleitete einer folchen Function wird immer das erfte Geſetz ber 
gegenfeitigen ftetigen Aenderung jener Größen für einen beftimmten ober 
beliebigen Werth ber unabhängigen Veränderlichen darftellen, d. h. fie 
wird angeben, in welchem Berhältniffe die im Entſtehen begriffene Aen- 
derung bed Werthes der Function zu: ber Aenderung des Werthes der 
unabhängigen Veränderlichen vor fich gehen will; bie zweite abgeleitete 
Function wird ebenfo angeben, in welchen Verhältniſſe fich dieſes erfte 
Nenderungsverhältnig oder Aenderungsgefeh zu ändern im Begriffe fieht, 
alfo das zweite Aenderungsgefeh ber gegebenen Function ausbräden, u. ſ. f. 
Solche FZunetionen find 3. B. die Gleichungen, welche bie Ränge eines 
Bogens, den Flächeninhalt einer Kläche, ben Raumtnhalt oder bie Lage 
bes Schwerpunftes eines Körpers durch die Coordinaten der Begrenzun- 
gen ausdrüden; die Abgeletteten derfelben zeigen dann, in welchem 
Verhältniſſe fih die Länge des Bogens, ber Flächen- ober 
NRauminhalt, oder die Lage des Schwerpunftes mit der 
Erweiterung einer oder mehrerer Grenzen aͤndert oder 
zu ändern im Begriffe ſteht. 

Im Laufe unſerer Unterſuchungen über Gleichgewicht und Bewegung 
werden wir noch vielen andern ähnlichen Funetionen begegnen, und 
unter biefen auch folchen, bei denen eine der Beränderlichen oder die 
Function ſelbſt für gewiſſe Werthe der unabhängigen Veränderlichen 
einen größten ober kleinſten Werth erhalten kann, wie wir ſchon bei 
der Beſtimmung der Krümmung der Flächen einen ähnlichen Ball ge— 
feben haben. In allen diefen Fällen werben dann auch die Bedingungen, 
die oben für das Vorhandenſein eines größten ober Fleinften Werthes ber 
Drdinate einer Curve oder Fläche gefunden wurden, zur Beitimmung 
ber Werthe der unabhängigen Veränderlichen dienen, denen jene größten 
oder Heinften Werthe der Function entſprechen. — 

In den meiften unferer Unterfuchungen find es aber gerade Die 
Geſetze der Größenänderung, welche wir unmittelbar erhalten können, 
und von denen wir auf das zwiſchen den veränderlichen Größen felbft 
ftattfindende Verhältni oder auf die Function, welche ihre gegenfeitigen 
Beziehungen ausdrüdt, zurüdichließen müſſen. Dieſes ift dann die Auf- 
gabe der Integralrechnung, von welcher wir aus dem angeführten 
Grunde fehr häufigen Gebrauch machen werben, und dabei in fo ein- 
facher Fällen, daß bie Kenntniß der Anfangsgründe diefer Rechnungsart 
hinreicht, um mit Nutzen dem Gange der Unterfuchungen folgen zu 
Tonnen, während bie den Unterfuchungen beigefügten Beifpiele das befte 
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Mittel find, ſich gertigkeit in derſelben zu erwerben und ihre Anwenbung 
kennen zu lernen. 

Es dürfte indeſſen ungendhtet de8 Umfanges, welchen gegenwärtige 
Einleitung erhält, nicht überflüfftg fein, bier auch für dieſe Rechnung, 
was ihre nächfte Aufgabe und ihre Anwendung betrifft, eine einfachere 
und natürlichere Anficht, als Die gewöhnliche, zu Grunde zu legen, und 
dabei den Lefer fowohl mit der im Laufe dieſes Werkes angemwendeten 
Art und Weiſe des Ausdruds und der Bezeichnung befannt zu machen, 
al8 über einige zweifelhafte Fälle in ber Anwendung, worüber die mei— 
ften Lehrbücher der Sntegralrechnung hinweggehen oder unflare und 
unrichtige Lehren geben, aufzuklären. 
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Die erfte und nächte Aufgabe der Integralrechnung befteht nicht 
barin, mie man fih gewöhnlich ausdrückt, von ber abgeleiteten Function 
auf bie urfprüngliche zurüdzufchließen, fondern darin, aus dem all- 
gemeinen Aenderungsgefeke einer Function ihrewirkliche 
Aenderung für einen gegebenen Nenderungswerth der um 
abhängigen Beränderlichen herzuleiten, oder was dasselbe ift, 
den Unterfchtedb in dem Werthe der urfprünglichen Funec— 


tion anzugeben, welcher zwei gegebenen oder beliebigen. 


Werthen der unabhängigen Veränderlichen entſpricht. 

Das Integralzeichen J hebt nämlich zunächft das Zeichen Ank: 
(Anfangswerth) auf oder ift dieſem dem Begriffe nach entgegengeſett, 
und wie man aus der Gleichung: x — a, bie neue: ‚ya a zieht, 
ſo erhaͤlt man in ſtrenger Folge aus den Gleichungen: 


Ant: IV _ 8 Ant: EHI IC) _ ra) 


— 


Ax dx? 
‚unächft die Aenderungsverhältnifle: 


Ay dy f(x+4x)— f(x) 
|, 9 - fr, 


und dann die Henderungswerthe oder Integralien: 


fay 
11=22|%2 





f(x+42)-1(2)=412)=4x|f (x). 


— — — — — — — — 


102 , 


Iſt demnach die Gleichung ober das Aenderungsgefet : 


a.) | Tara) 


gegeben, fo zieht man baraus durch Integration 


Ay __ _flx+A1x)—f(x) 
Ed On ne 
oder fogleich einfacher 
= |t)=AtR)=tla +AX)—(x) , 


und nennt diefen letztern Ausdrud, in welchem bie Werthe x und 
x+2x ber unabhängigen Veränderlichen noch unbeftimmt find, das 
unbeftimmte Integral der Differentialgleichung (a). Diefes un— 
beitimmte Integral tft Demnach der allgemeine Ausdrud der Aenderung, 
welche die DBeränderliche y oder die Junction £(x,) erleidet, werm bie 
unabhängige Veränderliche von dem beitebigen Werthe x zu irgend einem 
andern x-+ 1x übergeht; man kann Ihm alfo auch die Form geben: 
Y,Y — f(x,) — f(x) ’ 

wenn x, für xAx gelebt wird, und y, den bem x, entiprechenben 
Werth der Deränderlichen y vorftellt. Da nun Ix ganz willkürlich 
ift und ebenfowohl negativ wie pofitio fein kann, fo werben die Größen 
x,, Y, irgend zwei beliebige andere Werthe ald x und y von Diefen 
Veränderlichen ausdrüden fünnen. Sind alſo zwei folche entiprechende 
Merthe bekannt, oder werden biefelben je nach Umftänden und mit Bes 


achtung de Möglichen feftgeftellt und mit X Yo bezeichnet, ſo erhält 
die oorhergehende Gleichung die Form: 

-Yy=fGo)—f%); 
fie wird nun als die urſprüngliche Function dev Adgeleiteten f (x) be- 
trachtet, und gewöhnlich das vollftändtge Integral der Gleichung (a) 
genannt; wir wollen fie jedoch das allgemeine Integral der 
Sleihung (a) nennen, weil darin die Veränderlichen x und y felbft 
enthalten find, und fie das allgemeine Verhältniß zwiſchen dieſen 
Veränderlichen beftimmt ausdrückt. 

Merden endlich, wie dies immer gefchehen muß, wenn der Zahlen- 
werth eines Integrals Terechnet werden fol, zwei Werthe für x 
angenommen und beftimmt, um ben Unterfchied in den Werthen ber 
Function f(x) oder ber Veränderlihen y autszudrücken, welche jenen 
Werthen der unabhängigen Veränderlichen entiprechen, und bezeichnet 
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man bie lebtere mit X und’ x,, bie erftern mit Youndb yo, r erhält 
man das beftimmte Integral: 
Y—-„=f(&X)—-f(x) 

der Gleichung (a). Diefe beftimmten Werthe X und x, ber unab- 
hängigen Beränderlihen x werden Grenzwerthe der Grenzen 
derfelben genannt, und gewühnlich fchon in der unentwickelten Form des 
Integrales dadurch angedeutet, daß. man den größern Grenzwerth X 
oben, ben Fleineren x, unter dem Sntegrafzeichen J beiſetzt, und dem⸗ 
gemäß das beſtimmte Integral der Functionen: ' 


J und? f(x) 


durch die Bezeichnung 


far fr 


andeutet. Bisweilen werde ich felbit dieſe Grenzwerthe dem Zeichen 4 
des unbeitimmten Integrales beifügen, namentlich in folchen Fällen, wo 
die den Grenzen entfprechenden Werthen der hinter dem Zeichen folgen- 
gen Größe oder Function nicht unmittelbar oder auf eine einfache Weiſe 
angegeben werden fünnen. Sp wird das beftimmte Integral der Sunstion: 





dy 
d?y d. dx 
dx dx 


zwifchen den Grenzen X und x, der unabhängigen Verindeilichen x am 
einfachſten durch 


angedeutet, indem man noch der größern Beſtimmtheit wegen durch den 
‚Inder x an dem Zeichen 4 die unabhängige Veränderliche bezeichnet, 
auf melche ſich die Sr X und xp beziehen. Ebenſo wird man 


x, x 
ai — — 4 x (X) 4.16%) 
x dx “ Xp i x x Xo 


ſchreiben, da in der letztern Form der Inder x entbehrlich wird, wäh— | 
rend in der erftern ohne denſelben leicht eine Irrung entfichen Tann, 
wenn bie Grenzen nicht wie oben Durch gleichlautende Buchſtaben mit 
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der unabhängigen Beränderlichen bezeichnet find, fondern auf andere 
Weiſe, durch die erften Buchftaben des Alphabets oder burch Zahlen, u. |. f., 
ausgedrückt erſcheinen. Seht man 3. B. 


Ax=b—ıa, 
fo hat man mie leicht au fehen, die ganz beftimmten Ausdrücke: 


b d b b b 
y 
AxXJ ——- =4Ay, dx) f(xd)I=42flx). 


Man kann nun auch umgekehrt wieder eine biefer Grenzen ber unab⸗ 
hängigen Veraͤnderlichen als unbeftimmt ober veränderlich annehmen 
und fie demnach mit der Beränderlichen felbft bezeichnen; man erhält 
dadurch für das allgemeine Integral bie unentwidelten Kormen: 


x dy X X x 
4) — = N, 4x] 6) 456, 
X x X 
welche durch weitere Ausführung auf die frühern zurückkommen. 
Die bisher vorgeführten Formen zeigen, daß bei dem unentwidelten 


Integral dem Zeichen J immer bie Aenderung der unabhängigen Ver⸗ 


änderlichen als Factor vorhergeht, welcher beim entwidelten Integral, 
das denfelben Factor zum Divifor hat, verfchwindet. Man könnte deß— 
halb diefen Factor auch beim unentwidelten Integral entbehrlich finden, 
wenn berfelbe nicht außerbent einen wichtigen Dienft zu leiſten hätte, 
nämlich: die Veränderliche anzudeuten, welde als unab- 
hbängigegenommen werden foll, und auf welche fih die an 


bem Beinen | angefchriebenen Grenzwerthe beziehen, 


weßhalb derfelbe nicht fo geradezu befeitigt werden darf. Auf ber 
andern Seite tft nicht zu verfennen, daß diefer Factor vor dem Inte— 
gralzeichen trennend zwifchen das Integral und feine Goeffizienten oder 
eonftante Factoren tritt, und namentlich, bei den vielfachen Integralien 
unbequem wird, da man ihn hier nicht, wie bei ben einfachen zur Noth 
geichehen könnte, hinter das Integral ſetzen kann, ohne Klammern an— 


zuwenden und ihn zu weit von dem ihm zugehörenden Zeichen J zu 


trennen. Es dürfte daher das Zweckmäßigſte ſein, dieſen Factor 4x 
in die Formgröße dx zu verwandeln und dieſe als bloßes Zeichen zur 
Andeutung der unabhängigen Beränderlichen unmittelbar hinter das 
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Integraleichen | zu feben, fo daß nun die Grenzwerthe gleichzeitig au 
dem Zeichen J und über dem Zeichen dx angeſchrieben werden, alſo 


nahe fo wie e8 bei ber bisherigen Art der Bezeichnung bei vielfachen 


Sntegralien gehalten wird, mit dem Unterfchtede jedoch daß nach unſerer 


Bezeichnung 
ſas. oder je 


a 
zuſammen ein einziges Zeichen, und zwar bas vollftändige 
Zeichen der unbeftimmten oder beftimmten Integration 
vorstellt. Auf diefe Weiſe erhalten mir alfo für das unbeſtimmte 
Integral ber Gleishung (a) die unentwidelte Form: 


. d 
je = dJyı = fis.r9)=412) ; 
für das beftimmte dagegen die Ausdrücke: 


x dy x fx X 
dx. = A:y=Jfıdıx.f(s)=4f(x), 
x X x 
Xp 0 Xo ® 

welche in dasallgemeine Integral übergehen, wenn man ftatt ber 
deftimmten Grenze X die Veränderliche x felbit einführt. 

Sn vielen Fällen wird bie Integration erleichtert, wenn man bie 
‚ wabhängige Veränderliche vertauſcht, indem man biefelbe als eine Func= 
tion einer andern VBeränderlichen ausdrüdt, welche ftatt ihrer als unab⸗ 
hängige genommen wird, Yür. bie Function: 


dy 


7 — f(x) 
erhält man auf dieſe Welfe, indem man x — 9 (2) ſetzt, 
dy dy dx dx _ 
raus äer rael Free LAOE 


und demnach als beſtimmtes egal noiföen den Grenzen Z und 2, 
von z, denen bie Werthe J und y, der Veränderlichen Y entſprechen, 
den Ausdruck: 


Y—y or — FREENET 
Ze 2 ! 
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Setzt man dagegen, was felbft das gewöhnlichere iſt, u (x) — z, 
fo wird 

de _ _1 
da (x) 
und man hat dann: " Y (x 
Y/ . p2 
dx f (x) 
Y—y=Ildz.f(x) —42. , 
Yo n . (x) dz j» w(x) 


worin zur weiteren Ausführung noch x durch z ausgebrüdt werden 
muß. Diefe Vertauſchung der unabhängigen Beränderlichen wendet man 
gewöhnlich bei einfachen Differentialguotienten an, und erhält auf diefe 


Weiſe für x 
x 
\ 1. 
dx x 


Xo 


nun auch bie Bezeichnung: ' 


Y Y 
dy d Y 
jr a dy.1=4y=Y-—y; 
Yo Yo yo 





worin Y mb y, immer‘ die den Grenzen X und x, ber früheren un= 
abhängigen Veränderlichen entfprechenden Werthe von y find. 


6: 42, 

Nach dem gewöhnlichen Beariffe, welchen man mit einem Integral 
zu verbinden pflegt, ift diefes eine Summe von unendlich vielen unend- 
lich Heinen Gliedern oder doch bie fogenannte Grenze einer Summe 
von folchen Gliedern, und es tft natürlich, daß man nach dieſer Vor— 
ftellungsweife Zweifel über die Nichtigkeit eines beftimmten Integrale 
begen mußte, deſſen gegebener Differentinlquotient zwiſchen den Grenzen 
besjelben durch den Werth: Unendlich geht, von dem Kalle gar nicht zu 
reden, wo diefe Function zwifchen denjelben Grenzen imaginär wird. 
Diefe Zweifel wurden dann noch beftärft durch eine zweite unglüdliche 
Vorſtellungsweiſe, nach welcher man fich jedes Integral als das Maaß 
eine Oberfläche oder eines Volumens beuft, nach welcher man 
alſo mit demfelben gerade folche Begriffe verbindet, denen die allen un— 
benannten und den meilten benannten Größen zulommende Gigenfchaft: 
entgegengefeste Werthe annehmen zu können, fehlt, bie 
alfo durchaus ‚unfähig find, als allgemeine Vertreter für alle Functionen 
zu bienen, namentlich fürfolche, Deren Werth bald zu= bald 
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abnimmt, während bie Veränderliche immer wächſt. Nach dem Be— 
griffe dagegen, welcher der vorhergehenden Darftellung und Ableitung 
jufolge mit einem Integral zu verbinden ift, drückt diefes einfach den 
Unterjchied zweier Werthe. einer Function aus, deren Aenderungsgeſetz 
gegeben war, und es ift für biefen Unterfchted ganz gleichgültig, durch 
welche Werthe jene Function gegangen ift, ba berfelbe blos von ben 
beiden Grenzwerthen und. nicht von ben dazwiſchenliegenden abhängen 
fann, dieſe mögen unendFich oder auch Imaginär gemeien fein *). 
Es iſt alfo gar Fein Grund vorhanden, an der Richtigkeit eines Sn- 
tegrald zu zweifeln, wenn das Aenderungsgefeh oder die urfprüngliche 
Aunction felbft zwifchen den Grenzwerthen unendlich oder Imaginär ge 
worden ift, und wenn Cauchy beweifet, oder doch zu heweiſen glaubt, 
daß ein begrenztes Integral, welches zwifchen zwei Grenzwerthen durch 
den Werth: Unendlich gegangen ift, Teinen beftimmten Werth habe, fp 
zeigt diefes nur, wie ber bisherige Begriff von ben Integralen, von 
den unendlich Eleinen oder verfchwindbenden Größen und ben 
jogenannten Grenzen trre führen kann. Denn abgefehen davon, daß 


*) 88 dürfte im diejer Beziehung nothwendig werben, zwiſchen analytifcher 
und geometrifcher Stetigfeit zu unterfcheiven. Die letztere wird 
dann etwa dem bisherigen Begriffe der Stetigfeit entſprechen, und eine 
Function demnach fo lange geometrifhe GStetigfeit befigen, als fie für 
fletig wachſende Werthe der unabhängigen Beränderlichen reelle Werthe ex: 
hält; dabei dürfte aber der Durchgang durch den Werth: Unendlich ebenfos 
wenig als ber durch ben Werth: Null als eine Unterbrechung ber geometris 
ſchen Stetigfeit anzuſehen fein. Die aualytifge Stetigteit bagegen 
wird nur darin befiehen, daß der Größe, von welder ver Werth einer Zunge 
tion abhängt, nicht blos einzelne befimmte Werthe beigelegt werden, wie . 
in der niedern Analyfis, fondern daß fie als eine durch alle mögliche 
Werthe wachfende Veränderliche zu betrachten if, und daß In Folge deſſen 
anch jede Function derfelben eine beſtimmte Reihe in einander übergehender 
Werthe erhält. Bei dieſer analytiſchen Stetigfeit wird es alſo niemald 
Unterbredgung geben, ba bier die imaginären Werthe der Bunction 

_ebenfo allen allgemeinen analytifchen Bedingungen und Operationen Genüge 
leiten, wie bie veellen Werthe, gerate fo wie bie imaginären Wurzeln 
einer Gleichung alle allgemeine Cigenſchaften mit den reellen theilen. Die 
imaginären Werthe einer Function können demnach als die analytifchen 
Stege zur Meberfchreitung der Lücken In ver geometrifcken Gtetigfeit 
angejehen werden. Bine natürliche, ungezwungene, geometriſche 
Borftellung habe ich troß aller Mühe mit imaginären Werthen nicht zu 
verbinden vermocht. 
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Moigno ſelbſt fagt: „Um in diefem Falle (wenn F(x) zwiſchen X 
und x, unendlich wird) jede Ungemwißheit zu befeitigen, geftattet man 
fi, die Gleichung: 


Ic dx — im. [* £(2) dx 


ber Achnlichteit gemäß auch auf den Fall anzuwenden, wo fie 
nicht mehr freng bewiefen werben kann *), und weiter ab⸗ 
gejehen davon, daß went in bem dort gewählten Betfpiele: 


i dx , 1 dx 0 dx , —# dx 
— — lim. —— —— == lim. —— 
0” ve _ * — 


die fogenannte unendlich eine Größe & noch fo ein genommen wird, 
bie fehlenden Theile der beiden Integrale, nämlich 


’E dx dx 
— und — 
0 —uU8 * 


immer unendlich groß ſind gegen die angenommenen oder beibehaltenen 
Werthe, ſo muß ſchon gegen den Schluß: 


[" —u8 * 
x x x 
— 1 Jye —i 


’ 1 u 
= logn. — )—loen - 
lim (logn. u. e + logn 5) gm > 


deßwegen Cinfprache erhoben werben, weil man fi), wenn e immer 
fleiner wird, wegen der ungleichen Goeffizienten u und » von beiden 
Seiten auf ungleiche Weiſe der fogenannten Grenze: Nu nähert, 
ihr alfo, wie Klein auch & werben mag, von beiden Seiten nte gleich 
‚nahe fommt, und gerade dadurch erhält man das obige Refultatz denn 
fobald die Annäherung von beiden Seiten eine gleiche ift, wenn man 
alfo ur feht, [nicht, wie Cauchy meint, wenn ua—1, v1 
wird] fo gibt auch biefes gefünftelte Verfahren den einzigen und 
wahren Werth des obigen Integrals, namlich: Null **). 


*) Lecons de calcul diff, et de calcul infögr. par l’abb& Moigno, tome Il, 
lecon Tme, 

") Ginen aͤhnlichen falſchen Schluß zieht Herr Dr. Schloͤmilch ans biefer 
Theorie der verſchwindenden Größen in der erfien feiner „mathematifchen 
Abhandlungen“ (Ueber das Theorem von Maclaurin) Seite 8, wo er 


behauptet, die Function: i nähere ſich für I=4 n—d einer 





1-Fcos2t 
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Sn der That, betrachten wir das obige Integral nach unferer Weiſe, 
jo zeigt das unbeftimmte Integral: 


andern Brenze, ale für I=7 ae, wenn d und & verſchwindende Größen 


bezeichnen, und zwar weil fich die Differenz: 
1 4 ver 1 — 1 
10028 A—oos2e 2 sin’ d 2 sinse 
nicht dem Werihe Null nähere, wenn man zuerft 20 fepe, und dann 
I unendlich abnehmen laſſe. In der That findet man fo: 
1 1 1 1 

2sind 2sine 2sin’d 1— 4c08’d 
alfo nicht den Werth: Null, wenn I Null wird, fondern den Werth: Un: 
endlich. Herr Dr. Schloͤmilch wird aber doch zugeben, daß ſich nach feiner 


Theorie bie obige Function für nd berfelben Brenze nähern 


muß, als für I=7 z— €, wenn auch dF und e zwei verfchiebene ver 
ſchwindende Größen vorfiellen? Nichte weniger! Die Differenz der beiden 
1 1 
entfprechenden Werthe jener Kunction iſt noch wie vorher: Zeinmd Zain’ 
und gibt für e—=2L denſelben Ausprud und benfelben Grenzwerth wie oben, 
affo ven Werth: Unendlich für den Unterfchled zweier identiſchen 
MWerthederfelben Function! Diefer Schluß, welcher fich auch auf das 
obige Beifpiel von Cauch y anwenden läßt, möge Herrn Dr. Schloͤmilch 
zeigen, daß man mit jener fpißfindigen Theorie Allerlei beweifen, daß fie 
aber auch beventend irre führen kann, ebenfo wie jene beichränfte geometrifche 
Borflellung von einem Integral, an welche fich derfelbe wie fo mancher 
Andere feſtklammert, und dadurch verleiten läßt, die allgemeine und 
urſprüngliche Beveutung eines befßimmten Integrals ale die befonbere, 
und bie befondere, welche nur bei einer annähernben Berech⸗ 
nung Platz greifen kann, als die urfprüngliche und allgemeine 
zu nehmen. Hätte derſelbe 3. B. den Differentialquotient IL — — 
dx cos? x 
als das Aenderungsgeſetz der Coordinaten einer Curve genommen, alfo der 
@urve, deren Bleichung: 
Y—y-=ltangxr — tung, 
it, fo würde er gefunden haben, daß das beſtimmte Sutegrol: 


7% 
1 
je * = lang az — lang 0=0 


body nicht fo abfurb iſt, wie er (Seite 15) meins, daß vielmehr dieſe Abs 
furbität nur von der befchränften Vorſtellung herräßtt, welche ex damit 
verbindet. 
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— — — 


1 1 
jet. zum . 


weiches auch Cauchy zu Grunde Iegt, daß dieſe Function für jedes 
negative x benfelben Werth gibt, wie für ein gleiches pofitives, Daß 
alfo der Unterſchied zweier folcher Werthe Null fein muß, d. h. daß 
man immer bat 


welches auch der Werth von a ſein mag. Dieſer Schluß wird auf 
einen Blick einleuchtend, wenn-man die Function: — als Aenderungs⸗ 
geſetz der Coordinaten einer Curve annimmt, deren Gleichung das all⸗ 
gemeine Sntegral jener Function ift, nämlich: 


1 x2 
Yy— Y= ya len 7; ; 


bie alfo eine doppelte logarithmiſche Curve, Si, 19, zu belden Seiten 
der Achſe der y bildet. 


Stellt man ſich dagegen dieſelbe Function: Wals Aenderungsgeſetz 


der Oberfläche der Curve vor, deren Gleichung: yx = a2, die alſo eine 
gleiehfeitige Hyperbel it, fo hat man natürlich auch 


+b b, 
A1.O= a? dix.— —=0, 
—b bh ° 


was mit unferer Vorftellung von Oberfläche nicht übereinſtimmt, da fich 
Oberfläche und Oberfläche nicht aufheben ober vermindern kann. Man 
bat daher in diefem alle 

Fb u ee ul ZN 

4. 0 — ir — #jir.t = 2al, © 

—b 0° 0° 
zu nehmen. Diefe letztere Beachtung hat aber auch in dem Kalle Platz 
zu greifen, wenn das Aenderungsgefeb beim Durchgange durch den 
Werth: Null das Zeichen wechſelt. Für die Oberfläche 3. B. zwiſchen 
ber Geraden, deren Gleichung: 

Y‘’_X_4 
a 


b 
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iſt, und ber Abſciſſenachſe, Hat man zwiſchen den Grenzen X—2a unb 
n=0, den wnrichtigen Werth: | 


2a za 4 2a p x2 

4,0 = ix Gl I=4 9-0; 
dagegen hat man ganz richtig: 

2a 2a 5 2a 2 1 

40 y 4 deze 


und aus bemfelben Grunde wie oben 


2a 2a j 0 x 
40 = fdx.b( —1)+ fix. -— N=ab. 
0 A a ' a a 


Ein bemerkenswerthes Beiſpiel bietet in dieſer Hinſicht noch die Function: 


dy A 
dx (ax) 


dar, worin A eine conflante Größe iſt; denn man fieht, daß dieſes 
Aenderungsgeſetz für alle Werthe von x pofitiv bleibt, woraus man 
nad) der gewöhnlichen Vorftellung von einem Integral fchließen müßte, 
daß das Integral jener Function zwiſchen Null und irgend einem po⸗ 
tiven Werthe von x Immer einen pofttiven Werth, zwiſchen Null und 
einem negativen x einen negativen Werth geben muß. Das unbeftimmte 
Integral: 
4. 


A y = d x. (a— x)? — F 

jener Function zeigt indeſſen, daß ber Werth ber urfprünglichen Func⸗ 
ton von —— 00 bis s—0 um 2 mächt, daß derſelbe für à —a 
unendlich, und für x —>a negativ wird, und für x—=2a den Werth: 24 


erhält, u. ſ. f., wie dies in der Natur der Sache liegt, und durch die 
Curve Fig. 20 bargeftellt wird, deren Gleichung 


h2 
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bie obige Function als Aenderungsgeſetz der Goorbinaten gibt. Denn 
eine Größe, welche fortwährend wachſen fol, und zwar fo, baf fie 
für einen beftimmten Werth der unabhängigen Veränderlichen ſchon 
unendlich wird, muß bier gleichzeitig mit dem MWerthe: Negativ un- 
endlich wieder anfangen, um noch ferner wachien zu können, aljo von 
da an negative Werthe erhalten. Wollte man fich daher die gegebene 
Bunction als Aenderungsgefeb ber Oberfläche der Curve Fig. 21 denken, 
ſo Eönnte die Integration zwiſchen Grenzen, die zu beiden Seiten bes 
Werthes x—a liegen, feinen richtigen oder paffenden Werth geben, 
und man müßte wieder 


23a u a p3 a pe 
AO= ds. 7a, + je 


0 22a 


nehmen, um einen bem Begriffe: Oberfläche entiprechenden Werth zu 
erhalten, 
Endlich will ih noch bemerken, daß das Integral: 


X [= 
Tr O —Idx. a Ver 
—X a 


By x yr’—i x3—a? — 24 7 logn. ( 


welches die von den beiben Zweigen der Hyperbel begrenzte Oberfläche 
ausdruͤckt, ben ganz richtigen Werth: 
—— Xꝰ — a2 ) 


xyz — ablogn. (= - 


gibt, ohngeachtet das Aenderungsgeſetz zwiſchen xa und x——a 
imaginär tft *), alfo gerade fo, als wenn fich die beiden Gurvenzweige 





x+ Ve)’ 


*) Nach der gewöhnlichen Anficht Zönnte man bier einwenden, daß fi bie in 
gleichen Abſtaͤnden vom Anfangspunkte liegenden imaginären Glemente bei der 
Summation aufheben; das Grgebniß iſt aber auch dann noch richtig, wenn 
man den Anfangspunft in einen der Beiden Scheitel verlegt, und das 


Integral: 2b 
j- „V* — 2ax 


gzwiſchen ben Grenzen X > 2a und O nimmt. 
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mit ihren Scheiteln berührten, und wir finden bier Feine negative Ober⸗ 
fläche, meil das Aenberungsgefeb beim Uebergang von ben pofltiven x 
zu den negativen, wobei ed den Werth: Null erhält, das Zeichen nicht 
ändert. Dies zeigt fich beſonders beutlich, menn man in den vorher 
gehenden Ausdrücken a gleih Null ſetzt, ohne jedoch ben Coeffizienten 


Zu ändern; man erhält fo 


und diefer Ausdrud gi der richtige Werth der von ber gebrochenen Linie 
CAB Fig. 22 und ber Achfe der x begrenzten Fläche, denn die Gleichung 
diefer Curve ift offenbar: 


y=_y8; 3. 


dad Aenderungsgeſetz des Flächeninhaltes ändert alſo das Zeichen nicht, 
wenn es durch den Werth: Null geht. *) 

Diefe Beifpiele mögen genügen, die vorhergehenden Bemerkungen 
zu unterftüßen und zu zeigen, daß man in ſolchen Fällen, wo das 
Aenderungsgefeh einer Junction beim Durchgang durch 
den Werth: Null oder Unendlich das Zeichen ändert, oder 
wo es mit. der Function felbft Dur den Werth: Unendlich 
geht, ohne das Zeichen zu wechfeln, für das beftimmte integral, 
defien Srenzen zu beiden Seiten dieſer Werthe liegen, darauf Rüdficht 
zu nehmen hat, ob die betreffende Größe ihrem Begriffe 
nach entgegengefette Werthe erhalten fann ober nicht; im 
erften Falle wird das Integral immer einen richtigen Werth geben; im 
zweiten muß man basjelbe in zwei Theile zerlegen, deren gemeinjchaft- 
liche Grenze da tft, wo das Aenderungsgeſetz Null oder unendlich wird, 
und dann ohne Rückſicht auf die Lage der Grenzen den Werth von 
jedem Theile berechnen und deren Summe nehmen... Die Urfache.ift Teicht 


*) Dentt man fi die Function Li x? als Aenderungsgeieß ter Coordinaten 
a \ . 
einer ebenen Eurve, fo m. man für biefe die Gleichung: 
— X xy® x’; . 


fie beſteht demnach aus den ve gegenüberfiehenden Heften zweier Parabeln 
Fig. 224, welche ſich mit ihren Scheiteln berübren. 
Decher, Handbuch der Mechanik I. . 8 
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einzufehen und für den zweiten Ball fchon angebeutet worden. Wenn 
ferner das Aenderungsgeſetz einer Function durch ben Werth O ober oo 
gegangen ift und das Zeichen gewechſelt hat, fo hatte die Function bort 
einen größten ‚ober Heinften Werth und ift nun im Abnehmen begriffen, 
während fie früher im Zunehmen war ober umgelehrt. Ein folcher 
Mechfel it aber im Wachsthum einer Größe, bie Teine entgegen- 
geſetzten Werthe annehmen kann, wie Oberfläche, Volumen, 
Maſſe, Gewicht, u. ſ. w. nicht denkbar; denn dieſe müflen bem Begriffe 
nach fortwährend mit ber DVeränderlichen wachlen oder abnehmen. 
Während man nun in dem ebenbefprochenen Kalle Zweifel erhob, 
wo feine zu erheben waren, war man. in der Anwendung einer andern 
Ableitungsmethode beftimmter AIntegralien — ber Differentiation unter 


dem Zeichen J — weniger ängftlich, und ließ ſich auch dadurch zu weſent⸗ 


lichen Irrthümern verleiten, wie ich bei der Lehre von der gegenſeitigen 
Anziehung ber Körper (I. Buch, I. Abſchn. 6. Kapitel) zeigen werde, 
da bier eine nähere Erörterung zu weit führen würde Aus demfelben 
Grunde muß es dem Leſer überlafien werden, die im Borbergehenden 
dargeftellte einfache und natürliche Anfchaunngsweife auf höhere und 
vielfache Integrale und auf die Integration der Differentialgleichungen 
auszudehnen. 
§. 43. 


Bisher wurden die Geſetze der Coordinatenänderung immer in einer 
beſtimmten Richtung und für eine beſtimmte krumme Linie unterſucht. 
Es gibt jedoch auch Fälle, wo man bei ber Veränderung der Lage eines 
Punftes an Feine beftimmte Richtung denkt, oder wo man mehrere Cur⸗ 
ven, bie berfelbe befchreiben könnte, unter ſich vergleichen will, wo man 
alfo die Geſetze ber Coordinatenänderung nicht nur in berfelben Curve, 
fondern auch von einer Curve zur andern kennen und ausdrüden muß. 
Diefe letztern Aenderungsgefege unterjcheidet man dann in der allgemeinen 
Bezeichnung von ben frühern durch das fogenannte Variationszei— 
hend flatt des Differentiationgzeichens d, indemman dx, dy, ds, etc. 
Bariationenvon x, Y, s, etc., nennt; fie find wie die Differentiale 
bloße Formgrößen ohne denkbaren Werth. 

Verrückt man 3. B. einen Punkt im Raume oder auf einer Fläche, 
deſſen urfprüngliche Lage durch bie Goorbinaten x, y, z beftimmt iſt, 
in irgend einer beliebigen Richtung in einer geraden ober krummen 
Linie jo, daß er ben Heinen Weg Is zurüdlegt, und brüdt die Pro— 
jeetion dieſes Weges auf bie Coordinatenachſen dur 4x, Ay, 1x 
aus, fo erhält man die willfürlichen Verhältnifie: 
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a 4, 4 
ds As As’ 


deren Anfangswerthe nun burch 


ÖX dy dı 
ds ° os ° ds 


bezeichnet werben, und ebenfalld willfürliche Größen find, bie inbeflen, 
wie wir fpäter fehen werben, bei allgemeinen Betrachtungen über bie 
mögliche Aenderung in der Lage eines materiellen Punktes ihre An- 
wendung finden. 


Denkt man fich ferner im Raume oder auf einer Fläche belichig 
viele Curven gezogen, und ftellt fih vor, es gehe eine berfelben durch 
Retige Verwandlung in bie andere über, fo wird man auch eine 
fletige Aenderung der Coordinaien und der Aenderungsgeſetze der Coor⸗ 
dinaten von einer Curve zur andern annehmen müſſen. Die Gleichungen 
diefer Curve enthalten Dann außer ben veränderlichen Goordinaten x, y, z 
noch eine ober mehrere andere Größen, welche für jede einzelne berfelben 
conftant find, bie aber bei dem Uebergange von einer Curve zur andern 
veränberlich werben. Die Coordinaten felbft ericheinen für diefen Ueber⸗ 
gang als willfürliche Functionen diefer neuen Beränderlichen, ober doch 
von einer berfelben, von welcher bie übrigen, wenn fie nicht ganz will⸗ 
fürlich bleiben, burch gegebene Bedingungen abhängig gemacht werben, 


Bezeichuet man demnach die neue Veränderliche, von der alle übri- 
gen abhängen ober als abhängig, gedacht find, und bie für jebe einzelne 
der verjchiedenen Curven conftant tft, mit k, fo nehmen bie Gleichungen 
einer derfelben die Formen an: 


y=f(z,k) , z=fß(x,k), 


und es tft einleuchtend, daß ber Uebergang von einem Punkte biefer 
Curve zu einem Punkte der folgenden durch bie beiben willfürlichen Ber- 
änderungen 1x und Ik bedingt ift, von benen bie erfte die Aenderung 
In der Lage eines Punktes in Bezug auf bie Ebene der yz, bie zweite 
die Aenderung in der Form ber Curve, welcher er angehören foll, aus- 
drückt; die beiden vorhergehenben Gleichungen find alfo wie bie Gleichun⸗ 
gen einer Fläche Gleichungen mit zwei unabhängigen Beränderlichen 
und geben wie dieſe Die vollſtändigen Aenderungs- oder Uebergangs— 
geſetze: 
8 %* 


&y _ dh, dl dx _dy | dy dx 
Ik 5 Tax Ok 0 Tax oh 
d.z dh | dia dx .da , dz dx 
7] Sir 
welche jeboch für Curven im Raume ganz unabhängig und willkürlich 
bleiben, wenn auch das Aenderungsgefet 3 gegeben oder als gegeben 


angenommen wird, weil dasſelbe nicht, wie das Aenderungsgeſetz ı 


bei den Flaͤchen, eine ganz beftimmte Richtung für den Webergang vor- 
zeichnet. Diefe Unabhängigkeit findet Demnach auch dann noch flatt, wenn 
ber Hebergang von einer Cure zur andern in einer zur Ebene ber xy 
parallelen Ebene erfolgt, oder wenn bie x während bes Weberganges 
unverändert bleiben, und bie vorhergehenden Nebergangsgefege auf 
die erften Glieder: 


sh sy gt ga 
Gr a Br exrber vĩ 


zurückkommen. — Soll man aber von einer Curve zu einer andern 


übergeben, welche mit ihr derjelben Fläche angehört, fo werben dieſe 


Mebergangsgefete nicht mehr unabhängig fein, fondern gemäß bes Aen- 
derungsgeſetzes der Goordinaten dev Fläche in gegenfeitiger Beziehung 
ftehen; denn man muß Dann immer im Allgemeinen ber Gleichung: 
dz . dz dx dz dy 
KAT tutti 
ober wein man den Uebergang parallel zur Ebene der yz nimmt, ber 
einfachen Gleichung: 


Genüge leiſten. 

Bet dem Uebergange von einer Curve zu einer andern, ändern ſich 
aber nicht nur die gegenſeitigen Beziehungen der Coordinaten und Con— 
ſtanten, ſondern auch die Geſetze der Coordinatenaͤnderung, welche längs 
berjelben Curve ftattfindet, und man erhält in dieſer Hinficht bie Ueber— 
gangegefee der Coordinatenänderung: 


8. dy dz 


dx d dx 
Ik un . dk.’ 
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in welchen x wieder conftant zu nehmen tft, wenn ber Uebergang pa= 
rallel zur Ebene der yz gefchehen fol. Auf der andern Seite werden 
aber auch bie Geſetze für den zur Ebene der yz parallelen Mebergang 
fih ändern, wenn man von einem Punkte zu einem andern in berfelben 
Curve fortgeht, und bie Geſetze dieſer Aenderung der Mebergangsgefehe 
für den erften Punkt find oftenbar : 


dy dz 
ur nr 77 
dx un dx 








und es tt nach den für die Aenderung ber Goordinaten einer Fläche 
abgeleiteten Geſetzen nicht ſchwer fich zu überzeugen, daß die Geſetze für 
die Aenderung ber Uebergangsgeſetze diefelben ſein müſſen, wie bie 
Uebergangsgeſetze der Soordinatenänderung, daß man aljo bie Gleichun⸗ 
gen hat: 





IY 41 de „I 
"dk _ dx "dk _ dx 
da dd’ dx dk’ 


worin k und x zwei unabhängige Veränberliche find, erftere für den 
Uebergang von einer Curve zur andern, lehtere für den Fortgang in 
derfelben Curve. Herner hat man auch durch Integration zwiſchen den 
Grenzen X und x, dor x 


. XWR 

x ,0 x o.0d Aax. 

EEK 9 er: ‚ji ix 
dx. d dx. To 








wobei jedoch zu beachten ift, daß Die Grenzen X und x, von x burd)- 
aus unabhängig bleiben müffen von der Größe k, und es wird nicht 
ſchwer fein, dieſe Gleichheiten auch auf die hößern Gefehe der Coordi⸗ 
natenänderung auszubehnen. 


$. 4. 


Eine einfache und bemerfenswerthe Anwendung des Vorhergehenden 
bietet die Unterfuchung der einhülfenden Curven und Flächen, wobei ich 
mich indeſſen auf Die einfache Aufgabe bejchränten muß, die Gleichung 
derjenigen Curve zu fuchen, welche eine ebene veränderliche Curve in 
allen ihren Lagen und Formen berührt oder welche biefe veränderliche 
Eure in allen Lagen einhüllt. 
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— 





Se f(x, y, k) die Gleichung der veränderlichen Curve, und k 
biejenige Größe — Barameter — durch deren fletige Aenberung bie 
Curve allmählig andere Zormen annimmt; F(x,, y‚)=0 fe bie zu 
ſuchende Gleichung der einhüllenden oder berührenden Sure. Die erfte 
Gleichung gibt für das Kortgehen von einem Punkte xy zu einem fol- 
genden in berjelben Sn das Aenderungsgefeg : 


df ‚dy 


z str dy dx 0, 
weil ba k unveränberlich tft; bie zweite Gleichung gibt ebenſo 
dF dF dy, _ 
dx + dy, dx, =0; 
und mit den Bedingungen ber Berührung: 
df__dF df __dF 


Y=Y.: 


tt dr dr’ dv Wy’ 
ſchließt man daraus die nur x, und y, enthaltende Gleichung: 
df df ‚Ay, — 

b.) dx +7 dy dx, X, 0. 
Geht man aber von dem Berührungspunkte. x,y, ber veränderlichen 
Curve zu dem Berührungspunkte in einer folgenden Lage über, jo wird 
k veränderlich und x,, y, find als Functionen von k zu betrachten; dag 
Aenderungsgefeb wird demnach: 

df dx, df dy, , df 

Kaya) 

oder in einer andern Form, in welcher y, und k Functionen von x, 


werden: df d öf ok 
ey 
ir ur Tz öx, For —° 

Die Bedingungsgleichung (b) für die Berührung -im Punkte x,y, 
fordert aber fchon, daß die Summe ber beiden erſten Glieder dieſer 
Gleichung Null wird; wir erhalten alfo als Bedingung für bie Be— 
rührung in einer ber folgenden Lagen ber veränberlichen Curve bie 
Gleichung: 


dt dk _ 
550, 
ok 


unb demnach entweder * — 0, wodurch k und die veränderliche Curve 
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unveränderlich werben, die letztere alſo ſich ſelbſt einhüut, oder da Bietet 
bier gegen die Vorausſetzung it, 
sf 
Ä EI =. 

Dieſe letztere Gleichung brüdt mithin bie Beziehung aus, welche 
zwilchen den Goordinaten eines Punktes x,y, ber veränderlichen Curve 
und der Größe k ftattfinden muß, damit diefer Punkt ein Berührungs- 
puntt für die Curve F(x,,y,) = 0 fein kann. Eliminirt man daher 


die Größe k mittel der vorhergehenden Bebingungsgleichung 4 —0 


aus der Gleichung f(x, y, k) — O der gegebenen veränderlichen Curve, 
nachdem man in biefer x, und y, für x und y geſetzt bat, fo erhält 
‚man eine von k unabhängige, alfo für alle Lagen und Formen ber 
veränderlichen Curve geltende Beziehung zwiſchen den Goordinaten x, , y, 
ber Berührungspunfte, und biefe Beziehung wird eben die Gleichung ber - 
einhüllenden Curve fein, oder mit andern Worten: die gefuchte Gleichung 
F(x,,y,)=0 ber einhüflenden Curve ift das Ergebniß der Elimina⸗ 
ton von k and ber Gleichung f(x,, y, k)=09 und ihres Aende— 
rungsgeſetzes in Bezug auf k, namlich: Fu (Xx,, Y, kK)=0. © 
gibt die Gleichung ber Parabel in Bezug auf die Achſe und die Dixectrix 
und mit bem veränderlichen Parameter k, nämlich: 


Y—2kx+k=0 
in Bezug auf k das Aenderungsgeleb : 
x,—k=0, 
und bie Elimination von k führt auf die Bleichung: 
v—x?2=0, 
welche, wie leicht zu fehen, zwei fich rechtwinklig fchneidenden Geraden 
angehört, die Durch den Anfangspunft gehen und -alle aus der obigen 


Gleichung durch Aenderung des Werthed von k entflchenden Parabein 
in den Endpunften ber Parameter berühren. - 


6. 45. 

AS fernere Anwendung der nebergangsgeſetze werde noch die am 
Ende des $. 39 ausgeſprochene Behauptung bewieſen: daß der durch 
zwei Bunkte einer gegebenen Fläche begrenzte Bogen einer Kriimmungs- 
curve kleiner oder größer ſei, als ber durch diefelben Punkte begrenzte 
Dogen einer andern auf berfelben Fläche gezogenen Curve. 





120 


Die Gleichung ber gegebenen Fläche fei z=F(x,y), und die 
Sleichungen irgend einer darauf gezogenen Eurve: 


y=f,(x,k) , ı=bß(x,k). 


Man hat dann für die Länge 1 des Bogens biefer Curve zwiſchen zwei 


Punkten, deren Rage durch die Grenzwerthe X und x, von x beſtimmt 
it, den bekannten Ausdruck: 


= fir [a V+CH+ ) 04 


und daher für den Uebergang von einer Curve zur andern in Bezug 
auf k dag Aenderungsgeſetz: 


—— 21 [e VO) 


welches für einen größten oder Kleinften Werth von 1 unfern frühern 
Betrachtungen zufolge Null werben muß. Nun ift aber Teicht au Anden, 
daß man hat: 


+) 


ee 





dy " dz 
day ix | d2 °% 
a ıaTı Lu 


Vo 


und wenn bier für die Wurzelgröße im: Nenner ber Bertg: SE ein= 


geführt, und Die entiprechende Verfehung der Zeichen d und d gemäß 
ber in $. 43 erhaltenen Gleichungen vorgenommen wird, jo ergibt ſich 
mit der Berüdfichtigung, daß 





dy dz 
dx dy dx __ dz 
is ds ds. ds 
dx “ 


geſetzt werden kann, das Beten 4 in ber einfachen dorm: : 


% 
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I _ ar day ! _ dk | da KT: 
Ok "jds Ax T ds dx ° 
Äg 


Integrirt man nun theilweiſe, fo ſude man den Ausdruck: 
a. 


u 23 [arte =] - —* Yı ur dr 
kn dsdk ' ds dk dx Hr dx kl’ 


deffen erſtes Glied auf der nehten offenbar Null wird, weil alle 
Factoren desſelben auf die beiden unveränderlichen und allen Curven 
gemeinſchaftlichen Grenzpunkte bnogen werden müſſen, und für dieſe 


die Uebergangsgeſetze 5 1 und. 92 — ben Werth: Null erhalten. Ferner 


gibt die Bedingung, A alle Surven berfelben Fläche angehören, mie 
ſchon erwähnt wurde, bie Bedingungsgleichung: 


da _da dy__dy 


- nn 2 —N N —f 
— ° — 





wo 9 * bas Aenberungägefeh P’, (x,y) der Coordinaten ber laͤche 


in einer zur Cbene der yz parallelen Richtung vorftelt. Damit erhält 
man alſo das Vebergangsgeieh: . 


X dy 4 dz 
sl "ds dsl dyı 
di [ir — Bee 5 
Xo 


welches, wie leicht zu ſehen iſt, nur Null werden kann, wenn ber unter 
dem Stege eier eingeflammerte Factor Null wird, da das Ueber- 


hangeeſeß ST = unabhängig und willkürlich ift, und man findet fonach 


dy dz 
d. 75 Is 


08 bezeichnende Gleichung für bie Give, deren Bogen zwiſchen zwei 
gegebenen Punkten einer Fläche ein Fleinfter- ober guoßter ift unter den 
Cuwen, bie auf biefer Fläche durch dieſelben Punkte gezogen ‚werben 


m 


Tonnen. Die Bergleichung dieſes Ausdrucks mit ben in $. 39 erhaltenen 
bezeichnenden Gleichungen ber Krümmungscurve zeigt deſſen volllommene 
Uebereinſtimmung mit ber zweiten ber letztern Gleichungen, wenn man 
biefe unter die Form: 


bringt und ie dann durch 5” disibiet, und man wird fd} leicht über- 


zeugen, daß man auf gleiche Weiſe bie dritte jener Gleichungen ber 
Krümmungscurve gefunden hätte, wenn die Uebergänge parallel zur 
Ebene der xy oder für ein unveränberliched z genommen worden wären, 
daß alfo, wie behauptet wurde, die Krümmungscurve eine Fleinfte oder 
größte Länge zwifchen den gegebenen PBunften hat. — 


$. 46. 


Den Schluß diefer Einleitung büde endlich die Srläuterung bes 
Lehrfabes von der Homogeneität oder Bleichartigkeit der Größen, 
deſſen fchon in $. 17 gedacht wurde, und welcher in ber Zolge ung 
noch wichtige Dienſte leiften wird. 

Es geht namlich ſchon aus dem, was in dieſer Einleitung ange- 
deutet wurde, hervor, daß ſich die Aufgaben ber Mechantt mit jehr 
verichtedenartigen Größen zu befaflen haben werden; benn es Tommen 
in denfelben außer denjenigen Größen, welche reine Zahlenverhält- 
niffe darftellen, wie die Zahl mr, die Winkelfunctionen, Die Logarith- 
men, u. f. fi, noch viele andere vor, welche zwar in ben Gleichungen 
auch als Zahlen erfcheinen, Denen aber immer eine beitimmte, 
wenn auch willkürlich angenommene Einheit zu Grunde 
liegt, und deren Zahlenwerthe fich, bei fonft ungeänderter Größe, 
mit diefer Einheit und zwar im umgekehrten Berhältniffe ändern. 
Dahin gehören die Längen oder Entfernungen, Flächen, kör— 
perlihe Räume, Maffen, fördernde und drehende Kräfte, 
Geſchwindigkeiten, Zeiten, u. f. w. Die Entfernung zweier 
gegebenen Punkte 3. B. wird durch eine um fo Fleinere Zahl ausgedrückt 
werden, je größer die Längen-Einheit ift, auf bie fie bezogen, mit 
welcher fie gemeffen wird. — Ungeachtet biefer Veränderung nun, welche 
in jenen Zahlenwerthen vor ſich geht, wenn eine ober mehrere jener 
Größen durch andere Einheiten gemeffen werden, müflen bie Gleichungen, 
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worin fle vorkommen, wahr bleiben; die Form biefer Gleichungen 
muß alſo gewiſſen Bedingungen Genüge leiſten, welche man bie Be— 
dingungen der Homogeneität nennt. | 
Stellt nämlich der Ausdruck: 


F(1,Y...f,f....m,m....v,v..... etc.)—=0 


eine folche Gleichung vor, in welcher J und I’ Längen, f,f Kräfte, 
m,m Maflen, v,v’ Gejchwindigkeiten, u. ſ. f. ausbrüden, und man 
verkleinert nun die Einheit der Längen nmal, die der Kräfte n'mal, u. ſ. f., 
jo werben bie Zahlenwerthe aller Längenn mal, die.aller Kräfte n'mal, u. ſ. w. 
größer werben, und demungeachtet muß man noch haben: 


F(nl,nl...vf,nf...n’m,n’m...n”v,n”v...etc.)=0. 


Dies Tann aber nur in zwei Fällen ftattfinden; entweder müſſen dieſe 
Goeffiztenten n,n’ ‚etc. Factoren der ganzen Function werden, ober zu 
* gleichen Potenzen erhoben, im Zähler und Nenner besfelben Bruches 
eriheinen. Daraus ergeben fich folgende Bedingungen: 


1) Eine Gleichung kann ntemald eine Größe irgend einer Art 
allein enthaltenz denn diefe müßte Factor der ganzen Gleichung fein 
und könnte durch Divifion entfernt werben. 

2) Wenn eine Gleichung nur zwei Größen berfelben Art enthält 
und in Bezug auf eine berfelben aufgelöfet wird, fo muß die andere 
Bactor der zweiten Seite der Gleichung werden. Zieht man z. B. aus 
der obigen Gleichung den Werth von f, fo muß man eine Gleichung 


von der Form: 
f=N.f 


erhalten, im welcher der Coeffizient N nur eine von jeder Einheit un- 
abhängige Zahl vorftellen kann, und deßhalb entweder aus abfoluten 
Zahlenverhaͤltniſſen oder aus Quotienten gleicher Potenzen gleichartiger 
Größen oder aus einer Verbindung von biefen mit jenen beftehen muß, 
ſo daß man allgemein fohreiben Tann: 


—1 m v 
r=f.o(7; m?’ 7 elc.). 


3) Enthält die Gleichung dagegen drei ober mehrere Größen ber- 
lelben Art und wird im Bezug auf eine berfelbe aufgelöfet, fo kann 
Man eine ber übrigen auf ber zweiten Seite ber Gleichung als Factor 
vorſezen, und dieſer dieſelbe Form geben wie vorher, Wären z. B. in 
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ber obigen Gleichung drei Kräfte f, f, f" enthalten, fo muß die Auf: 
Iöfung bderfelben in Bezug auf Eden Ausdruck: 


Da Ei > 
geben, in welchem ber Werth ber mit ꝙ bezeichneten Function wieder 
von jeder willfürlichen Einheit unabhängig ift. 

Don diefem allgemeinen Geſetze fcheinen biswellen Ausnahmen vor- 
zufommen; man begegnet jelbft fehr oft Gleichungen, welche den vorher⸗ 
gehenden Bedingungen nicht Genüge leiſten. Bel näherer Betrachtung 
wird man aber finden, daß in folchen Gleichungen eine oder mehrere 
der den darin vorfommenbden Größen zu Grunde gelegten Einheiten felbft 
enthalten find, und daß fie homogen werden, wenn man dieſe Einheiten 
mit Buchftaben bezeichnet. So hat man für die Oberfläche O eines 
Rechtecks, deffen Seiten a und b find, den Ausbrud: 


0O= ab 
welcher nicht homogen fcheint. Bezeichnet man aber bie Längeneinheit 


mit A, die Flächeneinheit mit w, fo wird diefer Ausdruc die homogene 
Form: 


f” 
=. (7: 


erhalten; denn er folgt aus dem geometriichen Satze, daß die Ober- 
flächen zweier Rechtecke in bemfelben Berhältntife ftehen, 
wie die PBroducte der Längenausmeffungen zweier anlie 
genden Seiten, oder aus der Proportion: 

0:0 =ab:ab, 
in welcher man die Oberfläche O’ eines Quadrates, deſſen beiden Seiten 
a ,h’ der Rängeneinheit A gleich find, ald Einheit o für das Zlächen- 
maaß / annimmt. 

Ebenſo verhaͤlt es ſich mit den Formeln für den Rauminhalt der 
Körper und mit vielen andern Ausdrücken, denen wir in der Folge 
begegnen werben; bet einigen derſelben ſoll auf das Vorhergehende be- 
ſonders aufmerffam gemacht, und ihre Domogeneität nachgewiefen werben. 
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Erſtes Buch. 


Mechanik des materiellen Punktes. 


Erſter Abfchnitt. 


Bufammenfehung und Berlegung der fördernden Kräfte. 





§. 1. 


Die räumliche Ausdehnung eines Atoms oder materiellen Punktes 
liegt ſo weit über der Grenze unſerer ſinnlichen Wahrnehmung, daß 
wir in Wirklichkeit niemals im Stande ſein werden, über den örtlichen 
Zuſtand, uͤber Gleichgewicht oder Bewegung eines einzelnen Atoms zu 
urtheilen; in der Vorſtellung aber können wir uns einen ſolchen mate— 
riellen Punkt, ebenfo wie einen geometrifchen, felbftändig denfen und 
ſowohl die Bedingungen feines Gleichgewichtes als bie Geſetze feiner Be— 
wegung, welche offenbar nur als eine fortfchreitende betrachtet werden 
fann, unterfuchen. Diefe Unterfuchungen werden dann theils unmittel- 
bare Anwendung finden in folchen Fällen, wo ein fefter Körper entweder 
nur eine einfache fortjchreitende Bewegung erhält, oder mo man von der 
drehenden Bewegung besfelben gänzlich Umgang nimmt, wo alfo die 
fortſchreitende Bewegung irgend eines feiner Punkte, in welchem man 
die Maſſe des ganzen Körpers vereinigt annehmen kann, zur Kenntniß 
feiner Bewegung hinreicht, theils werben fie und zur Grundlage für bie 
folgenden Unterfuchungen der Gleichgewichtsbedingungen und Bewegungs⸗ 
geſetze ber verſchiedenen Syſteme von materiellen Punkten dienen, wie 
fh die Lehrfähe der Geometrie im Raume auf die in der Ebene fügen. 


§. 2. 


Eine Kraft, welche an einen einzelnen materiellen Punkte angreift, 
kann dieſem, wie ſchon bemerkt, nur eine einfache fortſchreitende 
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Bewegung ertheilen und demnach als eine fördernde Kraft bezeichnet 
werben, da hier von einer drehen den Wirkung feine Rebe fein kann. 
Es fünnen aber auch mehrere Kräfte, melche gleichzeitig auf benfelben 
Punkt wirken, wie fie auch gerichtet fein mögen, dieſem nur eine nach 
einer beftimmten Richtung fortichreitende Bewegung mittheilen oder mit⸗ 
thetlen wollen, und es Tann dann diefe Bewegung, oder wenn fie ver- 
hindert wird, der entiprechende Drud auf das entgegenftehende Hinderniß 
immer als die Wirkung einer einzigen Kraft angefehen werden, beren 
Größe und Richtung natürlich von der Größe und Richtung ber gegebenen 
Kräfte abhängt, und ſich folglich auch aus dieſen muß ableiten laſſen; 
fie wird deßhalb Refultirende oder Mittelkraft der gegebenen 
Kräfte genannt, und das Verfahren, welches dahin zielt, ihre Größe 
und Richtung mitteld derjenigen der gegebenen Kräfte zu berechnen, durch 
den Ausdrud bezeichnet: „bie gegebenen Kräfte zu einer ein- 
zigen zufammenfegen.” 

Umgekehrt Tann man auch die Wirkung einer einzigen Kraft als 
die Geſammtwirkung zweter oder mehrerer Kräfte anfehen, welche nach 


I 


beftimmten Richtungen thätig find, und die Intenfitäten derfelben gemäß 


ihrer zuvor beftimmten Richtungen aus ber Intenfität der gegebenen 
Kraft herleiten, oder man kann, wie man fih einfacher ausbrückt, 
„biefe gegebene Kraft nad gegebenen Richtungen in zwet 
ober mehrere andere zerlegen,” welche dann Gomponenten 
oder auch Seitenfräfte von jener genannt werden. Diefe Zerlegung 
wird theils in folchen Fällen vorgenommen, wo man bie Wirkung einer 
Kraft nach einer gegebenen Richtung ficher beurteilen will, theild auch, 
wie wir bald fehen werden, um bie Kenntniß der Geſammtwirkung 
mehrerer Kräfte durch eine vorhergehende Zerlegung einer jeden derfelben 
uach zweckmäßigen Richtungen in zwei oder mehrere neue Kräfte, und 
durch eine ſtufenweiſe Zufammenfetung ber Tegtern auf dem möglichft 
einfachen Wege zu erlarigen. 

Mir haben alfo vor Allem Die Zufammenfegung und Ser- 
legung der fördernden Kräfte zu betrachten, d. h. das Verfahren, 
durch welches bie Refultirende von beliebigen Kräften, die an demfelben 
Punkte angreifen, gefunden werben kann, zu ermitteln, und überhaupt 
die wichtigften Beziehungen kennen zu lernen, "welche Wiſchen den för⸗ 
dernden Kräften und ihrer Reſultirenden obwalten, wobei wir natürlich 
von jeder Veränderlichkeit diefer Kräfte Umgang nehmen ‚ indem wir 
beren Wirkungen nur für einen beftimmten Augenblid 
betrachten, in welchem für eine jebe ſowohl ihre Intenfität, als ihre 
Richtung nur eine einzige, beftimmte fein Tann, 
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6. 3. 

Nach der in der Einleitung (F. 14) gegebenen Erklärung von 
gleichen Kräften und von dem Maaß ber Kräfte, nach welcher eine 
Kraft zwei Kraft- Einheiten gleich ft, wenn ſie diefelbe Wirkung her- 
vorbringt, wie zwei Kraft= Einheiten, bie zufammen in bemfelben Sinne 
thatig find, ift es einleuchtend, daß irgend zwei Kräfte, bie in berfelben 
Richtung und in demſelben Sinne an einem materiellen Punkte angreifen, 
dasfelbe leiſten müflen, was eine bewirkt, welche ihrer Summe 
gleich tft, d. h. welche die Einheit der Kraft fo vielmal enthält, als 
die beiden gegebenen Kräfte zufammen. Man hat daher in diefem Falle 


einfach 
R=P+Q, 


wenn P und Q die Smtenfitäten der beiden erften Kräfte, R bie ber 
lebten Kraft bezeichnet. Umgekehrt Tann man fi auch eine Kraft R 
ald die Summe zweier anderen benten, bie in berfelben Richtung unb 
in demfelben Sinne thätig find. 

Liegen die Richtungen der beiden Kräfte P und Q in berfelben 
Geraden, tft dagegen der Sinn ihrer Wirkungen entgegengefebt, fo wird 
bad Ergebniß bigfer letztern als bie Wirkung einer Kraft betrachtet 
werben können, deren Sntenfität ber Differenz von P und Q gleich if, 
fo dab dann - 

R= R— Q ober =0n—-P, 


je nachdem P oder Q die größere von beiden iſt; ber Sinn, An welchen 
R zu wirken ſtrebt, wirb jebenfalls mit dem der größern Kraft überein= 
tommen, Denn ift P bie größere von beiden, fo Tann nach dem Vor⸗ 
hergehenden P=Q+S geſetzt werben, und ba ſich P oder Q+S und Q 
entgegenwirken, jo werben bie gleichen Kräfte ihre Wirkungen gegenfeitig 
aufheben, und nur noch S ober P— Q wirkfam fein, und zwar in 
demfelben Sinne wie P; es tft alſo die Refultirende R mit der Kraft S 
gleichbedeutend. Will man in dieſem befondern Falle, wo die Richtun- 
gen der Kräfte in derfelben Geraben liegen, welche die Achſe der x 
vorftellen kann, die Zeichen ber Richtungen auf bie Kräfte felbft über- 
tragen, und diefe, welche im Allgemeinen abfolute Zahlengrößen ohne 
Qunlitätszeichen find, als pofitive oder negative Größen nehmen, 
je nachdem fie nach ber pofitiven ober nach ber negativen Seite jener 
Achſe wirken, d. h. je nachdem fie die Ordinate ihres Angriffspunktes 
zu vergrößern ober zu vermindern fireben, fo iſt allgemein bie Reful- 
tirende ber algebratihen Summe. ber beiden Seitenfräfte 
Decher, Handbuch ver Mechanik L 9 
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gleich, und wirkt in bem Durch das Zeichen biefer Summe 
angedeuteten Sinne. 

Es läßt ſich damit leicht zeigen, daß auch die Mitteltraft von meh⸗ 
reren Kräften P,, Pg, Pa , ete., welche in derſelben Geraden und in 
demfelben Sinne thätig find, ihrer Summe gleich if. Denn bezeichnet 
R, die Refultivende von P, und P,, Rz jene von R, und P,, u. ſ. f. 
und R die Mittelfraft von allen oder von R.—2 und P., fo hat man 
nach und nad , 


R, =P, +Pg 

R=R+BR=P,+Pp+P 

Rn Heut a Pot ..... +P.-ı 
R=Roa+ph=P+Pe+Pst+.....+Pa-ı+Pı 


oder einfach RP _ 
—2. P, 


wenn man bie vorſtehende Summe durch das Zeichen 3 vor. der all⸗ 
gemeinen Größe P ohne Inder andeutet. 

Wenn endlich eine beliebige Anzahl von Kräften P,, P,, P,, etc., 
Q,, Ra, Os, ete. an bemfelben Bunte angreift, und in berielben 
Geraden, aber zum Theil in dem einen, zum Theil in entgegengefehtem 
Sinne thätig tft, nämlich die Kräfte P,, Pa, etc. im pofitiven, bie 
Kräfte Q,, Og, etc. im negativen Sinne, und man bezeichnet bann 
die Summe aller Kräfte, welche in dem erften Sinne wirken, d. 1. ihre 
Reſultirende, mit S.P,, die Summe oder. Refultirende aller in dem ent= 
gegengefebten Sinne thätigen Kräfte mit 2.0Q,, fo wird offenbar 

R=2. R, — 2. Q; ’ 
d. h. bie Refultirenbe ift gleich der Differenz zwiſchen der Summe aller 
in dem einen Sinne wirkenden und der Summe aller in dem entgegen- 
gefegten Sinne thätigen Kräfte, und wirkſam im Sinne der größern 


biefer beiden Summen. Man fan nun aber die Kräfte P als pofitive, 
bie Kräfte Q ald negative Größen nehmen unb dann feßen 


=—P, G=—P", ea, 2.Q,=2.(-P)=—2.P, 
wodurch 
wird, oder einfacher 
1.) R=3.P . 


R=3,P,+2.P 


! 
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Mit Rückficht auf die Qualitaͤtszeichen ber Kräfte tft mithin die Mes 
fultirende beliebig vieler in berfelben Geraden wirkten 
den Kräfte ihrer algebraifhen Summe gleiqh. 


§. 4. 

Wenn nun an demſelben Punkte zwei Kräfte angreifen , deren 
Richtungen irgend einen Winkel unter fich einfchließen, fo tft es zuerft 
einleuchtend, daß die Richtung ihrer Mittelkraft in berfelben Ebene Tiegen 
muß, welche die Richtungen ber beiden gegebenen Kräfte enthält; denn 
ed ift Fein Grund denkbar, warum fich ber. Punkt lieber nach der einen 
als nach der andern ‚Seite aus biefer Ebene entfernen follte, wenn aber 
die Bewegung des materiellen Punktes in biefer Ebene erfolgt, fo muß 
auch die Richtung ber einzigen Kraft, welcher dieſe Bewegung zugefchrie= 
ben werden Tann, in berfelben Chene enthalten fein. 

Ferner iſt es leicht barzuthun, baß menn P und Q, Fig. 23, zwet 
ſolche Kräfte, die an demſelben Punkte angreifen, vorftellen, die Mittel- 
kraft derfeiben ber Richtung nah in ben Winkel PMO fallen muß, 
welchen diefe Kräfte unter fich einfchließen. Denn das Streben ber 
Kraft P geht dahin, den Punkt M einem Punkte O in ihrer Richtung 
zu nähern, ihn alfo von der Geraden MQ zu entfernen; ebenio wirkt 
die Kraft Q dahin, denfelben Punkt M einem Punkte N in ihrer Rich- 
tung zu nähern, und ihn von MP zu entfernen. Durch das Zufammen- 
wirken beider Kräfte wird alfo die Bewegung bes materiellen Punktes M 
nah einem Punkte R gerichtet werben, welcher irgendwo zwiſchen O 
und N Itegt, fo daß fich der Punkt fowohl von OM ald vn NM 
entfernt.- 

Sind dann die beiden Kräfte P und Q einander gleich, wie in 
Big. 24, fo werden fie ben angegriffenen Punkt von jeber Richtung 
gleichwiel entfernen wollen; die Richtungslinie der Bewegung, oder bie 
ber Refultivenden wird demnach den Winfel PMQ halbirn. Sind fie 
dagegen ungleich, wie in Fig. 25, fo kann man die größere von beiden, 
bier Q, als die Summe zweier andern: P und S, anfehenz; bie Refultivende 
R, ber beiden gleichen Kräfte P wirb ben Winkel PMQ halbiren, und die 
Mittelfraft R von R, und S oder von P und Q jedenfalls in den Winkel 
R,MS hineinfallen, alfo ber Kraft Q, d. t. ber größern von bei- 
den Kräften näher zu liegen fommen, und wie leicht zu fehen 
iR, um fo näher, je größer P tm Verhältniß zu Q if. 

Im Allgemeinen wird fowohl die Intenfität als Richtung ber 
Mitteltraft R eine Function ber beiden Kräfte P und Q und bes von 
ihren Richtungen eingefchloflenen Winkels x ſein; an set demnach, 
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wem man den Winkel zwiſchen ber Richtung ber Kraft P und ber 
Richtung der Mittelfraft R mit I bezeichnet, 

RCEF(P, C, ), $=f(P,0Q,e). 
Sn einem beſondern Falle dagegen, tn welchem uͤber eines dieſer drei 
Stüde eine befondere Verfügung getroffen wird, werben diefe Größen R 
und I nur noch Functionen ber beiden andern fein. Wird, wie oben, 
OP genommen, fo ift 

R=F(P,a) , I=M{P,«e). 

Die letzte Gleichung kann nicht homogen werben, wenn nicht P ganz 
daraus entfernt wird, ba fih fonit ber Werth von I mit der Einheit 
ber Kraft ändern müßtez es tft alfo nothwendig 


I+=f(e) 
und zwar, wie ſchon bargethan worden, 
224 . 
Ferner wird aus 
R=F(P,«) 


wegen der Homogeneität, ba daß Verhaltniß von R und P von der 
Einheit der Kraft rail fein muß, 


S=y(a) ‚ R=P.y(e). 


Es handelt fih alſo noch darum, bie Form ber Function ya) zu 
beitimmen, um bie NRefultirende R von zwei gleichen Kräften ſowohl der 
Größe als Richtung” nach angeben’ zu Tönnen.. 


§. 5. 

Ohne jeboch auf diefe Beſtimmung einzugehen, will ich einen andern 
Fall betrachten, mo es leichter ift, bie Größe der Refultivenden und 
damit auch ihre Richtung zu erhalten. Anftatt nämlich eine beſondere 
Verfügung über die Kraft Q zu treffen, laſſen wir den beiden Kräften 
beliebige Werthe, vergleichen aber nur jene Fälle, wo ihre Richtungen 
einen rechten Winkel einſchließen, wie in Fig. 26. Der conſtante 


Winkel zn iſt dann ohne Einfluß auf die: Größe und Richtung der 
Refulisenben, und es bleibt noch 
R=F£P,Q) , 9=f(P,0). 
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Eliminirt man baher aus den beiden Gleichungen bie Kraft Q, und 
nimmt aus ber nen entiianbenen den Werth von P, fo wird 
P=f(R,9) 
ober wegen ber Homogeneitaͤt wie oben 


alle , P= Rp; 


und da ber Winkel zwiſchen den Richtungen bon R und 2 > 


109 tft, fo muß man aud haben 


2 
1 
2=9 (57-9), Q=R.9(5r—9): 


Denkt man ſich nun P als Mittelkraft zweier Kräfte P, und P,, bon 
denen die eine in bie Richtung der Reſultirenden fallt, die andere da⸗ 
gegen barauf ſenkrecht fteht, die alfo unter fich auch einen rechten Winkel 


und mit ber Kraft P die Winkel 9 und 37 n—} bitben, fo muß wie 
vorher 
P. P. 9(3); R=F. 9-9) ’ 


werben, ober, wenn man für @ u und @ (4.9) ihre Bere 


p j 
— )=r ; vd 
rot, ps p 
= h=7. 


Auf gleiche Weiſe erhalten wir ſtatt ber Kraft .Q zwei rechtwinklige 
Kräfte Q, und. Q,, wovon die erfte wieder in Die Richtung Der Mittels 
kraft faͤllt, während die zweite darauf ſenkrecht ſteht nämlich I, 


,=0:p(47-9), 6=0-9(9). 


22 


oder mit den obigen Werthen von 9 (I) und ꝙ 4 7—}3) 
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Daraus geht hervor, daß P, und Q, gleich find, daß fich alfo, 
wenn fie im entgegengefegten Sinne thätig find, wie dies hier der Fall 
ift, ihre Wirkungen aufheben müflen. Die Summe der beiden andern 
Kräfte P, und Q,, welche in derfelben Geraden und nach berfelben 
Richtung thätig find, wird folglich die Refultivende geben müflen, und 
man hat demnach 


a.) —X 4 * oder R2—P2 1.07, 


wodurch die Größe ber Mittellraft beftimmt iſt. 

Was nun ihre Richtung ober ben Winkel I betrifft, fo iſt zuerſt 
einleuchtend, daß wenn Q==0 wird, auch 90 werben muß, weil 
dann R und P gleichbedeutend find ; bie mit ꝙ bezeichnett Function muß 
demnach eine ſolche ſein, daß man hat: 


ι, gam)=0. 


Berner folgt and den Groͤrterungen des vorhergehenden $, daß I um 
fo Heiner werben muß, je mehr man P vergrößert; man zieht aber aus 
ber Gleichung: 


P.00Q X 99): 


— —— — sm ——t 


-5) P(4n—9) 


wenn P um AP wächſt, und in Folge deſſen I um „79 Heiner wird, 
die Beziehungen: 





mp0) und > BETOHEFRE 
p (zm-3749) 9 (77-3) 


und fehließt: daraus, daß HF) eine Function fein muß, beren Werth 
ftetin zunimmt, wenn 3 Heiner wird, und zwar von 6 bie 1, wenn I 


von > se bi8 O abnimmt, und umgefehrt. 

sit man endlich flatt P und Q ihre Wertbe: Rp (I) und 
Roy ci 7: x— 95) in bie Gleichung (a) ein, fo ergibt fih als bezeich⸗ 
nende Eigenſchaft der betreffenden Function die Gleichung: 


1=g' (9) 4 PK a9), 
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und man ſieht ſogleich, daß dieſe Gleichung‘ fowohl, als bie vorher 
gehenden Bedingungen für alle Werthe von 3 zwiſchen 0 und > se be= 


friebigt werden, wenn man ꝙ (9) 0059 fehl, Nun kann es 
aber für zwei gegebene Kräfte nur eine einzige Refulti- 


rende geben, alfo auch nur einen einzigen Werth für r 
der P(F)*), und man hat deßhalb nothwendig für alle Fälle 
1 | 1 ur 
P{I)—=00) , 95 7 I)=08 (Zr —I)=eind — 
alſo auch | 


. pP . 
eos 9 * F = ,„ tang y=-- A 
und folglich | | \ 
R—-VP21Q2. $=aretang — > Ä 


als die gefuchten, oben mit F und f bezeichneten Yunctionen. - 

Die Kräfte Pund Q werden demnach durch die Pro— 
jeetionen der Refultirenden R auf ihre Rihtungen vor- 
geftellt, und Diefe der Größe und Richtung nach durch bie 
Diagonale des über den Kräften P und Q conftruirten 
Rechtes. 

Es faͤllt von felbft in die Augen, daß bie vorhergehenden Beziehun⸗ 
gen auch dazu dienen Tonnen, irgend. eine Kraft B ald die Reſultixende 
zweier unter fich vechtwinkligen Kräfte P und Q zu beirachten und fie 
In diefe zu zerlegen, was offenbar auf unenbdlich viele Arten -ge- 
ſchehen Tann, da die Gleichungen: 

P—Rcos$3, Q=Rsin$ 





*) Es find allerdings mehrere Functionen von $ denkbar, welche ben obigen 
Gleichungen und Bebingungen Senäge leiten; fie müflen aber alle für bass 
felbe 9 denfelben Werth erhalten, und Founen une ber Form nad ver 
ſchieden fein; fo 3. DB. die Functionen: 


1 ii, —bdi j 1,4 
cos (2mn--9), 2 0° -+e ): 12 7 9a 


u. a., welche der Form nach ganz audere Functionen von 9 vorfiellen, als 
cos 9, weldye aber, bie Reihe natürliy nur aunäperud, bem were 
nach mit Diefer Ishiern gleichbedentend find. | 
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drei Unbekannte P, Q und 3 enthalten. Iſt aber 9 gegeben, fo wird 
auch P und O durch Die vorſtehenden Gleichungen beftimmt werden 
fönnen. Bei der Eonftructton geſchieht dies einfach dadurch, daß man 
bie gegebene Kraft auf die gleichfalls gegebenen Richtungen von P und Q 
projicirt. 

Bei dieſer letzten Aufgabe kann die Forderung geſtellt werden, daß 
ber Winkel 9 irgend einen Werth zwiſchen O und 2 re habe; man 
erhält dann bald für bie eine, bald für bie andere, bald für beide 
Gomponenten negative Werthe, melche andeuten, daß die entiprechende 
Componente nicht In dem angenommenen Sinne wirken kann, fondern 
in dem gerabe entgegengefeßten. So zeigt Fig. 27, daß die durch MR 
vorgeftellte Kraft Teine Componenten längs ber Geraden MX und MY 
geben Kann, ba fie nicht in bem yon ihnen gebildeten Winkel Tiegt, 
wohl aber längs der Geraden MY und MX’. Wird aljo die Lage von 
MR gegen MX durch den Winfel $—= nr — beſtimmt, fo zeigen bie 
analytifchen Werthes P==Rcos 3I—=—R cos 9’ und Q=R sin I—R sin 9, 
daß die Richtung ber eriten Componenten nicht durch die pofitive Gerade 
MX, von welcher aus der Winkel 9 gemeflen wird, vorgeftellt werben 
Tann, ſondern daß fie in gerade entgegengefebtem, negativem Sinne wirft. 


g. 6. 


Mittels der vorhergehenden Sätze kann nun bie allgemeine Aufgabe: 
Die Refultirende von zwei Kräften zu finden, welde an 
demfelben Punkte angreifen, und deren Größe und Rich— 
tungen beliebig gegeben find, aufgelöft werben. Ä 

Seien P und Q, Big. 28, zwei ſolche Kräfte, die an dem materiellen 
Punkte M angreifen, und deren Richtungen. ben Winkel x bilden; MR 
fei die noch unbekannte Richtung der Nefultirenden,, welche durch Den 
Winkel PMR=I beftimmt wird. Denkt man fich jede der beiden 
Kräfte P und Q in zwei unter fich rechtwinklige Kräfte, bie erfte in P, 
und P, , die zweite in Q, und Q, zerlegt, von denen je eine, P, und Q, , 
in die Richtung der Refultivenden Fällt, fo iſt bie Refultivende dieſer 
vier Kräfte offenbar der Mittelfraft von P und Q gleich. Man hat 
dann zuerft zur Beſtimmung jener Kräfte die Ausdrüde: 


P,=Peos} , PR=Psin}, 
Q=Rcos(la—3) ,;, Q=QREin(e—9) ; 
und ba die Kräfte P, und Oz im derſelben Geraden ſenkrecht zur Rich— 
"tung der: Refultivenden, und zwar im entgegengefehten Sinne angreifen, 
fo müfjen fie gegenfeitig ihre Wirfungen aufheben; benn wert nad 
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irgend‘ einer Seite, 3. B. in ber Richtung MO, eine Kraft als Mittel- 
kraft von P, und Q, wirkſam bliebe, fo müßte bie Refultivende von 
biefer Mittelfraft und von jener der Kräfte P, und Q,; , die in derfelben 
Geraden MR thätig find, in ben Winkel-RM O, bineinfallen; es müßte 
alſo auch die Refultirende der Kräfte P und O, welche mit der vorher- 
gehenden der vier Kräfte P,, O,, Ps und O, gleiche Intenſität und 
Richtung Hat, in denfelben Winkel zu liegen kommen, und es Könnte 
.MR nicht ihre Richtung fein. Es tft demnach die Refultirende R ber 
Summe der beiden‘ Kräfte P, und Q; gleich, und man hat zur Be= 
ſtimmung ihrer Intenfität und Richtung bie beiden Gleichungen: 


P sin I3—O sin (@— I) =0 
R=Pcos34-0Q cos(«—}) 


Bird in der lehten Gleichung mitteld der erſten eine der Kräfte P ober Q 
elimintrt, fo erhält man mit einigen Reductionen 


(3. 


sin & 
sin ( — 9) ’ J sin9 





und daraus — 
R:Q:P=sine:sn}:sinta—9). 


Werben ferner bie beiden Gleichungen zum Quadrat erhoben und abdirt, 

ſo ergibt fich ° 
R®—P240Q?+2PQ cosa , 

als diejenige Gleichung, welche den Werth ber Refulticenden R burih 

Die drei gegebenen Größen: P, Q und « barftellt. 

Aus allen diefen Ausdrücken geht hervor: 1) daß die Refultirende 
der Summe ber Projectionen der beiden Kräfte auf ihre Richtung gleich 
iſt; 2) baß jede ber drei Kräfte durch den Sinus des Winkels vor- 
geftellt werben Tann, welchen die Richtungen der beiden andern ein- 
(liegen: 3) daß bie Refulttrende R ber beiden Kräfte P und Q ber 
Größe und Richtung nad) durch die Diagonale bes über diefen Kräften 
conſtruirten Parallelogramms vorgeftellt wird; A) daß alle Beziehungen 
zwiſchen den genannten drei Kräften und ben von ihren Richtungen ein- 
geichloffenen Winkeln durch ein Dreieck MPR, Fig. 28, gelöft werben, 
deſſen Seiten jerie drei Kräfte vorftelfen, worin aber der von ben Kräften 
P und Q eingefhloffene Winkel nicht der Winkel a ſelbſt, fonbern 
deſſen Supplement rn — & tft. Es mäffen demnach immer drei Stüde 
und darunter wenigſtens eine Kraft gegeben fein, um bie übrigen ab⸗ 
Akten zu können. nn J 
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Soll alſo die Kraft R in zwei andere: P und Q, zerlegt 
mit welchen ihre Richtung die Winkel x unb 4 bildet, fo Hat man zur 
Beitimmung der Intenfttäten dieſer Kräfte die Gleichungen: 


sin 8 sin a 
| er ER let) 
Wenn bir = wird, fo folgt 
P=Q= FELL sin c R 


sin?® _Zcose ’ 
man hat alfo auch 


P= 


R—2Pcosa , 


wo & bie Hälfte des Winkels ift, welchen die gleichen Kräfte P unter ſich 
einfließen, und wodurch der in $. 4 betrachtete Fall feine Auflöfung 
findet. 

6.7. 


Es feten nun mehrere Kräfte gegeben, die alle an demfelben mate⸗ 
vielen Punkte angreifen, und deren Richtungen noch alle in berfelben 
Shene liegen, und es fei bie Richtung und Größe ihrer Refultirenden 
zu finden. Bezeichnen wir die Kräfte der Reihe nach mit P,, P,, P,, etc., 
jo wird fih de Refultirende durch Anwendung des im vorhergehenden 
$. 6 gefundenen Satzes leicht conſtruiren Yaffen, wem man, wie tn 
Fig. 29, zuerſt ˖ die Nefultirende R, ber Kräfte P, und P, durch die 
Diagonale des über diefen Kräften ausgeführten Parallelogramms dar- 
Stellt, und über dieſer Mittelkraft R, und der dritten Kraft P, ein 
zweite8 Parallelogramm errichtet, durch deſſen Diagonale bie Mittel 
kraft R, der Kräfte P., Pa, Pg. gegeben ift; dieſe Reſultirende R, 
wird wieder mit der Kraft P, zufammengefebt, und ſo fortgefahren, 
bis alle Kräfte zur Bildung einer lebten Rejultirenden R verwendet 
wurden, welche dann bie gefuchte Mittelkraft aller gegebenen: Kräfte iſt. 

Mit einiger Auſmerkſamkeit wird man fogleich erkennen, daß dieſe 
Gonftruction ſehr vereinfacht werben Tann, daß es nämlich nieht noth- 
:wendig tft, die Barallelogramme ganz. zu conftrutren, daß vielmehr alle 
burchbrochenen Linien der Figur entbehrlich find, ‚menn man durch den 
Endpunkt dev Geraden MP, „ welche bie Kraft P, barftellt, eine Pa- 
‚xallele zur Richtung der Kraft Ps zieht und beren Länge P, R, dieſer 
‚Kraft entiprechend, d. h. ber. Geraden MP, gleich, abjehnetdet, dann 
burch den fo erhaltenen Endpunkt R, eine Barallele R, R, zur Kraft P, 
‚von gleicher Länge: wie MP, zieht, und, auf biefe Weile fortfahren, 
das Vieleck MP, R, RR, R conftruirt, befien Seiten den Richtungen 
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ber gegebenen Kräfte der Reihe nach parallel And und biefe Kräfte durch 
Ihre Längen vorftellen; die letzte Seite RM biefes Vielecks, welche ben 
Endpunkt R der zur lebten Kraft P gezogenen Parallelen R, R mit dem 
Punkte M verbindet, wird dann bie Refulttrenbe aller Kräfte der Größe 
und Richtung nach barftellen. Wenn fich das Vieleck von ſelbſt ſchließt, 
d. h. wenn die Parallele zur letzten Kraft gerade im Punkte M endigt, 
fo iſt die Refultivenbe gleich Null. 


§. 8. 

So einfach aber die vorhergehende Conſtruction iſt, ſo wenig iſt 
das dabei angewendete Verfahren zur Berechnung ber Mittelkraft ge⸗ 
eignet. Die Methode der analytiſchen Geometrie und bie in $. 5 ent⸗ 
widelten Lehrſätze über die Zufammenfekung zweier rechtwinkligen Kräfte 
und die Zerlegung einer Kraft in zwei andere, deren Richtumgen ſenk⸗ 
recht zu einander find, führen hier wett leichter zum Ziel. 

Durch den gemeinfchaftlichen Angriffepunft M, Fig. 30, der gegebenen 
Kräfte legt man ganz beliebig ein rechtwinkliges Achfenpaar, und beftimmt 
bie Richtung jeder Kraft, wie in $. 12 ber Einleitung angegeben wurde, 
durch den Winkel &, ben diefelbe mit der Achfe der x bildet, und ber 
für jede Kraft gegeben fein muß. Zerlegt man nun bie Kraft P,, 
deren Richtung mit der Achfe der x den Winkel a, einfchließt, in zwei 
Kräfte, von denen die eine nach der Achfe ber x, Die andere nach ber 
Achſe der y gerichtet tft, bie alfo rechtwinklig zu einander find, fo erhält 
man für biefe die Werthe: 

P,csa, ,„ P,suna,, 
und biefe Somponenten werben, wie in $. 5 gezeigt wurde, der Rich- 
fung nach mit den pofitiven Hälften der Coordinatenachſen zufammen 
fallen, wenn bie Functionen cos a, unb sin a, pofitive Werthe haben; 
Im entgegengeſetzten Falle werben fle im Sinne der negativen Achſen 
wirken, und in der Rechnung als negative Größen erfiheinen. Auf 
gleiche Weiſe ergeben ſich für die ührigen Kräfte Pp, P,, etc bie 
Eomponenten 
P, 008g „ P, cos og ‚„ P,cosa,, elc. 


in der Achſe ber x, und bie Eomponenten 
Ps sinog , P,sina;, P, sin &, , etc. 


in dee Achſe der y, und zwar balb im poſitiven, bald im negativen 
Sinne dieſer Achſen wirken. Statt her genebenen Kräfte: P,, Ps, Ps, eic. 
haben wir demnnch zwei Sofleme.von Kukfian, deren Richtungen all⸗ 
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in derfelben Geraden liegen, bei dem einen in der Achfe der x, bei dem 
zweiten in ber Achfe der y; wenn nun bie Refultivende von einem jeben 
Syfteme genommen wird, fo find alle Kräfte auf zwei unter ſich recht⸗ 
winklige zurückgeführt, welche den Achien entſprechend, längs bemen fie 
wirken, mit X und Y bezeichnet feien, und deren Mittelfraft zugleich 
die Reſultirende aller Kräfte fein wird. 

Nach Sleihung (1) in $. 3 tft die Reſultirende eines jeben bieſer 
beiden Syſteme der Summe der Kräfte gleich, da, wie oben bemerkt 
worden, der Sinn ihrer Thätigkeit durch die Zeichen der Sinus und 
Coſinus ausgedrädt iſt; man hat alſo: 


X=P, cooa; + P; sag +P; 008 0, +ete.—=3.P BU , 
Y=P, soa+P,sinagg-+P, sna,+ee.—=>3.Psine . 
Die Refultirende R diefer Kräfte X und Y iſt dann nach ben Gleichun⸗ 
gen (2) gegeben durch: 
R= Vvx+Y? +7? =y(2. TTIRTeR Psin«)®, 


und, wenn a ben Winkel bezeichnet, ben Ihre Richtung mit ber Achſe 
der x bildet, ſo hat man 


X==Rocosa, VRsia, ga ; 
oder 
Rcosa=P, cosa, 4P, cosag-+P, c0say eic.— 3.Pcos« 

4.) R sina=P, sing +tP; sing -+-P, sin« et. =2.Psin @ 
| 2. P sin pn— 2; Psna _3.Poosa 
| 3.Posa’ sa 00a 
Diefe letzten Ausdrüde eignen fich am beften zur Berechnung ber Rich 
tung und Sutenfität der Nefultirenden; es tft aber dabei zu bemerken, 


baß für die Beſtimmung des Winkels a die Zeichen von S.P cos 
und 3.P sin« wohl zu beachten find; Denn biefer Winkel liegt, wie 


leicht zu fehen, zwiſchen O und 5 , wenn biefe beiden Summen 


lang a — 


poſitiv find, zwiſchen mr und 5 cr, wenn fie beide negativ find, und 


zwiſchen 2 und 7., wenn nur die erſte, endlich zwiſchen Sm 


und 2, went. nur bie zweite negativ. tft; R .felbft muß jedenfalls poſitiv 
sber vielmehr abfokıt werden; es müflen alſo S.P sin und sin a, 
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3.Pcos«a und cos a immer gleiche Zeichen haben , was übrigens aus 
den Vorhergehenden unmittelbar folgt. 

Das folgende einfache Beifpiel mag als Mufter für die Anwendung 
der bisher gefundenen Formeln dienen; es ift in Big. 31 conftructiv 
aufgelöft, und babet bie Ränge von 0,75 Millimeter als Vertreter für 
die Einheit der Kraft angenommen. 

An einem materieflen Punkte M greifen 4 Kräfte an, dern In⸗ 
infitäten und Richtungen folgende find: 


. Kgr. Rer. Kor. Rer. 
P=1,3, B=385, R=5,3, N=3Ü,6, 
,—=23'20, a=113940, a —=235510 , a,=3320307; 

welches tft Die Intenfität und Richtung ihrer Mittelkraft? 
Die Rechnung gibt Folgendes: *) 
kgP,=1,15320 ...... *1, 18320 logP, =1,3779 ..... —1,37749 
lg cos «a, =9,96294 Ig sin «,—9,59778 Ig cos «, —9,68098- Ig sin a, =9,94321 
IgPıc0s,—1,11614 lg P,sin« ı0,75098 lg P,cosa,—1 ‚05847- IgP ‚sina,—1 ‚32070 
Pıoosa,—13,07_ _ P,sina,—5,64 P, cos æ ——11,44 P,sin«,—2%0,93 
gP,—=1,65677 ..... —165677 °  logP. 15004 ..... —1,50024 
Ig cos , =9,40825- Ig sin «,—9,98528r I1g cos «,—9,94793 I1g sin «, —=9,68441- 
k cos a,—1,06502- IgPssina,—1,64205- 1gP.cose,—1,44817 1IgP.sin«.—t, 16165- 
hosu=—11,62  P, sin 2380 P.cosa, 807 Pısinu—=—1461. 





Dadurch wirb ferner 
3. Peoso — All — 23,6 — 18,08 
2.Psina — 2657 — 5847 = — 31,90 
log 3.P sin« = 1,50379— log 3. Peine — 1,50379 — 
d. E. log 3. P cosa —= 8,74280 d.E. log sin a — 0,06049 — 
log tang a = 0,24659 — .Jog R = 1,56428 + 
1222700429033 — 299033 , R = 36,67 


tber au) R— (18,08)? + (31,0) = Y1345 — 36,66 . 


*) Wenn ſich Hinter einem Logaritimen das Zeichen — befindet, fo deutet dies 
an, daß die entſprechende Zahl negativ if. — Die Lugarithmen aller Zah⸗ 
‚In, vie Heiner find als 1, alfo die Logarithmen ce Sinus und Coſinus, 


fowie die der Tangenten der kleinern Winkel als Im, u. ſ. f., find als des 


kadiſche Grgänzungen zu betrachten, bei welchen — 10 nicht ausprüdlich zus 
geſetzt ift, da Durch das Weglaſſen dieſes Subtrahenden nur in fehr befondern 
Ballen ein Zweifel entichen Tann. Die dekadiſche Ergänzung eines Logarith⸗ 
men iR durch d. E. angebentet. . 
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Die Intenfität der Refultivenden ift demnach 36: 67 und ihre Richtung 
bildet mit der Achfe der x einen Wintel — 299033. 


$. 9. 


Um nun zur Beſtimmung der Mittelkraft beliebiger Kräfte über- 
zugehen, deren Richtungen nicht in berfelben Ebene liegen, betrachte ich 
zuerft den Fall, daß drei unter fich rechtwinklige Kräfte P, Q0, 8, 
Dig. 32, gegeben ſeien. Die Refultirende R, der beiben erſten: P und Q, 
it dann beſtimmt burch die Gleichung: 


R,? — P2 + Q*. 
Die Richtung von S tft aber fenkrecht zu P und S alfo auch gu der 
Ebene PMQ, und folglich ſenkrecht zu R,; die Mittelfraft R von R, 
und S, oder maß Dasielbe ft, von P, Q und S, wird demnach durch 
bie ähnliche Gleichung: 
R2— R,?-+ 52 

beftimmt, welche durch Einführung des Werthed von R, wird 

RR—=P20Q145°, R=YPP+Q?+5. 


Berner {ft es einleuchtend, daß wenn a, b, c bie drei Winkel zwiſchen 
ber Richtung ber Kraft R und den Richtungen Ihrer Seitenfräfte P, Q, S 
find, man hat | 


P=Resa, Q=Reosb, S=Rooc 
5) J und 


eosn — , bt, =, 


oder, wenn man den Winkel, welchen bie Profertion der Refultirenden 
in der Ebene der Kräfte P und Q mit ber Richtung ber Kraft S bildet, 
mit e bezeichnet, 


P==Rsinccose ,; Q=Reinesine , S—=Roso 


s 


— — 


6.) 
4 — 


| | S sine cos 6 
Durch dieſe Ausdrüce iſt die Intenfität und Richtung der Refulttvenden 


beitimmt; fie zeigen, baß biefelbe durch die Diagonale des 
über den drei gegebenen Kräften ausgeführten-Parallel- 


tang ot  „ egc= 
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epiped8 vorgeftellt wird. Ste bienen aber auch umgekehrt dazu, 
eine Kraft R in drei andere unter fich vechtwinflige: P, Q,:S, zu zer⸗ 
legen, wenn bie Winkel a, b, e zwifchen ber Richtung ber erften und 
den Richtungen der drei lebten Kräfte bekannt find, und zeigen in biefer 
Beziehung, daß jede diefer Seitenkräfte ber Profection der 
Refultirenden aufihre Richtung gleich iſt. Es findet dann 
auch hier die oben in $. 5 über die Zeichen der Gofinus und den Sinn 
der Thätigfeit der Componenten gemachte Bemerkung ihre Antwendung. 

Dasfelbe Ergebniß hätte aus ber In $. 7, befprochenen Gonftruction 
abgeleitet werben koͤnnen; denn es tft Far, daß biefe auch auf Kräfte 
anwendbar ift, deren Richtungen nicht in berfelben Ebene liegen, ba 
man immer nur zwei Kräfte zugleich betrachte. Es ergibt fich ferner 
durch diefelbe, wie Big. 33 zetat, daß für irgend drei nicht in einer 
Ehene Itegenden Kräfte P, O, S bie Mittelfraft R immer durch bie 
Diagonale des über denfelben conſtruirten Parallelepipeds ber Größe 
und Richtung nach vorgeftellt wird. 

- Zur wirklichen Ermittelung der Refultivenden von beliebigen Kräften 
im Raume tft indefien die erwähnte Gonftruction wenig geeignet; ver⸗ 
bindet man aber diefelbe mit der darftellenden Methode nach der in 
$. 14 der Einleitung angegebenen Weife, die Profertionen ber Kräfte 
aufzutragen, fo erhält man leicht die beiden Projectionen ber Reful= 
firenden durch ben einfachen Sab, daß die Mittelkraft der Bro- 
jeetionen der gegebenen Kräfte in einer der Projections— 
tafeln auch bie Projection ber Refultirenden berfelben 
Kräftetn dieſer Tafel iſt. Durch die Projectisnen der Refultivenden 
dat man dann auch die wirkliche Größe und Richtung derſelben. Es 
wird bald ein Beiſpiel einer ſolchen conſtructiven Beſtimmung gegeben 
werden, worüber man einftweilen Fig. 34 vergleichen Tann. | 


S. 10. 


Es ſei nun eine beliebige Anzahl Kräfte P,, Pa, Pz, etc. ges 
geben, und deren Richtungen gegen ein willkürlich burch ben gemel= 
Khaftlichen Angriffspuntt gezogenes rechtwinkliges Coordinatenſyſtem, 
entweder durch die Winkel æ, 4, y mit ben drei Achſen, ober durch 
die Winkel y und & beſtimmt. Man zerlege die Kraft P, in drei 
andere, welche nach dem drei Achien gerichtet und demnach durch 
aber P,csa ,„ P eos Pr » Peoy, , 


P, siny; cose; „ P; siny, sine, ,„ Py cosyı 
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ausgedrückt find. Auf dieſelbe Weiſe verfahre man mit allen übrigen 
Kräften P,, P,, etc. und verwandle fie dadurch in drei unter ih 
rechtwinklige Syfteme von Kräften, bie längs berfelben Geraden (einer 
ber drei Achfen) thätig find. Die Refultivende eines jeden Syſtems if} 
ber algebratfchen Summe ber betreffenden Kräfte gleich; wenn alfo biefe 
Mittelkräfte den Achfen entiprechend mit X, Y und Z bezeichnet werben, 
fo hat man 
X P, wsa,+Py c0os&g-+P, c0osag 4 ete. ⸗ X. P cos 
7) $ Y=P;ı cos, -P, 008 fa + P,; cos , + elc.—=2.P cos ß 
= P, cosy + Py ys 4 Ps co ys - ei 2. Pcosy, 
oder auch 
X—P,siny, cose, +Pysinygcoses-HPysinygcosez+ete.—Z.Psinycose 
Y=P,siny, sine, + Pgsinys sineg+P, siny,sines—+ etc. =2.Psiny sine }. 
—=P,cosy, ° -+Pa008y9 -+Pgcosy -retc.==2.Pcosy 
Die Mitteltraft biefer Reſultirenden X, Y, 2 tft zugleich bie bes ganzen 
Spftemd, und man hat 


R=y XV ZI=V/(D.Poosa)IF(2.Pcosß)X}(2.Poosy)} 


8.) - — 
ot ob oc 
R ’ R ’ R 
oder auch 
9.) tan et tan e-. 1 R—__ 
° se— * Br ne ? —cosce ” 


womit dann fowohl die Intenfität als bie Richtung ber gefuchten 
Mittelkraft beftimmt ift. Hinfichtlich der Zeichen ber Größen X, Y, Z 
kann in Bezug auf die Winkel a, b, c Fein Zweifel entftchen, da fie 
zwiſchen ben Grenzen O und 75 liegen; in Bezug auf ben Winfel e, 
der fih von O bis 277 erſtreckt, gilt dasſelbe, was oben (8. 8) in 
Betreff des Winkels a geſagt worden If. 


$. 11. 


Als Beiſpiel für bie vorhergehende analytiſche Beſtimmung, fo wie 
für die conftruetive Darftellung ber Refultirenden von beliebig gegebenen 
Kräften im Raume diene folgende Aufgabe. 

An demfelben materiellen Punkte M, Fig. 34, wirken A Kräfte, deren 
Intenſitaäͤten und Richtungen folgende find: 
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a . - 


- Her J Rgr Her Kor 
P. — 25, 30, BP = 16,9%, BR = 32,63, PR = 230,87, 
43—= 40, & = 13'300, 3 = 3510, 5, =30540', 
y=63%, a= 4820, 7, = 15630, y.—=151940); 
welches iſt die Intenfität und Richtung ihrer Reſultirende ! 

Bei der in Fig. 34 dargeftellten Eonftruction tft ber Doppelte Millt- 
meter als Einheit der Kraft angenommen, die Dorizontal=Profectionen 
find mit einem, die Vertikal-Projectionen mit zwei Accenten bezeichnet; 
bie erſtern Projectionen find wie Kräfte in berfelben Ebene zu einer 
Mittelfraft MR’, bie Bertifal- Projertionen ebenfo. zu der Kraft MR” 
vereinigt, und fobann durch Umlegen ber vertikalen projicivenden Ebene 
in die vertikale Tafel die wahre Länge der Mittelkraft und der Winfel 
e oder CMR, ben ihre Richtung mit der Vertikalen bildet, gefunden 
worden; ber Winkel e ift durch ben Winkel AMR’ befammt; 

Die Rechnung gibt: 

log ,—14019 ..... ‚—=1149 .... 1,0449 
log sin „=9,504 .. ....=995304 log ws y, = 9,6412 
kg cos -987557 log sin & —=9,81983 
log Pıcose, —1,23310 . logPı cos£, = 1,17736 log Pıcosy, — 1,04891 


Pacosa, =1710 . P, cos $, = 15,04 P,cosy, = 11,19 
lg, —12201 ......=122M1 ......—122401 
lg sin „987334 ..... —9,97334 log cos y. 9,82269 


log eos 8974189 — log sin , — 992111 
logP, cos «, = 0,83924— log P, cos, = 1,01846 log P,cosy, — 1,0467 


P, cos a, = — 6,91 P, cos 4, = 10,43 P, cos ys = 11,14 
gB=115 °......=1515 .... . 2151495 
log sin y, = 9,60070 .» .—=9,60070 log cos 1, = 9,96240 — 


log cos , — BER — log. sin & = 9,85074— . 0. 
logP, cos, — 0,96387— log P, cos . = 0,96639— log P, 008; Pen — 147735 — 


P, c08 0; = — 9,20° ‚Ps008 9, = — 9,26 P, cos 49: = — 30,02 
logP,—=13192 . J 3132 .......131952 
log sin . —9,67633 .. — 9,67633 Jog cos y.—9,94458-— 


log cos &,—9,26572 log sin & = 9,90978— 2 
log P. cos «, = 0,76157 logP.cos 8. = 0,9563 — log P, cos — — T ‚26410 — 


P,cos«, == 5,78 —* P, cos . — 8,05 P. 0032, * - 18,37. 
Dadurch wird ſodann U 
XCEXCIP cos æ = 20,88 _ 61= 67 
Y=r.Pcosß = 23547 — 1131 = 8,16 


Z = 2. Doosy = 2233 — 89 = — 2,8 _ 
Decher, Handbuch ver Mechanik L 10 
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log£.Pcoss—0,91169 2 logz.Pcoss—=0,91169 logz.Pcosy=1,41597—- 
d.E.Igz.Pcose—9,16041 d.E.Ig&.Pcosy=8,58403— d.E.Igcosc—0,03326 — 


log tang e=0,08110 d. E. log sin e=0,11373_ log R=1,44%23-+ 
log tang c—9,60945— 
oe = Wii , c = 157516 , RB = 28,134. 
Man hat auch 
= VIETFFEIEFFRET = YO = 28,134 . 
log 2. Pcos« = 0,83059 log £.P cos$ = 0,91169 
d. E. log R == 8,55077 d. E. log R == 8,55077 
log cos a = 9,38136 log cos b == 9,46246 
und | 
‚ log sino — 9,57619 log sin co = 8,57619 
log ose = 9,8051? og sin e == 9,88627 
log cos a — 9,38136 log cos b == 9,46246 
a —= 7646 b 7308,4. 


Durch diefe Refultate tft in Mebereinftimmung mit der Conſtruction die 
Mittelkraft ber Größe und Richtung nach beftimmt. 


$. 12, 


Mitteld der Gleichungen (7) läßt ſich nun auch ein Ausbrud für 
die Mittelkraft finden, welcher unabhängig ift von ber Lage der Coor⸗ 
dinaten und ber nur bie Kräfte und die von biefen paarweiſe gebildeten 
Mintel enthält, Erhebt man nämlich diefe Gleichungen zum Quabdrat, 
fubftituirt die fo erhaltenen Werthe von X2, Y2 und 22 in die Gleichung 


| R?—X2 4 Y3173 
und beachtet dabei, Daß 


cos? a + cos? A, + coBdy, —1 oa 
008? &g + 0082 Ba + of J *1 
ete., 


und daß nach $. 19 der Einleitung 
C08 0% cos da -}- cos Ay C08 Pa -}- 008 y4 cos yg = COS Ri; Pa 
00804 008 09 4 008 ꝑ. c08 Ag cos yı cos yg = cos P, P P, 


eic. 
wo BIP, den Winkel bezeichnet, den bie Richtungen ber Kräfte P, 
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und Pr, 5 P, denjenigen, welchen bie Richtungen der Kräfte P, und Ps 
einfchließen, u. f. f., fo findet man | 

R—P,-HP,s--P,s-Letc.-H2P,Pı cosPıPı-H2P,P; cosP,Pı-H2P,Ps coaf,Pr-teic, 
oder 


R?— 3.P2423.PP coPP’ (10. 


als den gefuchten Ausdruck. Man fieht ſogleich, daß er berfelbe tft, 
wie derjenige, durch welchen eine Seite eines Vielecks berechnet wird, 
nur mit dem Unterfchtede, daß in unferm vorſtehenden Ausdrude nicht 
wie dort, die Innern, fondern die äußern Winfel des Vielecks genommen 
find; ferner, daß der für zwei Kräfte erhaltene Lehrfab, das fogenannte 
Baralellogramm der Kräfte, nur ein befonderer Ball bes vorher- 
gehenden allgemeinen Satzes it. 

Endlich befteht zwiſchen ber Refultirenden und ihren Settenfräften 
noch eine meitere allgemeine Beziehung, welche häufig angewendet und 
auf folgende Art aus denfelben Sleihungen (7) abgeleitet wird. 

€3 jet MN irgend eine beliebige, durch ben gemeinfchaftlichen An- 
griffäpunft gezogene Gerade, und I, m, n bie Winfel XMN, YMN, 
ZMN, welche dieſelbe mit ben drei Coordinatenachſen budel. Man 
multiplichre die Gleichungen (7) unter der Form: 


Rcsa—_.P oos«—P, cosa,; +Py 008 09 + P; cosag 4 eic. 
Rcoosb=>8.Pcos®=P, cosß; + Pa cos da +Py cosßg-+ etc. 
Rcose—=3.Pcosy=P, cosy; + Py 00899 + Pg cos yʒ + eie. - 
der Reihe nach mit. cosl, cosm und cosp und abdire die Peoducte, 
ſo ergibt fich folgende Gleichung : 
R(cosa cosi-}eosb dos mFeos e cosn. P(cos æ cosl-Fcos ß cosm-}-6087 coan) 
| —P, (cose, cosl-4-cosß, cosm-Fcosy,cosn) 
-+-P, (cosa, cosl-}c0sß, cosm-Fcosyscosn) 
“rei. 
oder, wenn man ben Winkel, weicher von ber Richtung ber Mittelkraft 
R mit der Geraden MN eingeichloffen wird, wieder mit RN, bie von 
derſelben Geraden mit den Richtungen der Kräfte P,, P,, etc. gebil⸗ 


deten, mit PM , BiN, etc. bezeichnet, die Gleichung: 
ReosRN—P, cosPı N-HPz cosPz N-tete. 


10* 
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und durch biefe Gleichung wird ausgeiprochen, baß bie Brojection 
berefultirenden auf eine beliebige Gerade gleich iſt ber 
algebraifhen Summe der Brojertionen aller Seitenträfte 
auf diefelbe Gerade. 


Dean hat alfo auch, wenn man ben Winkel RN mit 9 bezeichnet, 
für die drei rechtwinkligen Gomponenten 


12.) ‚Rcos$=X:.cool+Yceosm+Z cosn. 
Halt bie Gerade MN mit der Richtung ber Refulticenden zuſam⸗ 


men, ſo wird cos RN=1, und demnach 
Re P, os Pa cos Pa R-H etc. 


—=>3,P cosPR ; 
d. h. Die Refultirenbe ift gleich ber algebratfchen Summe 
der Projectionen aller Kräfte auf ihre Rihtung NIS 
befondern Fall davon vergleiche man bie zweite ber Sleihungen (3) in 
8.6. Für drei rechtwinflige Kräfte X, Y, Z, welche mit der Mittel- 
fraft R bie Winkel a, b, o bilden, iſt demnoch 


R=X cosa4-Ycosb+Zcoosc, 
wie fih auch aus ben. Gleichungen (8) ergibt. Bringt man namlich 


die erſte: 
RXS2V2272 
unter die Form: x r 7 
R=X7+/7+427, 


und ſubſtituirt fir z, * 4 ihre Werthe (8), fo findet man 


ebenfalls. die beiveffende Gleichung wieder. 
g. 13. 


Um das Vorhergehende, namentlich die Gleichung (12) anzuwen⸗ 
ben, fei die Aufgabe geftellt, die in $. 11 berechnete Refultivende nach 
wet unter fich rechtwinkligen Richtungen zu zerlegen ‚ von denen die 
eine durch Die Winkel: 


y—= 107115 , &= 75036 
beftimmt tft, indem man die Werthe der Somponenten X—=I.P cose, 
=S,P ß ‚„ Z=2,P cosy als gegeben vorausſetzt. 





149 


Die eine, in die gegebene Richtung fallende, Conponente ber Reful- 
tirenden iſt nach 6. 4 der Projection ber legtern auf jene Richtung gleich, 
und wenn fie mit Q, bezeichnet wird, hat man zuerft nach Gleichung (12) 

0, >=KXsiny cose+Ysiny sine +Zcosy. 
Die Rechnung gibt alfo mit ben in $. 11 gefundenen Werthen: 

| X=677, Y=816, 2=— 3,06 
Golgndes: | | | 

log X<—0,83059 log Y—0,91169 log 1 A157 — 

log siny’—9,98001 log sin y’—9,98001 log cos y’—=9,47209— 
log cos € —9,39566 log sin €°—=9,98614 
log X cos’ —0,20626 log Y cos #’—0,87784 log 2003 y’—0,88806 + 


Rgr 
Q, 1,608 7,5484-7,728— 16, 884 ; 


daraus zieht man dann ben Winkel I, welchen die Richtung ber Re— 
ſultirenden mit ihrer Gomponenten Q, bildet: 


008 9 = St — 006530 7,3 ’ 


und bie zweite Gomponente Os, namlich: 
VRR Run 9ER. 


Sol dann noch die Richtung dieſer letztern Componenten beftimmt wer⸗ 
den, fo wird biefes dadurch gefchehen, daß man bie Winkel «”, 8”, y” 
zwiſchen biefer Richtung und den drei Coorbinatenachfen aus ben drei 
Gleichungen: 

cos «’ eos &” + cos #’ cos ß” + cosy cosy” —=0 

cos a cos a” +cos b cos 8” +-cos.c cos y’ —=sin Y 

cos? «” + cos? 8” + cos?y” —1 
berechnet, von denen die erfte und zweite bie Bedingungen ausdrücken, 
daß die gefuchte Richtung mit derjenigen ber Kraft Q, einen rechten 


Winkel, mit derjenigen der Kraft R den Winkel In—9 einföließtz 


in denen alfo zugleich bie Bedingung enthalten tft, daß bie brei Kräfte 
in einer Ebene liegen. . 

Man kann nber auch diefe Tebtere Bedingung unmittelbar barftellen, 
Indem man zuerft nach 6. 21 der Einleitung die drei Winkel 1, m, n 
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beftimmt, welche bie Normale zu ber Ebene der Kraͤfte Q, und R mit 
ben drei Achſen einfchlteßtz die entſprechende Bedingung tft Dann 


cos” cosl+cosß” cosm+-cosy” cosn—=0, 


und wird ſtatt der zweiten der obigen Gleichungen angewendet. Man 
zieht aus der zuletzt erhaltenen und aus der erſten der obigen Gleichungen 
durch aufeinanderfolgende Elimination von cos 8" und cos 

cos &” (cosl cos ß’—cosm cos @’) + c0sy” (cosn cos #’—cosm cos y)—0 

cos 8” (cosl cos #’—cosm cos @’) -+ cos y” (cosl cos Y’—cosn c08 XO. 


Nach dem angeführten 6 ber Einl. tft aber 


cos ⸗ eos c - cos yosb c0s y’ cos a — COS @' COSC 
cos 1 = ⸗— — —, 7051 = —  —— , 
sin 3 sin ) 
con — cosb — cos 8’ cosa 
— sin} 


und mit der Beachtung, Daß 
cos «' cosa-+cos’ cosb + c08y' 0086 cos Y 
ift, ergibt fich dann 
(cosl cos 8’ — cosm cos a’) sin $—cosc— eos y cos} 
(cos] cosy — cos n cos «’) sin #==cosb— cos ß’ cos } 
(cosn cos 8’ — cos m cos y’) sin I — c08a— 008’ 08 I , 
und es iſt leicht zu fehen, daß ſich die Summe der drei Quadrate ber 
vorſtehenden Werthe auf sin? 9 reduzirt; daraus folgt endlich 
| cos a — cos a’ cos I , __ eosb— cos # cos 9 
ng —, 
008 e - c03y’ 008 3 
sind 
endet man diefe Werthe zur unmittelbaren Sefimmung der Kraft Os 
an, ſo wird 
Q,—=X cos” + Y .c08 8" HZ c0sy” 
_Xeosa+Ycosb+Zeose  (Xcosa’+Y cos #’+ Z.cosy’) cos $ 
— sin9 sin’ 


R — Q; c08 I 


Qe = sin? : giag. ° 


cos y = 


oder 
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woraus fich wieder 
R=Q; 008 3-+0Q; sin} 


ergibt, wie bied in ber That flattfinden muß. 

Mit den gegebenen und bereitd gefundenen Zahlenwerthen berechnen 
ſich die gefuchten Winkels‘ * 
ae —=820 5783, 8° =109 18,7, 4’ =159 0, &’ =2900 08. 

Um die Aufgabe durch Zeichnung zu löſen, wird man entweder 
die Projectionen der bekannten Richtungen der Kräfte R und O, auf- 
tragen, unb eine Ebene durch diefelben legen; eine zweite Ebene ſenkrecht 
zu dev Richtung von Q, gelegt, ſchneidet dann die erſte nach ber Ge— 
taden, in weldye bie Richtung von Q, fällt. Man erhält auf dieſe 
Welle die Projectionen der Richtungen der Componenten und Tann mit- 
teld des Parallelogramms in jeder der beiden Tafeln die Zerlegung ber 
entfprechenden Profection von R nach jenen Richtungen vornehmen, wo— 
durch die Projectionen der beiden Gomponenten, alfo auch. biefe felbft, 
und bie Winkel y” und e” bekannt werden. Oder man kann durch den 
Endpunkt der Geraden, welche die Refultivende vorftellt, eine Ebene 
ienfrecht auf die gegebene Richtung ber. Kraft Q, legen, und ben 
Durchgang diefer Richtung durch jene Ebene beftimmen, wodurch eben- 
falls die beiden Somponenten erhalten werben, u. ſ. f. 

Diefe Andeutungen mögen genügen, um ben Leſer in den Stand 
zu feben, Die Fig. 35, welche ben vorhergehenden Fall in ber erften 
Weiſe aufgelöfet, barftellt, bei welcher aber die horizontale Tafel nach 
Oben in die vertikale umgefchlagen tft, zu verftehen, und ihn zur zeich⸗ 
nenden Auflöfung unferer Aufgabe in einer andern Welfe, fowie anderer 
ähnlicher Aufgaben zu veranlaffen. 


Zweiter Abfchnitt. 


Gleichgewicht des inateriellen Yunktes. 
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Aus der Erklärung, welche in der Einlettung von zwei gleichen 
Kräften gegeben wurde, folgt unmittelbar, daß ein materieller Punkt 
im Gleichgewicht bleiben muß, wenn an bemfelben zwei gleiche Kräfte 
längs berfelben geraden Linie in entgegengefehtem Sinne angreifen. 
Umgekehrt tft es auch für das Gleichgewicht eines materiellen Punktes 
unumgänglich nothiwendig, daß fich alle Kräfte, welche an demfelben thätig 
find, durch zwei gleiche und gerade entgegengefeht wirkende erſetzen laſſen; 
denn die Geſammtwirkung aller Kräfte kann nach dem vorhergehenden 
Abſchnitte jedenfalls durch die Wirkung von zwei Im entgegengefehten 
Sinne thätigen Kräften vertreten werden, und ber materielle Punkt wird 
nicht im Zuftande des Gleichgewichtes fein Tonnen, wenn biefe beiden 
Kräfte ungleich find. 

Mir verſtehen übrigens bier unter Gleichgewicht im allgemeinen 
Sinne denjenigen Zuftand des materiellen Punktes, wo alle Kräfte, 
fowohl bewegende als widerftehenbe, ihre Wirkungen gegenfeitig 
fo aufheben, daß fie Feine Aenderung in dem örtlichen Befinden ihres 
Angriffspunftes, namentlich Teine in feiner Bewegung hervorbringen | 
können, alfo nicht blos die engere Bedeutung ber durch die angreifenden 
Kräfte nicht geftörten Ruhe; denn dieſe ſetzt nur voraus, daß bie 
bewegenden Kräfte nicht ftärker find, als die Miderftände, ba bie 
Ruhe um fo mehr gefichert ift, je mehr die letztern die erften überwiegen. 
Man wird übrigens leicht einfehen, daß die Bedingungen des Gleich- 
gewichted in unferm allgemeinen Sinne auch den Grenzen des ruhenden 
Gleichgewichtes entſprechen, d. h. demjenigen Zuftande, wo die geringfte 
Vermehrung ber bewegenden Kraft den materiellen Punkt aus der Ruhe 
in Bewegung verfebt, und diefer Zuftand tft im Folgenden immer zu 
verfiehen, mern vom Gleichgewicht im Gegenfage zur Bewegung ge= 
Iprochen wird, 
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. :Berbinden- wir alſo mit ber oben ausgefprochenen nothwendigen 
und genügenden Bebingung für das Gleichgewicht eines materiellen 
Bunktes die tm vorhergehenden Abjchnitte für Die Zufammenfeßung der 
fordernden Kräfte gefundenen Lehrfäge, fo können wir daraus die Gleich- 
gewichtsbedingungen für die verfchiebenen Fälle und örtlichen Umftände 
ableiten, in welchen fich der materielle Punkt befinden Tann. Man fapt 
diefe Teßtern am beften unter drei Geſichtspunkten zufammen, und denkt 
fih den materiellen Punkt entweder 


1) ganz fret, fo daß eine Bewegung desfelben nach jeber Seite 
bin möglich ift, oder 

2) in feiner Bewegung auf etne feſte Fläche beſchränkt, auf 
welcher er jedoch noch jeden beliebigen Weg einſchlagen kann, oder 
endlich 

3) an eine feſte Curve gebunden, fo daß er ſich nur längs 
derfelben in dem einen oder in dem andern Sinne bewegen Tann. 


I. Gleichgewicht des freien materiellen Punktes. 


g. 1 5. 


Wenn an einem freien materiellen Punkte mehrere Kräfte längs 
derſelben Richtung und in demfelben Sinne angreifen, fo kann, wie in 
$. 3 gezeigt wurde, ihre Wirkung durch bie einer einzigen Kraft erſetzt 
werben, welche ihrer Summe gleich ift, weßhalb denn auch in diefem 
Balle kein Gleichgewicht ftattfinden kann. Wirken dagegen mehrere 
Kräfte an demſelben Punkte längs berfelben Richtung zum Theil in 
pofitivem,, zum Theil in negativem Sinne, fo wird bderfelbe im Gleich— 
gewicht fein, wenn bie Reſultirende S. P, der erftern ber assctrafi 
&.Q, der letztern gleich iſt, alfa wenn man hat 


2.P,=2.Q, ober 2.,—2.Q,=0. 
Es iſt aber auch 
2. P. —2.Q, —R 5) 


wenn R die Refultivende aller Kräfte bezeichnet, und demnach für das 
Gleichgewicht 
R= 0 $) 


Wie dies wohl von ſelbſt einleuchtet. Deutet man endlich ben Sinn, 
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in welchem bie Kräfte thätig find, durch die Qualitaäͤtszeichen am, fo 
bat man R=Z.P, und e8 ergibt fich damit 


13.) s.r=0 


ald einzige nothwendige und genügende Bedingungsgleichung für das 
Gleichgewicht eines Punktes, an welchem beliebig viele Kräfte länge 
derſelben Richtung in Thätigfeit find. 


$. 16. 


Zwei Kräfte P und Q, welche an demſelben Punkte M ig. 36 
angreifen, deren Richtungen aber einen andern Winkel als 180% ober = 
zwiſchen ſich einfchließen, Fünnen diefen Punkt nie tm Gleichgewicht er- 
halten; denn wenn man an biefem Punkte eine der P gleiche Kraft P’ 
in entgegengefehtem Sinne angreifen läßt, jo wird dieſe die Wirkung 
von P aufheben, und der Punkt M fich fo beiwegen, ald wenn Q allein 
an ihm thätig wäre, aljo in der Richtung MQ. Sollen aber bie 
Kräfte P und Q fi auch das Gleichgewicht halten, ober ihre Thätigkeit 
gegenfeitig aufheben, fo müßte ſich offenbar der Punkt Mach fo 
bewegen, als wenn P’ die einzige Kraft wäre, welche auf ihn wirkt, 
mithin in ber Richtung MP’. Da e8 aber unmöglich iſt, daß ſich 
berfelbe Punkt in zwei verſchiedenen Richtungen bewege, fo können auch 
die Kräfte P und Q den Punkt M nicht für ſich allein im. Gleichgewicht 
halten. 

Das Gleichgewicht wird aber immer durch eine dritte Kraft, welche 
in berfelben Ebene mit den beiden andern liegt, hergeftellt werden können, 
und es tft einleuchtend, daß dieſe der Mittelkraft der beiden erſten gleich 
und gerade entgegengeſetzt ſein muß. So müſſen drei gleiche Kräfte 
P, P', P”, Fig. 37, deren Richtungen je zwei denſelben Winkel 


von = se oder 1209 einfchließen, offenbar ihren Angriffspunkt tm Gleiche 


gewicht halten, da kein Grund denkbar iſt, warum er ſich lieber nach 
der einen, als nach der andern Richtung bewegen ſollte, und die Figur 
zeigt ſogleich, daß jede dieſer Kräfte, z. B. P”, der Reſultirenden R ber 
beiden andern gleich und gerade entgegengefegt iſt. 

Nehmen wir dann zwei beliebige Kräfte P und Q, Fig. 38, deren 
Richtungen den Winkel PMQ—« einfließen, fo bat man nad $. 6 
für ihre Mittelkraft R, deren Richtung mit der Richtung ber Kraft P 
den Winfel 9 bildet, _ 


.R:Q:P=sna:sud:sin(la—%).. 
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Die dritte Kraft S, welche die beiden erften im Gleichgewicht halten foll, 
muß aber ber R gleich und gerade entgegengefeht fein, alſo die Winkel 
z— 9 und — (a — 9) mit den Richtungen ber Kräfte P umd Q 
einjchließen; ferner weiß man, daß sin 9 sin ( —- 9) — sin ß, 
sin (c —- 9) = sin [mn — («æ — 9)] = siny ift, und damit ergibt 
ſich, wenn S für R in die vorftchende Proportion eingeführt wird, 


S:Q:P=sina:sin :siny, 


ober wenn man bie Winkel a, 4, y durch PO, PS, QS bejeichnet: 


$:Q:P=sinPO:sin PS: sinQS . 


Es kann demnach von drei Kräften, welche ihren Angriffspunft im 
Gleichgewicht halten, jede durch den Sinus bes Winkels vorgeftellt 
werden, den bie Richtungen der beiden andern unter fich bilden, und 
umgefehrt werben brei Kräfte, von denen jede in demfelben Verhältniffe 
zu dem Sinus des Winkels fteht, welchen die beiden andern einfchließen, 
ihren Angriffspuntt immer im Gleichgewicht halten; denn es wird in 
diefem Falle jede derfelben der Mittelfraft der beiden andern gleich und 
in gerade entgegengefehtem Sinne thätig fein. | 

Mittel? ähnlicher Betrachtungen wird man nun leicht ben Schluß 
ziehen, daß drei Kräfte, welche ſich gegenſeitig das Gleichgewicht halten 
ſollen, nothwendig in derſelben Ebene liegen müſſen, weil im entgegen— 
geſetzten Falle die Wirkung von zwei dieſer Kräfte in zwei ganz ver— 
ſchiedenen Richtungen aufgehoben werden Fünnte, einmal nad dem 
Vorhergehenden durch eine in der Ebene diefer Kräfte liegende, und 
dann durch die nicht in diefer Ebene gerichtete britte Kraft, mas offenbar 
unmöglich ift, und umgefehrt, daß drei Kräfte, deren Richtungen nicht 
in berfelben Ebene liegen, ſich niemals im Gleichgewicht halten können. 


| $. 17. 


Im Allgemeinen wird es für das Gleichgewicht eines materiellen 
Punktes, welcher fich ganz frei und ungehindert bewegen kann, und an 
welchen beliebig viele und nach beliebigen Richtungen wirkende Kräfte 
thätig find, wie in dem befondern Zalle von $. 15, jedenfalls hinreichend 
fein, daß die Refultivende diefer Kräfte Null wird; da fein Zuſtand 
dann offenbar derfelbe iſt, als wenn Feine Kraft an ihm thätig wäre. 

Die Bedingung: RO iſt aber auch nothwendig. Denn wenn 
man in dem Falle, wo die Richtungen aller Kräfte in derſelben Ebene 
legen, fie nach $. 8 nach zwei unter fich rechtwinkligen Richtungen, 
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zerlegt, und bie beiden Haupteomponenten X und Y gebildet, oder das 
Spitem auf dieſe beide zurückgeführt hat, fo fieht man nach dem Vor— 
hergehenden, daß biefe rechtwinklig gerichteten Kräfte ihren Angriffspunkt 
nicht im Gleichgewicht halten Tönnen, wenn nicht jebe für fich denfelben 
im Gleichgewicht hält oder nach (13) Null tft, woraus auch 


yr+Y: “2 YV—=R-=0 
folgt. 
Wir erhalten dadurch in bem erwähnten Falle für das Beftchen 
des Sleichgemwichtes bie beiden Bedingungen: 


14.) —=>2.Pcsa=0, IX. PSInO, 


welche ausdrücken, daß das Beſtehen des Gleichgewichtes in 
einer beliebigen Richtung durch das Vorhandenſein des 
Gleichgewichtes in zwei unter ſich rechtwinkligen, in der 
Ebene ber Kräfte liegenden Richtungen bedingt wird. 

Im alfgemeinften Yalle, wenn bie Richtungen der gegebenen Kräfte 
gegen drei rechtwinklige Achfen beftimmt find; führen die Gleichungen 
(7) und der Sat, daß drei Kräfte, die nicht in derfelben Ebene liegen, 
alfo ‚namentlich drei unter fich rechtwinklige Kräfte ihren Angriffspuntt 
nicht im Gleichgewicht halten können, wenn nicht eine jede für ſich Rull 
iſt, zu den drei Gleichungen: 


X—=3.Pcsa=3.Psiny cose—0 
15.) Y=r.Pos®—=3.P siny sin e=0 
L=23.P ca y—0 ; 


dieſe drücken demnach bie allgemeinen Bedingungen für das Gleichgewicht 
eines freien materiellen Punktes aus, an welchem beliebige Kräfte an= 
greifen, und zeigen, daß, wenn nach drei unter fich rechtwinkligen Rich- 
tungen Gleichgewicht ftattfindet, der materielle Punkt auch in jeder andern 
Richtung im Gleichgewicht tft, und daß umgekehrt ber letztere Zuftand 
durch das Beſtehen des Gleichgewichtes Kings drei unter fich rechtwink⸗ 
ligen Geraden bedingt wird. 

Unterfucht man die Geſammtwirkung der gegebenen Kräfte mittels 
Gonftruction derfelben nah $. 9, fo wird fich im Falle des Gleich— 
gewichtes, da bie Reſultirende Null tft, jebes der beiden Vielecke, welche 
aus den Projectionen der Kräfte entftehen, von felbft ſchließen, weil: auch 
bie Seite, welche im allgemeinen Falle bie entiprechende Projection ber 
Reſultirenden vorftellt, Aufl geworben iſt. Schließt fich nur eines von 
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beiden, ſo iſt die Refultivende fenkrecht zur Ebene dieſes Vielecks, und 
«8 findet noch nicht Gleichgewicht ftatt. 

Dentt man fih alfo das Viele im Raume, von welchen die vor- 
herbetrachteten ‚die Projectionen darfteflen, fo muß auch diefes im alle 
bes Gleichgewichtes gefchloffen fein, und nach dem befannten Lehrjage 
von den Bielerfen wird man dann die Summe der Projectionen feiner 
Seiten auf irgend eine Gerade gleich Null finden. Umgekehrt Tann 
aber nicht behauptet werben, daß das Vieleck gefchloffen ift, wenn bie 
Summe. der Projectionen feiner Seiten auf eine beliebige Gerade Null 
gibt; denn dies wird auch bei einem Miele, in welchem eine Seite 
fehlt, für jede Gerade der Fall fein, welche in ber zur Richtung ber 
fehlenden Seite fenkrechten Ebene liegt. Will man alfo aus ber Summe 
der Brojeetionen fchließen, ob die Reſultirende Null ift ober nicht, fo 
muß man drei folder Summen, und zwar in Bezug auf drei Geraden 
nehmen, die nicht in derfelben Ebene liegen, weil dann in dem Falle, 
daß die Nefultivende nicht Null ift, die Summe ber Profectionen ber 
Vieleckſeiten wenigſtens in Bezug auf eine jener Geraden ebenfalls nicht 
Null fein wird, und man deßhalb umgekehrt mit Sicherheit behaupten 
kann, daß das Polygon gefchloffen tft, wenn man bie Summe ber 
Projectionen feiner Seiten auf jene drei Geraden gleich Null findet. 

Dasſelbe Ergebniß hätte aus der Gleichung (11): 


RcosRN—X.P cosPN 


gezogen werben koͤnnen, ba diefe im Grunde nichts anders, als die oben- 
angeführte Eigenfchaft ber Vielecke ausbräct, und es geht aus demfelben 
hervor, daß das Beftehen des Gleichgewichtes in drei beliebigen, nicht 
in einer Ebene liegenden Richtungen Bürge ift für das Beſtehen bes 
Gleichgewichtes in jeber Richtung, daß alfo die obengefundenen Bedin— 
gungen (15) nur einen bejondern Ball biefes letztern Satzes darſtellen. 


6. 18. 


Unfere allgemeine Gleichgemwichtsbedingung fordert aber, dab ſich 
alle Kräfte auf zwei gleiche und gerade entgegengefeßte zurüdführen 
lafien, oder was dasſelbe ift, daß jebe der wirkenden Kräfte der Reful- 
firenden aller übrigen gleich und entgegengefegt iſt; es muß ſich alſo 
dieſer Satz auch aus unfern Bedingungsgleichungen für das Gleich- 
gewicht ableiten Jaffen, und in ber That kann dieſes auf folgende Weiſe 
geichehen. 
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Sind bie Kräfte P,, Ps, P,, elc. um ihren gemeinfchafklichen 
Angriffspunft im Gleichgewicht, und bezeichnet man bie Nefultirende 
aller Kräfte P,, Pz, etc. mit Ausnahme von P, dur) R,, bie Winkel 
ihrer Richtung mit den drei Achſen dur a,, b,, c,, endlich bie 
Summen: 

P, cos &g + P, cosag + etc. durch .P, cos —* 
Pg cosßg +Pz;cosß; P ete. „ Z.Pscos% 
Ps cosyg-+P, cosyg tele. „ S.Pz cos y3, 
fo iſt zuerft 
R,cosa, X. P, cosog, R, cos b, - X. P, cos Ag, R,cosc,— 3.Pg cos 7% 


und dann nach den Bedingungen (15) für das Gleichgewicht 


3.Pcosa=P, cosa,+3.P, cos -0 
S.Pcos8=P, cosß, + X. P, cos, —=0 
&.Pcosy=P,; cosy} + 3.Pz cos yg = 0 
alſo au 
P, cosa@,+R, cosa,—=0 P, cs, —=—R, cosa, 
P, cos@/+R,cosb,—=0 oder P, cosd,=—R, cosb, 
P, cosy +R,cse =0  P,cosy=—R,cose,. 


Erhebt man biefe Ießtern Gleichungen ind Quadrat und abdirt fie, fo 

erhält man mit Berüdfichtigung der Bedingungsgleichungen: 

cost, + 00829, + c0s?y, —1 

cos? a, + cos?b, + cos? co, —1 

die Gleichung: 
chung — 

alſo auch 


Die Kräfte ſind aber allgemein abſolute Größen ohne Qualitätszeichen; 
es muß alſo P=R fein, und damit wird 

Asa —=— cosa,, sy —=—b, cos . — cose,, 
woraus folgt, daß die Winkel &, und a,, 4, und b,, y, unbe, 
Supplemente, und daß die Kräfte P, und R, längs berfelben Geraden, 


aber im entgegengefehten Sinne thätig find, wie es oben ausgeſprochen 
wurde. 


P, —=+tR, . 
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Es gebt daraus noch ferner hervor, daß wenn bie an einem Bunte 
thätigen Kräfte fich nicht das Gleichgewicht halten, dieſes Immer durch 
eine einzige Kraft, welche ber Reſultirenden aller gegebenen Kräfte gleich 
und dem Sinne nach entgegengelebt tft, aber auch nur durch dieſe 
hergeftellt werden Tann, 


II. Gleichgewicht eines materiellen Punktes auf 
einer feften Flaͤche. 


g. 19. 


Wenn ein materieller Punkt nicht ganz frei iſt, ſondern ſich auf 
einer feſten Fläche befindet, auf welcher er ſich ſonſt frei bewegen Tann, 
und wenn an ihm eine Kraft angreift, deren Richtung normal zu diefer 
Fläche und deren Thätigkeit gegen dieſe Fläche gerichtet iſt, die ihren 
Angriffspunkt alfo durch die Fläche hindurch bewegen will, fo tft 
einleuchtend, daß biefer Punkt, wenn er vorher in Ruhe war, ſich Durch 
die Wirkung jener Kraft nach Feiner Seite hinbewegen wird, da bie 
Verhältniffe auf jeder Seite diefetben find, alfo fein Grund denkbar ift, 
warum Die Bewegung lieber nach biefer, als nady jener Seite erfolgen 
follte, und weil der Widerftand der Fläche die Wirkung der normalen 
Kraft aufhebt. ES findet noch derfelbe Schluß feine Anwendung, wenn 
an dem materiellen Bunfte mehrere Kräfte thätig find, deren Refultirende 
eine zur Fläche normale Richtung hat und ein Beftrehen zeigt, ihren 
Angriffspumkt durch die Fläche hindurch zu bewegen, wobei immer vor⸗ 
ausgeſetzt bleibt, daß die Aläche feit genug tft, um diefem Streben ber 
Reſultirenden widerftehen, ober mit. andern Worten, ben Drud, welchen 
biefe auf fie ausübt, ohne Nenderung ihrer Form ertragen zu können. 

Unter ber obengenannten Vorausſetzung wirb aljo der materielfe 
Punkt im Gleichgewichte bleiben, ohne daß die an ihm thätigen Kräfte 
fi felbft das Gleichgewicht halten, oder ohne daß deren Refultivende 
Null iſt; es genügt, wenn ihre Richtung normal zu ber Flaͤche und 
dadurch dem immer ebenfo großen Widerftande berfelben gerade entgegen- 
gelegt iſt. Diefe Iehtere Bedingung tft aber auch für das Gleichgemicht 
nothwendig; benn wenn bie Refultirende eine fchiefe Richtung zur Fläche 
bat, fo kann fie immer in zwei Seitenkräfte zerlegt werden, von denen 
bie eine längs der Normalen zur Wläche, die andere dagegen in ber 
Zangential-Ebene thätig ift, und während bie exftere, der Druck auf bie 
Fläche, durch den Widerftand der Fläche unwirkſam gemacht. wird, fickt 
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ber Thätigkeit ber zweiten durchaus Tein Hinderniß entgegen. Der 
Druck der Refultirenden und ber Widerftand der Fläche gegen benfelben, 
find aber immer als zwei gleiche unb gerade entgegengeſetzte Kräfte 
anzufehen, und es tft demnach das Beſtehen des Gleichgewichtes auch 
im gegenwärtigen Falle an unfere allgemeine Bedingung gefnüpft. 

In allen Fällen, die m ber Natur vorkommen, wird ferner burch 
bie zur Fläche normale Seitenfraft der Refultivenden ein Widerftand, 
Die Reibung, hervorgerafen, welcher immer der Bewegung des mate⸗ 
riefen Punktes, alfo der tangentialen Seitenkraft entgegen wirkt, und 
deren Sntenfität der Erfahrung zufolge zwar von ber Befchaffenheit der 
Fläche abhängt, übrigens aber immer dem auf fie ausgeübten Drude, 
alio der normalen Somponenten proportional iſt. Es ift dann für das 
Gleichgewicht nicht mehr erforderlich, daß die Reſultirende normal zur 
Fläche gerichtet iſt, es iſt hinreichend, wenn bie tangentiale Seitenkraft 
ber durch ben normalen Druck hervorgebrachten Reibung gleich tft, was 
offenbar wieder darauf hinaus fommt, daß fich alle Kräfte, bewegende 
und widerſtehende, auf zwei Paar gleiche und gerade. entgegengefebte 
zurüdführen laſſen. 


$. 20. 


Um nun biefe verfchtedenen Bebingungen für das Gleichgewicht 
analytifch auszubrüden, ſei F(x, y, z2)=0 bie Gleichung ber Fläche, 
auf welcher fich der materielle Punkt befindet, deſſen Coordinaten demnach 
auch x, y, zfeinmwerben; ſeien ferner P, P’, etc. hie Kräfte, welche an ihm 
thaͤtig find, R deren Refultirende und X. P cos , Y=Z.P cosß, 
Z=23.Pcosy die drei rechtwinkligen Componenten derſelben, endlich 
a, b, e die Winkel, welche ihre Richtungen mit den drei Coordinaten⸗ 
achſen, beziehungsweiſe mit jenen Componenten inſchichen, ſo hat man 
zuerſt: 


2 
008 6 == — 0 


ot osb— 
— 3; TR 2 R 


R 
Berner gibt die Gleichung der Fläche für die Winkel zwiſchen der Nor= 
malen in dem Punkte xyz, und den drei Coordinatenachfen nach $. 34 
ber Einleitung 


dF 


wit, cos a ⸗ *v7. ww=tV--; 


wo zur Abkürzung, wie dort, 


11 


VOHR+D- 


geſetzt wurde, 

Wird alſo zuerft auf bie Reibung Teine Rücficht genommen, in 
welchem Falle die Refultirende mit der Normalen zufammen fallen muß, 
fo hat man als Bebingumgen bed Gleichgewichtes 


cosa— cos ,„ cosb=cosu ,„ cos - cosy, 


ober mit den vorangehenden Werthen 
X _ ,ydEY ,„,.dE Z dF 
x R 


Eliminirt man dann aus diefen Ausbrüden das Product EVR, fo 
findet man folgende Gleichungen: 
dF dF dF dF 
ur rar Pe 0, 1," X,” (16. 
als die beiden nothwendigen und genügenben Dedingungsgleichungen für 
das Gleichgewicht. 

In den meiften Fallen wird die Unterfuchung einfacher, wenn man 
den Wideritand, melchen bie Fläche leiftet, als eine unbekannte Kraft 
in bie Rechnung einführt, von der Fläche ganz Umgang nimmt, und 
ben Punkt als ganz frei betrachtet. Die Richtung diefes Widerftandes 
ift immer die desjenigen Theiles der Normalen zur Fläche, welcher auf 
berfelben Seite der Fläche Tiegt, auf der fih der materielle Punkt 
befindet. Bezeichnet man alfo die unbekannte Sntenfität diefer normalen 
Kraft, welche die Fläche erfebt, mit N, fo erhält man als Eomponenten | 
berfelben,, parallel zu den drei GSoorbinatenachfen , 


ENV dF „ &NV —, + + NV dF 
dx dy ’_ dz ’ 
und damit ald Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht 


dF dF dF 
+ — 4 — 4 — > ‘ 
X+NV z 0 ;, YENV iv 0, LZNV =; (17 


woraus wieder durch Elimination von E NV 


dF _dF dF „dF 
Ania 25 Im = 


Decher, Handbuch der Mechanik L. 11 
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als bie beiden nothtwendigen und genügenden Bedingungsgleichungen für 
das Gleichgewicht hervorgehen. Bringt man dann die vorausgehenden 
Gleichungen (17) unter bie Form: | 


und erhebt fie zum Quadrat, ſo gibt ihre Summe die Intenſitaͤt von N 
durch die Gleichung: 


N2— XxX22422, 


welche zeigt, daß der Widerſtand N der Fläche der Reſultirenden R 
gleih iſt. Vergleicht man ferner diefelben Ausbrüde mit denen, aus 
welchen die Gleichungen (16) erhalten wurden, fo fiehbt man, daß N 
und R dem Sinne nach direct entgegengefebt find, wie dies als noth- 
wendig bereits gezeigt wurde, . 


6. 21. 


ft die Lage des materiellen Punktes auf der Fläche gegeben, find 
alfo die Werthe von x, y, z beſtimmt, fo zeigen die Gleichungen (16), 
wenn dieſe Werthe in die abgeleiteten Functionen nn, Fe , 7 ſub⸗ 
ſtituirt worden, je nachdem ſie beide befriedigt werden oder nicht, ob 
Gleichgewicht ſtattfinden kann oder nicht. Man kann ſie zu dieſem 
Zwecke dadurch, daß das ganze Coordinatenſyſtem gedreht wird, bis 
eine Achſe, z. B. die der z, mit der Normalen im Punkte xyz zu— 
ſammenfaͤllt, unter eine einfachere Form bringen. 

Tür die Coſinus der Winfel A, u, » erhält man namlich in diefem 
Falle die Werthe: 


cosA—0 , cosu=0, cosv—=HÄ1; 
damit werben die Gleichungen (17) 
x“—0, Y=0, Z+N=0, 


und zeigen, daß die Seitenkräfte, welche in der zur Ebene der x’ y’ 
parallelen Tangentialebene thätig find, fi) unabhängig von ber gegebenen 
Fläche im Gleichgewicht halten müſſen, und daß die Refultivende der 
längs der Achfe der z’ wirkenden Kräfte dem Widerſtande N gleich und 
entgegengefeßt it, oder bie Intenfität des Drudes gibt, welchen die 
Bläche zu tragen hat. 
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Werden die Gfeichungen (16) nicht befrtebigt, fo Tanıı man dem 
Syſtem eine neue Kraft P hinzufügen, welche das Gleichgewicht hervor- 
bringt, und es tft leicht zu fehen, Daß es folcher Kräfte unendlich viele 
gibt, da nur zwei Gleichungen zu befriedigen find, und zur Beſtimmung 
einer Kraft drei Stücke (Intenfität und zwei Winkel) erfordert werden; 
daß aber bie Richtung diefer Kräfte nicht ganz willkürlich tft, fondern 
immer in die Ebene fallen muß, welche durch die Richtung der Reful- 
tirenden R und die Normale zur Fläche gelegt werden Tann, und zwar 
bezüglich der Lage von R auf die entgegengefeßte Seite der Normalen; 
denn nur unter diefen Vorausſetzungen Tann durch Vereinigung von R 
und P eine neue Refultivende R, entitehen, welche der Richtung nach 
mit der Normalen zufammenfällt, und fo den materiellen Punkt {m 
Gleichgewicht zu erhalten vermag. 

Zu demfelben Schluffe führen auch die Gleichungen (16). Diele 
konnen nämlich zuerft unter die Form gebracht werden: 

dF dF dF 


XV. —YVo=0, VO —XV=0, 


oder wenn man bie Winfel A, u, » einführt: 
X cosu—Ycos=0, ZoosA—Xcosv—=0. 


Denft man fich dann die Refultivende R durch eine Gerade worgeftellt, 
fo fünnen die Größen X, Y, Z als die Goordinaten des Endpunktes 
oder auch, R als veränderlich genommen, eines beliebigen Punktes diefer 
Geraden angejehen werden; die vorhergehenden Gleichungen werden dann 
bie Gleichungen biefer Geraden, und zugleich nach $. 18 der Einleitung 
die Gleichungen einer zur Normalen parallelen Geraden. Fügt man 
nun dem Spyfteme, für welches biefe Gleichungen nicht ftattfinden, eine 


neue Kraft P hinzu, fo werden dieſe Gleichungen die Form an— 


nehnten: 


dF. dF 
(Y+P sß), (Kr sa) ;y —( 

dF dF 
(2+P cosy) (X +P 0084) 77 —0 


md nehmen mittels einer ähnlichen Vorſtellungsweiſe, indem man nun 

die Größen X, Y, 2 als die unveränderlichen Goorbinaten des End— 

punftes der Geraden betrachtet, welche die Refultirende R der Größe 

und Richtung nach sorftellt, und. indem man bie. veränderlichen Coor— 
11* 
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dinaten bed Endpunktes son P, welche den Größen P cosa, P cosß, 
P cosy proportional find, mit x, y, z bezeichnet, die Form an: 


(y+Y) cos —(x+X) wsu=0 j 
(242) cosa—(x+X)cosv—=0 ’ 


fie ftellen dann die Gleichungen einer Geraden vor, welche zur Nor- 
malen parallel und durch einen Punkt gezogen ift, deſſen Coordinaten 
—X,—Y, —Z find, Sind demnach MN, Fig. 39, die Normale zur 
gegebenen Fläche, MR bie Refultirende der gegebenen Kräfte, und dem- 
nad) X, Y, Z die Eoordinaten des Punktes R, fo werden —X, —Y, —Z 
bie Goordinaten des Punktes R’ auf ber Verlängerung von MR und 
R’P wirb die Gerade fein, welche durch Die lebten Gleichungen dargeftellt 
wird und offenbar in ber Ebene der Geraden MN und MR liegt. Es 
kann alfo jeder Punkt diefer Geraden R’P als Endpunkt der gefuchten 
Kraft P angenommen werden, welshe den Punkt M im Gleichgewicht 
halt. Die Heinfte diefer Kräfte tft natürlich die von M auf die R’P 
gefällte Senfrechte MP, „ welche zugleich auf ber MN fenfrecht ift, und 
- demnach in die Tangential-Ehene fällt. Die Eongruenz ber Dreiecke MRT 
und MR’P, gibtdann auch MT=MP,, woraus folgt, daß die Eleinfte 
Kraft, welche ben materiellen Bunft im, Gleichgewicht zu halten vermag, 
ber nach der Tangential- Ebene thätigen Seitenfraft von R gleich und 
Direct entgegengefeßt ift und demnach durch R sin 9 ausgebrüdt wird, 
wenn 9 den Winkel RMN zmifchen ber Richtung ber Kraft R und 
der Normalen bezeichnet. Es darf dabei noch bemerkt werben, daß bie 
Gerade MR’ eine Scheidegrenze für bie verjchiedenen Kräfte P bildet, 
je nachdem ber Punkt M auf der converen oder auf der concaven Seite 
ber Fläche Tiegt, und daß der Druck, den die Fläche nach Hinzufügung 
ber Kraft P zu tragen hat, durch die neue Refultivende R, von R und P 
Dargeftellt wird. 

Endlich Tonnen bie Gleichungen (16) in Verbindung mit der 
Sleihung der Fläche F(x, y, z)=0 dazu dienen, bie Coordinaten 
x, Y, 2 des Ortes auf ber lebtern zu beftimmen, wo der materielle Punkt, 
welcher ber Wirkung eines gegebenen Syſtems von Kräften unterworfen 
ift, im ruhenden Gleichgewicht bleiben kann, fet e8, daß dieſe Kräfte 
immer parallele Richtungen und dieſelben Sntenfitäten behalten, oder 
daß dieſe Eigenfchaften von der Lage des Angriffspunftes abhängig find. 

Es mird foldher Orte auf einer krummen Fläche im Allgemeinen 
mehrere geben, das ruhende Gleichgewicht des materiellen Punktes findet 
aber nicht in allen auf biefelbe Weile ftatt. Nimmt man 3.3. eine 
Cylinderfläche, deren zur Achſe ſenkrechter Schnitt eine Ellipſe AMBM’, 


1 8.) 
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Big. AO, iſt, und wird vorausgeſetzt, daß bie Kräfte, welche auf ben 
materiellen Punkt wirkten, unabhängig find von feiner Lage, und daß 
die Normale MR die Richtung ihrer Refultivenden vorftellt, fo wird ber 
Punkt in M außen auf der Cylinderfläche im Gleichgewicht bleiben. Gr 
wird ebenfo in M’, wo die Normale MR’ der erften parallel ift, aber 
nur auf der Innern Seite ber Fläche, im Gleichgewicht fein. Diefe 
beiden Lagen unterfcheiben fich aber hauptfächlich dadurch, Daß, wenn 
man den materiellen Punkt in M ein wenig aus feiner Lage entfernt, 
berjelbe fortfahren wird, ſich in derfelben Richtung fortzubewegen, wäh- 
vend er ein wenig von M’ entfernt, wieder nach M’ in die Gleichgewichts- 
lage zurückkehrt. Man nennt deßhalb die letztere Lage die beſtändige 
(fabile) Gleichgewichtslage, bie erftere bie unbeftändige 
(labile) Gleichgewichtslage. Man untericheidet noch einen dritten 
Hall, die gleichgültige (indifferente) Gleichgewichtslage, 
“welche aber nur auf ber Ebene ftattfinden fann, mo der materielle 
Punft weder in die Gleichgemwichtslage zurückkehrt, noch fich von derſelben 
entfernt, wenn er daraus verrückt wird, da er fich in jedem Punkte ber 
Ehene auf gleiche Weiſe im Gleichgewicht befindet. 


g. 22. 


Nehmen wir nun zugleich auf die durch den normalen Druck ent⸗ 
ſtehende Reibung Rückſicht, bezeichnen, wie vorher, den Widerſtand der 
Flaͤche, welcher jenem Drucke gleich und entgegengeſetzt iſt, mit N, und 
drücken das Verhältniß des Druckes zur Reibung mit 1: f aus, fo wird 
die Intenfität diefer letztern durch FN vorgeftelltz ihre Richtung Itegt in 
der Tangential-Chene und tft der in diefer Ebene thätigen Seitenkraft der 
Refultirenden R entgegengefeßt. Man hat aber für den Winkel I 
zwiſchen dieſer Tebtern und der Normalen, wenn a, b, c die Winkel 
zwiſchen der Richtung ber Refulttvenden und ben brei Eoordinatenachfen, 
A, u, » bie Winfel zwiſchen diefen und der Normalen bezeichnen, 


cos $ = cosa cos A+ cosb cos. + cos c cos» , 
und die genannte Seitenkraft T iſt gegeben durch 
T=Rsin}, 


woraus fich dann nach der oben am Ende des $. 19 ausgefprochenen 
Bedingung für das Gleichgewicht die Gleichung ergibt: 


T=fN. 


BR... EEE 


Es ift aber auch 
N=Rco%, 


und ſonach wird die Bedingung für das Glachgewicht 


sin$=fcos$ oder tangI+=—=f, 


woraus folgt, daß die Tangente bes Winkels, weldhen bie 
Refultirende mit der Normale bildet, dem VBerhältniffe f 
zwifchen dem normalen Drud und der Reibung, das ge- 
wöhnlich Reibungscoeff izient genannt wird, gleich fein muß. 


Diefe Bedingung kann im Allgemeinen wieder in mehreren Punkten 
der gegebenen Fläche erfüllt werden, und es wird hier eine Ahnliche 
Verſchiedenheit in den Gleichgewichtslagen eintreten, mie in dem Falle, 
wo Feine Reibung ftattfindet. Zwiſchen beiden Fällen beiteht jeboch der 
Unterfchied,, daß in unferm jebigen, wo die Reibung berüdfichtigt wird, 
der Punkt in die ftabtle Lage nur dann zurüdfehrt, wenn er nach ber 
Seite hingerüct wird, welche der Wirkung der Kräfte entgegen ift, 
während dieſe Verrückung in der nicht ftabilen (labilen) Lage nach ber 
Seite hin geſchehen muß, wohin bie Kräfte ohnehin ben Punkt beivegen 
wollen, da berfelbe bei entgegengefehter VBerrüdung in beiden Lagen in 
Ruhe bleibt, Ä 

Wenn die gegebenen Kräfte die obige Bedingung nicht erfüllen, fo 
kann das Gleichgewicht immer durch eine Kraft P hergeſtellt werben, 
und man fieht leicht ein, daß, da nur eine Bebingungsgleichung zu 
befriedigen ift, bei der Wahl diefer Kraft eine viel größere Freiheit 
geftattet ift, al8 in dem Falle, wo feine Reibung ftattfindet. So Tann 
3 B. die Richtung ganz beliebig genommen werden, und es bleibt dann 
nur die Sntenfität der neuen Kraft und der Sinn, in welchem fie an- 
greifen muß, zu beitimmen übrig. Zu dieſem Zwecke kann man, damit 
bie Ausdrüde einfacher werden, wieder die Normale zur gegebenen Fläche 
als Achfe der z annehmen, dann die Kräfte N und fN, von denen bie 
erfte längs ber Achſe der z, die zweite in: ber Ebene ber xy wirft, und 
mit ber Achfe der x einen unbefannten Winkel & bildet, in Die Gleichungen 
des Sleichgewichtes eines freien Punktes einführen; diefe nehmen dadurch 
die Form ans 


Pcos@a +X-fNcos&E=0 
Pcoos®+Y-+fNsin&=0 }, 
Pcosy+Z+ N —0 
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und wenn aus benfelben N und & eliminiert werben, fo findet man 
(Pcosa+Xy2+(Pcos8+Y)2—=f?(Pcosy+Z)2 (19. 

oder 

P? (cos? « + cos? ® —f? cos?y) +2P(X cos@ +Y cos®—f?Z.cosy) 

NV RZ—0O. 

Erſetzt man hier cos? -4- cos? 8 durch 1 — cos? y, bezeichnet ben Winkel, 

den Die Richtungen der Kräfte P und R unter fih bilden, durch 7, 

wodurch nach $. 12 

Xcosa-+-Ycos@=Rcosn—Z cosy , 


wird, beachtet, daß X YV2?—=R?— 28, und drüdt 14f2 durch K? 
aus, fo wird ber voranſtehende Ausdruck 
P2 (1 —k2 coS29) +2P (Rcosn— k?Z cos y)) +R?—k?222—0, 

und gibt die Werthe ber Kraft P, welche den materiellen Punkt im 
Gleichgewicht erhält, wenn die Winkel y und 7, welche bie Richtung 
von P mit ber Normalen und der Richtung der: Refultirenden R bildet, 
beftimmt find. 

Dean fchließt daraus fogleich, daß es im Allgemeinen für dieſelbe 
Richtung zwei Werthe für P oder zwei Kräfte gibt, welche Das Gleichgemicht 


herzuftellen vermögen. Es kann diefer Gleichung aber noch eine andere . 
Zorm gegeben werden, wenn man fang o ſetzt, wonach 9 <{H fein 


wird, und a I rn dann ift au) ZR 0089, unb 


man erhält damit die Gleichung: 
P® (cos? g—00s? y)-+2 PR (cos 7 c0s? o —008 9 c08y)-+-R? (cos? o -cos? 3)=0, 
woraus man die Werthe zieht: 

087008’ 04-6083. 008y4C08p — Beoameoey 0089-.00039-nos’gelahr 
BER po 


Sol alfo die Richtung von P mit der Normalen zufammen fallen, 
dann it y=0, n=%, und ber vorfichende Werth von P wird nach 
einigen Rebductionen 
P=R sin (9 #0) 0) 
sine 
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Seht man dagegen I=5 1 Te, = 5049, In welchem Falle 


die Richtung von P in bie Dantfsnititinie ber Tangential-Ebene und 
der durch die Kraft R gelegten Normal-Ebene fällt, fo findet man 


g5in ($+ eo), 
c08 0 
dieſe Werthe kommen auch, wie leicht zu fehen, auf bie bolgenden zurück: 
P=Rsin’+fRcos} , 


son denen ber zweite fich auch auf anderem Wege leicht ableiten läßt. 


$. 23. 


Solcher einfachen Werthe könnten leicht noch mehrere gefunden 
werden; um aber alle gleichſam mit einem Blicke zu umfaſſen, werden 
wir in der Gleichung: 


(P cosa+X)2+(P c0s@+2)?—f? (P cos y4 2) 


wieder Pcosa@, Pcosß@, Pcosy durch x, y, x erfeben, und fie wie 
X, Y, 2 al8 die Coordinaten eined Punktes betrachten; dadurch wird Diefelbe 


20) +X? + (yv+ND’=Plz+Z)?=tang?o (2+2)°. 


und kann nun als die Gleichung einer Kegelfläche angejehen werden, deren 
Scheitel durch die Coordinaten — X, — Y, — Z beſtimmt, deren Achſe 
der Achſe der z oder ber Normalen parallel ift, und deren Erzeugende 
mit diefer den Winkel o bildet. DVerlängert man alfo die Richtung der 
Refultirenden MR, Fig. 41, um ein gleiches Stüd MR’, zieht durch R’ 
eine Barallele RO zur Normalen MN, und eine zweite Gerade R’P, 
welche mit jener einen Winkel o bildet, defien Tangente dem Reibungs⸗ 
Goeffizienten £ gleich tft, und läßt dieſe zweite Gerade fich um die erfte 
herumdrehen, fo wird dieſe die in der Figur angedeutete Kegelfläche 
befchreiben, welche alle Endpunfte der Kräfte P enthält; d. h. jede 
Gerade MP, die von dem Punkt M zu irgend einem Punkte P diefer 
Kegelfläche gezogen werben kann, wird ber Größe und Richtung nad 
eine Kraft P vorftellen, welche den Punkt M im Gleichgewicht hält. 
Die Heinfte diefer Kräfte wird offenbar durch die Senkrechte dargeftellt, 
welche von M auf die zunächft liegende Erzeugende der Kegelfläche gefällt 
werden kann. Diefe liegt aber mit der Normalen und ber Kraft R in 
berfelben Ebene, und da Winkel ORM— 9, Winkel ORP=o 
tft, fo bat man 


P= 


MP—Rsin($—o) 


für die Intenſität der Hleinften Kraft; die Winkel, welche ihre Richtung 
mit der Normale und ber Reſultirenden R bildet, ergeben fich leicht; 
fie find: 
1 1 
yFryTTeon Bahr u u A 


wodurch denn auch ihre Lage beitimmt tft. 

Endlich tft noch zu erwähnen, daß die beiden Kräfte, welche ſich 
im Alfgemeinen für jede Richtung fowohl durch unfere Kegelfläche, wie 
durch den analytifchen Werth von P ergeben, das Gleichgewicht nicht 
auf diefelbe Weiſe herftellenz denn während die Kraft P,, Fig. 41, 
3. DB. der Kraft R mit Hülfe der Reibung das Gleichgewicht halt, ftent, 
wie leicht zu fehen, die Kraft P, diefen Zuftand gegen die Reibung und 
die Kraft R herz; der analytiſche Werth von P und unfere Kegelfläche 
umfaffen demnach alle möglichen Falle für die Grenzen des ruhenden 
Gleichgemichtes zwiſchen der Kraft R, ber Kraft P und ber erzeugten 
Reibung, jet es, daß dieſe zu Gunften ber erften, oder ber zweiten jener 
Kräfte wirkt; der Grund davon liegt einfach darin, daß Die Größe f 
nur in der zweiten Potenz in jenem Ausdrude vorfommt, alſo ebenfo- 
wohl pofitiv als negativ, d. h. ſowohl in dem einen, wie in dem andern 
Sinne genommen werden kann. Für das ruhende Gleichgewicht wird 
- 8 demnach genügen, wenn bie Kraft P zwiſchen ben beiden Werthen 
liegt, welche ihrer Richtung entiprechen, und es wird am mellten ge= 
fichert fein, wenn die Sntenfität jener Kraft die Mitte Halt zwiſchen 
diefen Werthen. Für gewiſſe Richtungen gibt es jedoch nur einen 
Werth für P; fte liegen alle in ben beiden berührenden Ebenen, welche 
durch den Punkt M an die Kegelfläche gelegt werden können. 


III. Gleichgewicht des materiellen Punktes auf 
einer feſten Curve. 


$. 24, 


Die vorhergehenden Betrachtungen laſſen fih nun leicht auch auf 
den Fall ausbehnen, wo ber. materielle Punkt, an welchem beliebige 
Kräfte angreifen, auf einer gegebenen Curve oder auf der Durchſchnitts— 
Iinie zweier gegebenen Flächen bleiben muß, vorausgefeht, daß -Diefe 
Flaͤchen oder jene Curve hinreichende Feſtigkeit befiten, um ber Durch 
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die Wirkung jener Kräfte beabfichtigten Aenderung ihrer Geſtalt zu 
widerſtehen. 

Es iſt nach dem Frühern ſogleich einleuchtend, daß es bei Ver⸗ 
nachläſſigung ber Reibung für das Gleichgewicht des Punktes M noth- 
wendig und genügend tft, wenn bie Refultirende aller Kräfte zur Curve, 
beziehungsmweife zu ihrer Tangente ſenkrecht gerichtet ift, ihre Richtung 
alfo in der Normalebene Itegt, die durch ihren Angriffspunft geht. 
Sind aljo wieder a, b, c die Winkel zwiſchen der Richtung der Re⸗ 
fultirenden und ben drei Coordinatenachſen und 


F,(x,y,2)=0, F(x, y, 2)=0 
bie Gleichungen ber beiden Flächen, aus welchen man durch Elimination 
h(x,y)=0 , R(x,2)=0, 
al8 Gleichungen ihrer Durchichnittseurve erhalten Tann, fo hat man 


zuerft für die Winfel 1, m, n, welche die Tangente mit den drei Achſen 
bildet, nach $. 26 der Einleitung 


dx dy dz 
csl=— ; csm—= N cosn — a; 
ferner iſt 
X Y 2 


und dadurch ergibt ſich für die Bedingung , daß die Refultirende zur 
Tangente ſenkrecht iſt, e Kasse — 


oder, wenn wie gewöhnlich x N —* Beränderliche iſt, 
x-4 23 + 29 =: 


worin die Werthe ber Differentialquotienten BE 
Gleichungen der Curve eingeführt werden müffen. 

Wenn diefe- Bedingungsgleichung nicht befriedigt wird, fo Tann 
man bie Coordinaten x, y, z des Angriffspunktes der Kräfte veränderlich 
annehmen, und durch Verbindung der letzten @leichung mit Denen ber 
Curve ihre Werthe für den Ort auf dieſer beftimmen, wo ber materielle 
Punkt im Gleichgewicht bleiben wird. Es gilt dann in Betreff ber 


und 4 ix — and den obigen 
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Verſchiedenheit ber Gleichgewichtslagen auf derfelben Curve das nämliche, 
was in dem frühern Falle für die Flaͤchen bemerkt wurde. 

Soll aber diefer Punkt in feiner gegebenen Lage burch eine neue 
Kraft P im Gleichgewicht erhalten werden, fo wird man biefe in bie 
Dedingungsgleichung (21) einführen, wodurch fie die Form annimmt: 


HP oe) E ++ HEHE 
oder, wenn man P cose, Bu on durch x’, y’,.z’ erjebt, 
AWM)Z+Hn+NIrHatn) 20; 9 


fie ftellt dann eine zur RomelGbene parallele Ebene vor, welche durch 
den Punkt — X, —Y, —Z geht, und zeigt, daß alle Geraden, die einen 
Punkt diefer Ebene mit dem materiellen Punkte M verbinden, der Größe 
und Richtung nach die Kräfte P vorftellen, welche der Yorderung, ben 
letztern Punkt im Gleichgewichte zu halten, Genüge leiften. Die Heinfte 
diefer Kräfte wird offenbar durch das zwifchen ber Normal= Ebene und 
der ihe parallelen Ehene liegende Stück der Tangente vorgeftelltz man 
hat dann 


dx dy _ 
cosa — is ⁊ cos *7 „ Wwy—= -— 


und demnach mit ber Beachtung, Daß 


Ey+cy+&y=i, 
?=- GH +22 


Die zweite Seite diefer Gleichung drückt aber nach $. 12 die Projection 
ber Refultivenden auf die Tangente aus, und es folgt daraus, was 
ohnehin Klar ift, daß die Tleinfte Kraft P diefer Projertion oder Setten- 
kraft gleich und entgegengefeht fein muß. 


$. 25. 


Aus dem eben Sefagten ift ferner zu fchließen, daß die Gleichung (21) 
auch die einleuchtende Bedingung ausdrückt, für das Gleichgewicht müfle - 
die längs ber Tangente wirfende Seitenfraft der Refultirenden Null fein. 
Zu diefem Schluffe, fo wie zur Gleichung 8* kann man auch wieder 
auf folgende Weiſe gelangen. 
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Sein N und N’ zwei unbelfannte Kräfte, welche ben Widerſtand 
ber beiden gegebenen Flächen, auf deren Durchſchnittscurve ber materielle 
Punkt bleiben muß, barftellen, 1, m, n und I, m’, n’ die Winkel ihrer 
zu ben Flächen normalen Richtungen mit den Coordinatenachſen; fügt 
"man biefe beiden Kräfte dem Syſtem ber gegebenen Kräfte hinzu, fo 
Tann ber Punkt als frei betrachtet werben, und die Gleichungen für das 
Gleichgewicht werben: 


Ncos I+-N’ cos /+X=0 
Ncsm+N cosm +Y=0 }. 
Ncos n+N cs" +2Z=0 
Die Winkel I, m, n und l, m’, n’ zwiſchen den Goorbinatenachfen und 


den Normalen zu beiden Flächen, melche mit ber gemeinfchaftlichen Tan- 
gente rechte Winkel bilden, find wie in $. 20 durch die Ausdrücke 


dF dF, dF 
—— 1 —+ 1 —_+v __1 
cosl=+V, ix? cosm—-TV, iy ’ cos n v. 


dF⸗ dF 
'_+ —+ 2 
cos! — IV, — jr’ csm'—tYV, — 5 ’ 


gegeben, wo V, und V, ben bem V entfprechenben Werth in Bezug auf bie 
Zunetionen F, und Hi bezeichnen. Dun et man nun bie erſte der obigen 
Gleichungen mit S —— , die zweite mit <= ,„ bie dritte mit 4 Fri und 
beachtet, daß 


cosn’ — *V⸗ 


dx cosl + eo⸗ m cosn—0 


X ‚ dy ’ dz __ 
Fri cos] + 7, com +7, cosn —=0, 


fo gibt bie Summe ee wie Aa bie „ae: 
+ v7 "+ A Fries 0 


als einzige wehneen esta für das biichevith Betrachtet 
man in derſelben X, Y, Z als laufende Coordinaten, fo ſtellt fie nach 
6.26 der Sinleitung die Gleichung ber Normal= Ebene vor, und fpricht 
demnach aus, daß der Endpunkt der Refultirenden in diefer Ebene 
liegen muß, wenn Gleichgewicht ftattfinden fol. Bringt man ferner bie 
obigen Gleichungen auf die Form: 
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N osi-+-N cs!—=—X 
N cosm-+ N’ cosm = — Y 
‚Ncosn+N oY=—Z 
und erhebt fle zum Quadrat, fo gibt ihre Summe den Ausdrud: 
N2+N2+-2NN osy=X%+Y+ZI2—=R3, 
worin | 


cos ay = cosl cos!’ -+ cosm cosm’ -+ cosn cos n’ 


den Gofinus bes Winkels ausdrüdt, den bie beiden Normalen unter fich 
bilden, und woraus folgt, daß bie beiden Wiberftände N und N’ den 
Somponenten der Refultirenden nach. dieſen Normalen gleich find. 

Man kann aber auch das Coordinatenſyſtem fo drehen, daß bie 
Ebene der yz mit ber Normal-Ehene zur Curve, und demnach bie Achfe 
ber x mit der Tangente zufanımenfällt. Es wird dann 


cosl—=0, cos!—=0, 
und damit veduzixen fich die obigen Gleichungen auf folgende: 
X—=0 
Nesm+N cosm+Y=0 }, 
Ncosn-+N’' cos 7 +2=0 


von denen bie erfte die Behingung des Gleichgewichtes ausdrückt, nämlich, 
daß die Seitenkraft ber Refultirenden nach der Tangente Null fein muß, 
während bie beiden folgenden die Werthe von N und .N’ durch die nor= 
malen Seitenträfte Y’ und 2’ beftimmen. 


$. 26. 


Um nun auch in diefem Falle die Reibung zu berücdfichtigen, ſetze 
ich zuerft voraus, daß die beiden Flächen, deren Durchfehnitt Die gegebene 
Curve Hildet, von gleicher Befchaffenheit felen, fo daß für beide dasſelbe 
Verhältniß 1: k zwiſchen Drud und Reibung ftattfindet. If dann I 
der Mintel zwiſchen der -Refultirenden und ber Normalebene, alfo 
R sin $ die nach ber Tangente gerichtete, R cos 9 die normale Seiten- 
Kraft, fo wird es für das Gleichgewicht jedenfalls genügend fein, daß 
Man hat " 

’ fRcos$ —=Rsin} , 


a - 


woraus wie oben 
tang I —f 


folgt. Der Winkel I wird Du * die ogung: 
R sin I — — x‘ Fri + X + 24 


Die eben ausgeſprochene Bedingung iſt aber für das Gleichgewicht 
nicht nothwendig; denn nimmt man die Gleichungen am Ende des 
vorigen $, und fügt bie durch bie Widerſtände N und N’ entitehenden 
Kräfte PN und PN’ hinzu, indem man nun auch bie beiden Flächen 
von ungleicher Beichaffenheit vorausſetzt, fo daß für bie eine Fläche das 
Berhältniß zwiſchen Drud und Reibung 1:f, für die andere 1: tft, 
fo kann man den Punkt wieder als ganz frei betrachten, und man erhält 
als Bebingungen für das Gleichgewicht 


N +N +X=0 N 
Ncosm+N’cosm +Y=0 ?}, 
N cos a+N’ cos u +2=0 
ba die Achfe der x in der Richtung ber Kräfte EN mb FN’ Tiegt. 
Die beiden lebten diefer Gleichungen geben die Werthe von N und N’, 
namlich: 
Y cos —Z cosm’ ‚_ Yeosn—Zcosm 
cosmcosn —cosncosm’ cosmcosn — cosucosm' ’ 


oder, Da cosn—sinm, cosm —=sinm, und m — my tft, wenn 
m und m’ die Winfel YMN und YMN’, Fig. 42, find, welche Die 
beiden Rormalen mit der Achje der y oder mit der Richtung der Seiten- 
kraft Y einfchliegen, und ı» ben Winfel NMN’ bezeichnet, welchen fie 
unter fich bilden, 
Y sinm’ —Z cosm’ , Zcosm—Ysinm 
N m [m — — 5 N — — — m  ————— 
sin a) sin y 

Man fann dann noch den Winkel YMR’, welchen bie Projection R’ 
ber Refultirenden R in der Ebene der yz mit der Achfe der yeinfchließt, 
durch 77, den mit ber Richtung der Kraft N gebildeten Winkel NMR' 
burch » bezeichnen, fo wird 


Y=Rcos%cosn, Z=Rcos9sinn , 
und damit 
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V sin m —Z cosm —=R cos$ (sinm cosn —cosm sinn) - 

—=R c0s 3 sin (m —n)=R cos 9 sin(y—v), 
Z cos m—Ysinm=R cos 9 (sinn cosm — cosn sinm) 

—=R cosr sin(7—m)=R cos 9 sinv . 
Die Werthe von N und N’ find demnach, wie leicht vorhergufehen war, 
bie der Componenten von R cos I, nämlich: 


Roos 3 sin(y—n) R cos 3 siny 


N=— N — — — ; 
sin ab 81n — 
und die erſte der obigen Gleichungen wird dadurch 
R sit cos Y y en yar)rFeir]; 


die nothwendige und — Bedingung für das Gleichgewicht iſt alſo 


tang $ — m (23. 


Wird wie früher F — f, fo läßt fich diefe Gleichung veteinfachen; 
fie wird nach einigen Rebuctionen 


con(>- v—») 








tang I — f (23°, 


cos y 


und zeigt, daß tang I im Allgemeinen größer fein Tann als f, da 
c0s(> v—v) immer größer iſt, als cos 7 vv, wenn » nicht größer 


wird als u, was unter den gemachten Vorausſetzungen nicht ftattfinden 
fann. Es geht ferner daraus hervor, daß es im jebigen Kalle, wenn 
nämlich die Reibung berücfichtigt wird, nicht gleichgültig ift, durch 
welche Flächen die gegebene Curve gebildet wird, und welche Winkel 
die Projection der Refultirenden in der Normalebene mit den Normalen 
ber beiden Flächen bildet. Sind dieſe lehtern 3. B. fenfrecht zu einander, 
und halbirt die genannte Projection ihren Winfel, fo hat man 


tang I —f V2; 
wird aber »—0, und dies iſt der Fall, wenn bie Rejultivende mit 
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einer ber Normalen und der Zangente in berfelben Ebene liegt, fo 
ergibt fich 
tang If, 


als wenn bie zweite Flaͤche nicht vorhanden wäre. 
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Wenn die vorhergehenden Bedingungen burch bie gegebenen Kräfte 
nicht erfüllt werden, fo ſubſtituirt man wieder tn die drei Bebingungs- 
gleichungen des Gleichgewichts im vorigen $. die Summen: X-+-P cos a, 
Y-+Pcosß, Z-+Pcosy ftatt X, Y und Z, unb eliminirt bie Un— 
befannten N und N’; biefes wird einfach Dadurch erreicht, daß man in 
den obengefundenen Werthen von N und N’ biefelben Subititutionen “ 
vornimmt, wodurch man findet: 

N siny=—[(Y-+P cosß) sinm’ —(Z-+P cosy) cosm’ ] 

N siny—=— [(Z+P cosy) cos m—(Y-+P cos) sinm]. 
Wenn man dann bie erfte jener Gleichungen mit sinay multiplichtt, und 
bie vorſtehenden Werthe einführt, fo ergibt fich 
(X-+-P cos a) sin —=(Y--P cos) (fsinm’ —fsinm) 

+(Z-+Pcosy)(fcosm—fcosm) , 


und für ff mit einigen Rebuctionen 
(X-H-P cos«)cos ; —f(Y-HP cosf) cos( ; v-m)-+f(Z-+-P cos y)sin( z v-}-m) 


als einzige Gleichung zur Beitimmung ber Kraft P und ihrer Richtung. 

Diefe Gleichungen Fünnen einfacher werden dadurch, Daß man bie 
Achſe der y mit der Normalen N zufammenfallen läßt, mährend bie 
der x wie früher in der Tangente liegt, und bie Grüßen X, Y, 2, 
P cos æ, P ccosß, Pcosy anf biefe neuen Achfen bezogen find. Es 
wird dann m=0, m =, und man hat allgemein 


(P c0s«+-X) sin y—=(P cos 8-+Y) fsin w+(Pcosy-HZ)(F —feoosy) ; 
alſo für ff —= f einfacher 
P cosa-+ X—=f(P cosß-+Y)-+ (P cosy-+Z) lang op - 


Werben endlich Pose, Pcos 4, Pcosy als Coordinaten des End- 
punttes der Geraden genommen, welche bie Kraft P der Größe und 
Richtung nad) vorftellt, und mit x, y, z bezeichnet, fo erhalten die 
beiden letztern Gleichungen bie Formen: 
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ı 


(+ X) siny—=(y+Y)feiny+la+Z)(r—foosy) | 
KHRSASHT) HH ZIG y; 


eine jede ftellt alfo bie Gleichung einer Ebene Dar, weldhe durch einen 
Punkt — X, — V, — 2 geht, und es ift aus ihnen zu fchließen, daß 
bei einer jeben ber Riß in der Ebene der xy, d. h. in der Ebene ber 
Tangente und der Normale N, mit biefer letztern (dee Achſe der y) 
einen Winkel o bildet, für welchen f==tang.o tft; ber Riß In ber 
Ebene der yz dagegen. bildet bei- ber erſten Ebene mit der Achſe dev z 
einen Winkel, deffen Tangente durch 


f —fcosy 
f sin ıy- 


(2A. 


ausgedrückt wird, während er bei der zweiten Ebene parallel zu einer 
Geraden iſt, welche den Winkel der beiden Normalen halbirt. Der 
Iegtere Fall ift in Big. 43 bargeftellt, welche durch bie angewendete 
Bezeichnung nun von ſelbſt verftändfich fein wird. 

Die Eeinfte Kraft, welche bet Forderung Genüge Teiftet, ift in 
jedem Falle die auf die entfprechende Ebene gefällte Senkrechte, und 
Tann durch Benützung der in $. 18 der Einleitung dargeftellten Formen 
aus der Gleichung der Ebene Teicht erhalten werden. Wenn UF ift, 
findet man 


P=X—f v—tzug ly 


als Werth der Fleinften Kraft, welche den gemeinfchaftlichen Angriffs- 
punkt auf ber gegebenen Curve mit Hülfe der Reibung im Gleichgewicht 
halten wird. 
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Es bleiben num noch einige Bemerkungen über bie Art und Weiſe 
übrig, wie die letzten Unterfuchungen anf dem Wege geometrifcher Dar- 
ſtellung vorgenommen werden Türmen. 

Wenn von der Reibung Umgang genommen wird, ift e8 in beiden 
Fällen, fei e8, daß ber materielle Punkt. auf einer Fläche, ober auf 
einer Gurve bleiben muß, leicht, fich zu überzeugen, ob Gleichgewicht 
Rattfindet oder nicht, indem man bie Refultirende ber gegebenen Kräfte, 
beziehungsweiſe ihre Projeetionen auf bie früher angegebene Weiſe dar- 
Reit, und ebenfo bie Projectionen der Rormalen im erften, ober bie 
Bilfe der Rormal-Ehene im zweiten Falle zeichnet. Es wird bann ber 
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materielle Punkt im Gleichgewicht bleiben, vorausgeſetzt, daß bie Re 
fultirende dieſen gegen bie Fläche oder bie Curve drüdt, menn bie 
Projectionen ber Refultivenden mit denen ber Normalen ober ihrer Ver⸗ 
längerungen zufammenfallen, oder im zweiten Falle, wenn der Endpunkt 
der Refultivenden der Normal= Ebene angehört. 

Yindet das Geſagte nicht ftatt, befteht.alfo Tein Gleichgewicht, fo 
wird man die Reſultirende auf die Tangential⸗Ebent, beziehungsweiſe auf 
die Tangente proficiren, bie wahre Länge dieſer Projection darſtellen, 
und dadurch Die Intenſität der kleinſten Kraft erhalten, welche das 
Gleichgewicht berauitellen vermag, wenn fie in gerade entgegengeſetztem 
Sinne jener Profection angreift. 

Die übrigen Kräfte, welche bas Syſtem im Gleichgewicht halten 
können, werden für den Fall, daß der materielle Punkt gezwungen iſt, 
auf einer Fläche zu bleiben, durch die Gerade begrenzt, welche man 
durch den Endpunkt der kleinſten Kraft parallel zur Normalen ziehen 
fann, tm andern Falle, wenn ber Punkt auf einer Curve bleiben muß, 
durch eine. Ebene, welche auch Durch den Endpunkt der Fleinften Kraft 
gelegt und der Normal-Ebene parallel ift. 

Soll nun auch auf die Reibung Rückſicht genommen werden, fo 
wird man im erften Falle, wenn ber materielle Punkt ſich blos auf 
einer Fläche befindet, die Reſultirende ſowohl auf die Tangential-Ebene, 
als auf die Normale proficiren, oder nach diefen Richtungen in zwei 
unter fich rechtwinklige Kräfte zerlegen; die nach der Normale wirkende 
wird dann den Drud auf die Ebene vorftellen, und bie Reibung erzeugen, 
welche als vierted Glied der Proportion- 


1:f=N:fN 


gefunden wird, und nicht Kleiner fein darf, als die ir der Tangential⸗ 
Ebene thätige Seitenkraft der Refultirenden, wenn Gleichgewicht ſtatt⸗ 
finden fol. Im zweiten Falle, wenn der Punkt auf zwei Flächen 
Reibung erzeugt, zerlegt man die Nefultirende ber gegebenen Kräfte 
zuerft in zwei rechtwinklige Componenten nach der Tangente und ber 
Normal-Ebene, und die legtere wieder in zwei andere nach den Normalen 
zu beiden Bläden, und. conftruirt bie vierten Proportionalen zu 


1,fwN 
1,fmN; 
die Summe der beiden dadurch erhaltenen Kräfte EN und EN’ muß im 


Kalle des Gleichgewichts fo groß fein, als die längs. ber Sangenke 
angreifende Seitenfraft ber Refultirenden. 
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Werden. diefe Bedingungen für das Gleichgewicht Nicht erfüllt, und 
es ſoll diefes durch eine neue Kraft geichehen, fo bleibt nichts übrig, 
als die in $. 23 beſprochene, in Fig. A1 dargeftellte Kegelfläche und 
beziehungsweiſe bie im vorigen $ gefundene und für ben Fall, daß 
fr==f tft, in Fig. 43 bdargeftellte Chene zu Hülfe zu nehmen, und 
dann nach Belieben eine der Kräfte zu wählen, welche barch- biefe 
Flächen begrenzt werden. 


IV. Befondere Bälle. 


2. 


Als Anwendung des Vorhergehenden werde zuerſt zas Gleichgewicht 
eines ſchweren Punktes auf einer Ebene oder einer Geraden betrachtet; 
bie auf irgend eine Weiſe gegen bie als Achfe ber z angenomment Loth⸗ 
linie geneigt ift. 

Nehmen wir zuerft bag Gewicht des Punktes als die einzige Kraft 
an, welche an demſelben thaͤtig if, fo ergibt ſich nach ber m $. 19 
ausgeſprochenen Bedingung, daß die Reſultirende der Richtung nach 
mit der Normalen zuſammenfallen muß, wenn ber Punkt im Gleich- 
gewicht bleiben fol, nur eine einzige, bie wagrechte Lage für Die gegebene 
Ebene, in welcher diefes möglich ift, weil jene Kraft immer lothrecht 
von oben nach unten gerichtet if. Um dies auch aus den Gleichungen 
abzuleiten, fei der Anfangspuntt der Coordinaten in ben materiellen 
Punft verlegt, und dann 


ax -by+tr=0=Ff(x, Y: ) 
die Gleichung der gegebenen Ebene, aus welcher man seht: 
Er J ir 7 da 
ferner Hat man nach unſerer Annahme F 
x=0, Y=0, 2=—9, | 
wenn Q das in dem Sinne der negativen Z wirkende Gewicht des 
materiellen Punktes bezeichnet. 

Mit diefen Werthen wird die erſte ber Gleichungen (16) unabhängig 
von der Lage der Ebene gleich Null; keitet man alſo aus Diefen Gleichungen 
durch Elimination von X eine bulte ab , r Ans die Bebingengen. des 
Gleichgewichtes 


=c; 
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dF dE dE_ dF 
2 dx 7 dı 


oder mitt ben vorigen Werthen 
—110=0 , 5b59=0, 
welche nur finttfinden Tonnen, wenn 
a—=0 md b=0 N 


d. 5. wenn bie gegebene Ebene mit der wagrechten Ebene ber xy zu⸗ 
fammenfällt. 

Wird zugleich die Reibung berückſichtigt, ſo muß der Punkt auf 
der Ebene in Ruhe bleiben, ſo lange die Normale derſelben mit der 
Achſe der z keinen größern Winkel bildet als den, deſſen Tangente = f 
iſt. Diefer Winkel iſt aber: berfelbe, wie ber, welchen bie gegebene 
Ebene mit der Ehene der xy einfchließt. Bezeichnet man biefen mit «, 
ſo hat man für ben.größten Werth besfeiben 


tanga—=f. 


Man. kann daraus auch umgelehrt den Werth von f annähernd 
beitimmen, indem man den Winkel & aflmählig machfen läßt, bi das 
Gleichgewicht geftört wird, alfo ber materielle Punkt anfängt, fich zu 
bewegen, und indem man die - Tangente biefed Grenzwerthes von c 
berechnet. . Offenbar ift aber der fo erhaltene Werth von f zu groß, da 
für das geſtörte Steichgewicht tang x > f fein muß. 

Es wirb jpäter- bei der Lehre von ber Bewegung gezeigt werden, 
daß man nur dann flreng tang & —= f hat, wenn der materielle Punkt 
fi) auf der geneigten Ebene mit gleichfürmiger Geſchwindigkeit bewegt, 
d. h. wenn er bie Bewegung, welche man ihm durch einen Stoß oder 
eine andere nur augenblidlich wirkende Kraft ertheilt, unverändert bei= 
behalt. Es iſt dann auch nicht ſchwer einzufehen, daß biefe Unver- 
änderlichkeit der Bewegung nicht Teicht mit Genauigkeit beurtheilt und 
wohl noch ſchwerer erreicht werden kann, daß alfo auch diefes Mittel 
zur Beflimmung von f ungenügend iſt. Auf diefe Beittimmung werben 
wir daher bei der Lehre von der Bewegung feſter Syſteme zurüd- 

Um ferner in dem Falle, daß Feine Reibung flattfindet, bie Kraft 
zu beſtimmen, ‚welche den materiellen Punkt M- auf ber geneigten Ebene 
AB; Fig. 44, bie auf der Ebene der xz fenfrecht Ift, im Gleichgewicht 
hatten Tamm, wird. man auf der Achſe der z von M nach Q’ eine dem 
Gewichte Q proportionale Länge auftragen, durch den Bımkt Q’ eine 
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Gerade PO’ gu der Normalen parallel ziehen, und eine ber Kräfte MP 
wählen, welche durch diefe Gerade begrenzt werben. Die Hleinfle von 
diefen Kräften tft die in der Ebene AB ſelbſt liegende MP, , deren In⸗ 
tenfität ber nach berfelben Ehene gerichteten Seiimnkraft von Q gleich 
iſt, und woraus 

pP, = 1 > Q sin (25. 


folgt. gerner tft noch Die Horizontal wirkende Kraft MP, bemerfens- 
werth, mit ber die vorhergehende den Winkel « bildet, und. von welcher 
dieſe als eine rechtwinklige Seitenkraft angefehen werben kannz man hat 
alſo P, —P, c0s«, und mit dem dem ohigen Werthe von P, wird 

In dem eben befprochenen Falle muß Se neue arofi immer in der 
Ebene liegen, welche die Normale und die Richtung der Schwere enthält; 
biefes ift aber nicht mehr nothtvendig, wenn der Druck auf die geneigte 
Ehene Reibung erzeugt. "Denn zieht man durch den Punkt Q’, Zig.45, 
welcher von M ebenfo weit entfernt tft, als Q, die Gerade Q’c parallel 
zur Normalen MN, fo wird Q’*’—=Qd den Drud vorftellen, welchen 
die Ebene erleidet; macht man dann ac’ und b’c’ gleich fQ, und.con- 
ſtruirt die Kegelflähe, Q’a’e’b’, welche bie geneigte Ebene nach einem 
Kreiſe a e’b’ durchſchneidet, ſo Tann jede Kraft MP, welche von dieſer 
Bläche begrenzt wird, zur Bewirkung des Gleichgeiwichtes gewählt wer⸗ 
ben. Die Heinfte Kraft MP, liegt nicht mehr in der geneigten Ebene 
ſelbſtz fie iſt ſenkrecht zu der Erzeugenden.Q’a ber Kegelfläche, welche 
ber Achſe der z zunächſt liegt; ihre Intenſitaͤt iſt demnach, wenn 
lang — f genommen wird 


SS(GA)2 cos p(ina—teosa) , : en. 
und ihre Richbung buldet mit der Lotflinie ben Winteh: r— ato; 


oder mit der geneigten Ebene den Winkel 0. Die kleinſte von den in 
ber fühlefen Ebene ſelbſt wirkenden Kräften ift . 


= = 0 lina-tone), (28, 


und bie Hleinfte horizontal angrelfenbe Kraft | P, wird durch, 


tanga—f a—f 


— (m. 


P, u lang (a — 0) = 
ausgedrückt. 
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Alle diefe Kräfte wollen in Berbindbung mit der Reibung das 
Sinken des Punktes verhindern; mill man dagegen eine Kraft finden,‘ 
welche dem Gewichte des Punktes und der Reibung das Gleichgewicht 
Mil, jo muß man eine der Kräfte nehmen, welche von ber Erzeugenden 
Q’b begrenzt werben. Die Heinfte derfelben ift die Senkrechte, welche 
mit der Ebene den Winkel —o bildet, alſo aufwärts wirkt; ihre In⸗ 
tenfität iſt 


P, = Qsin(a-te)= Q cosp (ein @a+fcoose) ; 
für bie längs. der Ehene wirkende Kraft, finbet man 


P—=0 82 sin (at) =Q(sina+fose), 


cos 0- 
est für bie horizontale - 
f 
= Otang (at) = = er FL 


und mar feht daß dieſe aus den vorhergehenden durch "den Zeichen⸗ 
wechſel bes Reibungscoeffizienten f erhalten werben. 
" "Um das Gleichgewicht eines ſchweren Punktes auf einer Ebene zu 
nnterfuchen, wenn an bdemfelben außer feinem Gewichte noch andere 
Kräfte wirken, wird man zuerft die Größe and Richtung ber Reſul⸗ 
tirenden aller Kräfte beftimmen, und dann das Coorbinatenfyitem h 
drehen, baß biefe Reſultirende mit der Achſe der z parallel iſt; es 
leuchtet ein, daß dadurch diefer Fall ganz auf ben vorigen zurücfommt, 
wenn man das Gewicht Q mit der Refultirenden R vertaufcht. 
Ebenſo tft nach ben allgemeinen Crörterungen leicht einzufehen, daß 
das Gleichgewicht eined Punktes, ber an einem beftimmten Orte auf 
einer gegebenen krummen Yläche bleiben muß, immer Durch das Gleiche 
gewicht auf der Tangential-Ebene bedingt wird. So Tann ein ſchwerer 
Punkt, an dem fonft Feine Kräfte angreifen, auf einer krummen Ftäche 
nur an folchen Orten im Gleichgewichte bleiben, wo die berührende 
Ebene wagrecht iſt. Mit Hülfe der Reibung kann ſich derſelbe jeboch 
von dieſen Orten ſo weit entfernen, bis die Normale des neuen Ortes 
mit der Lothlinis einen Winkel o bildet, deſſen Tangente kiſt. Der 
Druck, welchen bie Flaͤche in biefem Falle zu erleiden hat, ift 








Bu 


und bie dadurch bewirkte Reibung wird demmach 





t 
.fN= —=(sino. 
| e Var Q sin o 60. 

Was die verſchiedenen Gleichgewichtslagen betrifft, fo iſt es Klar, 
daß wenn Feine Reibung vorhanden iſt, alle Diejenigen Punkte ber Flaͤche, 
in welchen «die Tangentinl-Ehene wagrecht ift, und welche tiefer Liegen, 
als alle Punkte in ihrer nächſten Umgebung, deren Orbinate z alfo ein 
Minimum ft, ſtabile Gleichgewichtslagen find, während biejenigen 
PBunfte, welche höher liegen, als alle, welche fie zunächft umgeben, 
oder deren Ordinate z ein Martmum tft, unbeftändige Gleichgewichts— 
lagen barbieten. Unter Mitwirkung der Reibung gebören Diejenigen 
Bunkte, in welchen die Normale den Winkel o mit der Normalen eines 
höchſten Punktes bildet, zu. den nicht ſtabilen, jeme ‚Dagegen, wo ber- 
felbe Winkel mit der Normalen eines tiefften Punltes gebildet wird, 
zu den ſtabilen Gleichgewichtslagen. 

Sind außer dem Gewichte noch andere Kräfte vorhanden, ſo wird 
man das Coordinatenſyſtem wieder fo drehen, daß die Achſe der z in 
die Richtung der Reſultirenden aller Kräfte zu liegen fommt, oder ihr 
parallel wird, und alles Vorhergehende wird ſich dann auch auf biefen 
Fall anwenden laſſen. 


8. 80. 


gur Uebung in den bisher angeßellten Verrachtungen möge noch 
folgende ſpezielle Aufgabe aufgeloͤſet werben. 

Auf einer Kugelflaͤche, deren: Mittelpunkt als Anfangepunkt eineb 
rechtwinkligen Coordinatenſyſtems genommen iſt, wird ein materieller 
Punkt M in einer ſolchen Lage, daß feine Coordinaten durch x=2", 2 


x—=1",86, 2 22, 78 ausgedrückt ſind, von einer Kraft 26 Ber 
in Angel genommen, deren. Richtung den Winkel e— 154° 18° mit 
ber Achſe der z, und deren Projection in ber Ebene der xy den Winkel 
e = 1260 43° init ber Achſe ber x bildet, und welche fich als Reful- 
tirende mehrerer andern Kräfte ergeben hat. Es foll die Hleinfte Kraft P 
ſowohl der Intenfität als Richtung nach befkimms werben, welche jenen 
Punkt im Gleichgewicht zu halten vermag, und zwar 1) wenn feine 
Reibung, vorhanden iſt, 2) wenn bie Fläche eine folche Beſchaffenheit 
Mo daß das Verhältniß zwiſchen ber erzeugten Reibung und dem Drucke 
des Punktes auf die Fläche durch Fs=9, 34 gegeben iſt. 
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| Aus ben gegebenen Goordinaten bed Punktes M folgen zuerft ber 
Halbmeffer der Kugel 


r= Yr-+ y%+22—= Yl, 478 + (1, 86)°+ (2, 78)? =4", 158, 


und für die Winkel 2, u, », welche bie Normale in biefem Punk 
mit ben drei Achjen bildet, bie Functionen: 


x V 1 
cos = — su = — OSyv—=—. 
r ? A r r 


Ferner geben bie befannten Verhältniſſe: 
cosa—sinccose „ cosb=sincsine 


auch die Winkel a und b, welche bie‘ Richtung der Kraft Q mit ben 
Achien ber x und y elufchfießt. 

Man erhält alfo den Winkel I zwifchen diefer Richtung und jener 
Normalen durch die Gleichung: 


cos 3 —cosa c0osA-+ cosb cosu + cost cosy , 
ober mit den voranftehenden Werthen von cos, cos, cos»: 


04 — xcosa-+-y ram _.R 

in diefem Ausbrude bezeichnet nach F. 18 der Einleitung p=r cosI— 
x cosa+y cosb-+z cosc die Länge ber Senkrechten zwijchen dem An⸗ 
fangspunfte und ber durch den Punkt xyz gehenden Ebene, deren 
Rormale die Winkel a, b, c mit den brei Achfen bildet, alfo zur Rich- 
tung der Kraft Q parallel iſt, oder mit andern Worten dad Stück der 
Geraden MQ, welches von: dem Punkte xyz und einer dazu fenfrecht 
durch den Anfangspunft gelegten Ebene begrenzt wird. Die in dieſer 
Ebene liegende, vom Anfangspunkt auf die Richtung der Kraft Q gefüllte 
Senkrechte hat daher zum Ausdrud: 


p =rsia JI—=Vr—(x cosa-ycosb-+32c0sc)?, 
oder wenn für r? fein Werth x y® +29 geſetzt wird, wie In 6. 20 
der Einleitung, 
p = Y(x cosb—y @0sa)? + (zcosa—x cos c)?+(y wsc— 2 cosb)}. 
Zür die Sntenfität der Hleinften Kraft erhält man endlich nah $. 21 in 
dem gegenwärtigen Abfchnitte 


” 


185, 


Die Rechnung gibt nun nach und nadı 
log cos A = 9, 77382 — log cos 530 33',3 
log cos u — 9, 65063 — log cos 63° 25,6 | j 
log cos » = 9,82516 —= log cos 48° 7,5 


ferner | 
log cos a — 9,41375 — — leg cos 105° 1',6 
log eosb —= 9,54111 + — log cos 69039, 5 | ; 
log cos c = 9, 95476 — = log cos 154° 18 


damit folgt zunächft 
cos $ = — 0, 60097 — cos 126° 56',4 
und dann " 


, Her 
-P=0sn)3—=21 , 07 


als Intenfität ber kleinſten Kraft, welche ben Punkt M im Gleichgewicht 
halt, wenn keine Reibung vorhanden tft. 

Um nun auch die Richtung diefer Kraft zu beftimmen, d. h. bie 
Winkel, welche fie mit den Coordinatenachſen einfchließt, kann man von: 
dem in $.-21 vorgetragenen Satze ausgehen, daß bie Kraft P in ber 
Tangential⸗Ebene liegt, und mie alle übrigen Kräfte, welche das 
Gleichgewicht herzuftellen vermögen, zugleid in der durch bie Richtung 
der Kraft Q und die Normale gelegten Ebene, daß ihre Richtung alfo. 
mit dev Durchſchnittslinie biefer Ebenen zufammenfällt, und zwar mit 
demjenigen Theile derfelben, welcher ber Brofertion der Kraft Q in ber 
berührenden Ebene entgegengefebt tft, und welcher in unferm Zalle 
offenbar einen fpiten Winkel mit ber Achſe ber z bildet. 

Die Gleihung einer Ebene, deren Normale die Winkel A, u, v 
mit den brei Achfen bildet, bat nach 6.18 ber Einleitung bie Form: 


x cos -t+- y’ cos u = cosy=—=Pp, 
und es folgt daraus jene ber Tangential -Ehene in ben rund x * 
wenn für cos, cosu, cos» bie obigen Werthe —, — und ⸗ 


ferner für bie vom Anfangspunkte auf die Ebene gefällte — p 
ber Halbmeſſer r geſetzt wird, bie bekannte Form: 


ır tyYy+tı7’=r. 
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Ferner bat man in $. 21 ber Einleitung gefehen, wie bie Richtung 
einer Geraden, melde auf zwei andern gegebenen Geraden fenkrecht fteht, 
beftimmt wird; man findet Damit, wie in $. 13 für die Winfell, m, n, 
welche die auf ber Normalen im Punkte xyz und ber Richtung ber 
Kraft Q errichtete Senkrechte mit ben drei Achfen einſchließt, 





„008 u cos - cos y cosb 008 y 008 a — 008) 0080 
cosl= + — ——— , osm=+— —— ‚ 
sin $ sing 
cos A cosb — cos u cosa 
con + — HT, 


sin 9 
oder, wenn man diefe Werthe im Zähler und Nenner mit r multiplicirt, 
und beachtet, daß r sin $—=p/ ft, 


„ Yeösc— z cos b 


z Coa — x 00SC 
cosl — + - cos m = 4 ———, 
pP p 
x cosb — y cosa 
cosn —.+ „ah — y cost . 


p 

Damit findet man dann als Gleichung ber Ebene, welche die Normale 
und die Kraft Q enthält, | 
(yeose— zeosb)x’-+ (zcosa—xcosc)y’-+(xcosb— ycosa)z'=0, 
und durch anfeinanderfolgende Elimination zweier Veränberlihen aus 
diefer Gleichung und derjenigen der Tangential = Ebene bie beiden 
Gleichungen ber Durchſchnittslinie, welche nach einigen Rebucttonen und 
mit der Beachtung, daß x2+y2 durch r?— 22, x2+422burh2+y2, u. ſ. f. 
erſetzt werden kann, ferner daß x cosa--y — cos r coe if, 
die Formen annehmen: 
lg BE Vor 

r cosa — x cos9 —7608c—2c008$ 

y — y — 2— 2 

r cos b ⸗ y cos rcosc-2 cos9 
Die Winkel a, 8, y, welche dieſe Gerade mit den drei Achſen bildet, 
werden demnach ausgedruͤckt durch 


rcoOSsa —- x cos} rcosb— yYcos$ 
’  trsind trsin9- 


r cosc — 2 cos9 — 
cos y —— 7— 3 
es Erin 
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denn, wie leicht zu fehen tft, laͤßt ſich | 
VC(T cos a - x cos 3) + (rcosb—y eos 9)3 + (r cosc—z cos I)? 
auf r sin 9 zurüdfühen. Da nun, wie oben bemerkt wurbe, in unferm 
alle cos y pofitiv fein muß, fo wird man darnach das Zeichen von 


r sin 9 beſtimmen, und dann die beiden andern Winkel a und 
berechnen. 


Mit den oben Gegebenen erhaͤlt man auf dieſe Weiſe 
rcos a=— 1,0788, rcos pS-1, 4464., r cos c—— 3,7466, 
x eos 3—=— 1,4879, yos$3—=— 1,1179, z0083—=— 1,6708. 
und damit on . 
r c0sa—x%3I—=0,499 ,„ rcosh— y cos I —2,5633 , 
r c0sc— 3.083 —=— 2,0758 , 

Es folgt aber aus biefem lezten Werthe, daß man r sin $ = 3, 3233 
negativ nehmen muß, um cos y pofitto zu erhalten, und es wird Demnach 
log cos « = 9,09111 — = log cos 97° 5,1 
log cos 8 = 9,88723 — = log cos 140° 28,3 
log cos y = 9,79562 + == log cos 51° 20,7, 
womit die Rishtung des Kraft P beſtimmt if. Will man indeſſen noch 


den Winkel e erhalten, den die Projection. dieſer Kraft in ber Ebene ber 
xy mit der Achfe ber x bildet, fo hat man 


indem man beachtet, daß ſowohl cos als cos 8 negativ iſt. 

Die vorhergehende Beſtimmung ber Winkel =, 8, y Tann aber 
einfacher Dadurch erreicht werben, daß man nach 6.21 durch den Punkt, 
befien Soordiniten — O cosa, — O cosb, — O cöse find, eine Gerabe 
parallel zur Normalen legt und ben Durchgangspuukt derſelben m. ve 
Zangential= Ebene ſucht, d. h bie Werthe der " Goorbinaten X, V, 
aus der Gleichung: oo 


X +yY+ı7=rn 
dieſer lettern und den Gleichungen: 
(+0 may (y+Qech)z { 
(7 +9csc)x=(xX+Qeosa)z.) 
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jener Geraden ableitet. Man findet auf biefe Weiſe und mit Beachtung 
bes Werthes von cos I bie Ausdrüde: 


> 


rcosa—xcos} 
r 


ı=ır0 


r oos — y 008% 


2 —9 


r cosc—z cos} 
r 


v —=ı-+-Q 


und Hat num offenbar 


x—x rcosa—xcos I 





ET rn? 
_ _Y—-y_reosb—y cos} 
Peg 
2?’ —2 rcosc—zcos$ 
cos / —* r sin 9 
wie vorher. 
\ 6. 31. 


Wird nun die das Gleichgewicht herftellende Kraft durch die Reibung 
unterftüßt, fo bat mar nach dem vorigen |. 


P,—=Qsin(I— 0) —Q c0sg (sin? — cos) , 
indem man das Supplement von 9 mit 9. bezeichnet, und 
o = are. tang f - 

ſeht. Bir unfern Reibımgscoeffizienten f— 0,34 wird 
Ä e =arc (log tang =, 53148) — 180 46,7 ; 
und damit ergibt fich Ä 

0 sin (390 3,6 — 180 46,7) = 14 ; 853 
als Intenſität der gefuchten Kraft P, . 

Die Richtung dieſer Kraft, von ‚welcher man weiß, daß fie in ber 
Ebene der Kräfte P und Q liegt, und mit ber erftern einen Wintel 


o = 18° 46,7 Are ann num foleber auf verſchiedene Weiſe 
gefunden werben. . ud ) 
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Legt man burch die Richtungen ber Kräfte P und P, zwei Chenen, 
welche zur Achſe der z parallel find, fo bilden dieſe mit der Ebene ber 
Kugel-Rormale und der. Kraft Q ein dreiſeitiges Törperliches Eck, deſſen 
drei ebene Winkel y, y, und o find, wo dann y, ben Winkel wiſchen 
der Richtung ber Kraft P, und der Achſe der z bezeichnet. Die Ebenen 
ber Winkel y und o bilden ferner mit ber Ebene der xy ein redht- 


winfliges breifeitiges SA, worin ein ebener Winkel — + R—Y, 


und ber dieſem gegrnüberliegenbe Flächenwinfel = nr Gefannt ft. Man 
erhält damit den am jener Seite anliegenden glachenwinlel C durch bas 
Verhaltuiß: 


. 





und ba diefer Winkel C das Supplement zu demjenigen Flächenwintel 
it, welcher dem ebenen Winkel y, in dem erſten körperlichen Eck gegen⸗ 
überliegt, fo folgt: 


cos Y, = 008 y 608 0 — sin y Sin ꝙ cos ’ 


wodurch y, gefunden werben kann. Aehnliche Ausdrücke ergeben ſich 
auch für die Winkel &, und ß,. 

Will man dagegen zu dieſen Ergebniffen auf direstem Wege kom⸗ 
men, fo hat man die Werthe ber Functionen: cos &,, cos Bu cos y, 
aus folgenden ‚Gleichungen zu beftimmen : 


cos @ cos &,—- cos A c08ß,-} 008 cos y,— cos 0 | 
cos &, cos 1 + cos ß, cosm + cos y, cos n—=0 
cos? a, -f cos? ß, +esty—=1, 


von benen. die erſte ausdrückt, daß die Richtung der. Kraft. P, mit ber 
jenigen der Kraft P den Winkel o einfchließt, und die zweite, daß biefe 
Richtung in ber Ebene ber Kraft Q und der Kugel-Normalen liegt, 
Oder vielmehr, daß bie Richtung der Kraft: A ſenkrecht iſt zu der Nor⸗ 
Malen der genannten. Ebene. 

Aus dieſen beiden Gleichungen sieht man zuerſt 


cos/ cosm— 005 ß cosn cos m, 


cos = 6087, — — _ — — — (050, 


cosß cos] — 008 o cosm cas ß cosl— cos a cosm 


C08 « cosn — cos ycos] cos | 
CO8 — — r — — — — — — —— —— ——— 
ß, ey, ' 608 8 cosl— cos & tosm + cos ß os tosa oa er 


4 
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und wenn dieſe Werthe in die dritte Bieten eingeführt werben, fo 
Folgt mit Beachtung ber Beziehung: : 

cos a 0081-1: 008 8 cosm 4- 0087 wsn=0 ° 
nach einigen Reductionen bie Gleichung: 
c08?Y,—R 0080 cos y cos Yy,— (cos Bcosl— cosa cos m)’ — 008? g(cos’l-[-cos’m), 
welche in Bezug auf cos y, vom zweiten Grabe ift und Die beiden 
Werthe gibt: 


C08y,—608 0003Y Ey eos'g (cos?y—cos’l—cos’m)-}(005£ cosl—cosa cosm)?, 


von benen in unferm Falle offenbar ber zweite genommen werben muß, 
da y, größer fein muß ald y. Diefe Werthe nehmen indeflen eine ſehr 
einfache Form an, wenn man für die Functionen cos, cos, cosy, 
cosl, cosm unter dem Wurzelzeichen ihre oben angegebenen Werthe 
ſubſtitnirt 5 denn man findet nach mehrfachen Reductionen 


2? 

cos? y— cos?] — cos! m—=— — —— costy, 
73 
z 

cos ß cosl — 008 & cosm == u wer, . 


und dadurch 
‚608 y,— 008 y 008 0 - 808 y Sing ; en 
nach den Regeln ber Symmetrie erhält man dann ebenſo 
cos ea, — cos a 608 0— cos 4 side ’ 
cos , = 008 f cos e— cos sSinqꝙ 


womit die Aufgabe gelöfet erſcheint. 
Vergleicht man dieſen Werth von cosy, mit dem zuerſt erhaltenen, 
ſo ergibt ſich 


sin y cl — 008».; 
in ber That folgen auch aus dem oigen Werthe die auehrici 
cos C sin y = — Van Zonen = = Viren 
— — —— — Dies — cosy,, 


fo daß bie beiben für cos y, gefundenen Werthe ibentifch find, 
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Zür unſern Fall findet man mit Benützung der frühen Zahlen⸗ 
werthe | 
log cose, == 9,48855 — == lag cos 107° 56',3 
log cos #, = 9, 94163 — = log cos 150° 57,3 
log cos y, — 9,57536 == log cos 67% 54,3 
und dann für bie Projection in ber Ebene ber xy 

log tang &, —= 0, 45308 —= log tang 2800 35,5, 
womit die Richtung der Kraft P, vollftändig bekannt iſt. 
g. 32. “ 

Es dürfte nicht ohne Nutzen fein, bie vorgelegte Aufgabe auch noch 
durch Gonftruction zu Töfen, wie dies in den Figuren 46 und 47 für 
den gegebenen befondern Fall in folgender Weiſe geſchehen if. 

Nachdem man die Projectionen M’ und M” des gegebenen Punktes 
M auf der Kugelfläche beftimmt und die Projectionen AM’ und AM” 
ber Normalen In diefem Punkte gezogen hat, zeichnet man die Riſſe 
BT. und BT’ der berührenden. Ebene auf die bekannte Weiſe ſenkrecht 
zu den genannten Profecttonen der Normalen. Mitteld ber gegebenen 
Winkel ce und e wird man nun die Projectionen der Kraft Q darftellen, 
bie Durchgangspunfte q’ und q” ihrer Richtung in den Chenen der xy 
und xz beftimmen, und durch diefe und den Anfangspunkt (Mittelpuntt 
ber Kugel) A die Riffe AN’ und AN” der durch die Richtung der 
Kraft Q und die Normale gelegten Ebene ziehen, 

Die Durchſchnittslinie dieſer Ebene mit der Tangential- Ebene gibt 
die Richtung ber Kraft P, deren Profectionert leicht zu erhalten find; 
denn zieht man durch bie Enbpuntie ber Projectionen der Kraft Q fenf- 
recht auf die Spuren der Tangential=Ebene oder parallel zu den Pro— 
jertionen ber Normalen die Geraden Q’p’ und Q”p”, welche daun die 
Projectionen der von dem Endpunkte der Kraft Q auf diefe Ebene 
gefällten Senkrechten find, fo beftimmen diefe auf den Projectionen 
jener Durchfchnittslinte Die Projectionen M’ p’ und M” p” der tangentialen 
Seitenkraft von Q, und dieſe find zugleich in entgegengefeßter Richtung 
bon M’ und M” nad) P’ und P” aufgetragen die Projechionen. ber Kraft 
P. Die wahre Länge, fo wie bie Richtungsmintel y und & werden 
bann daraus auf die früher angegebene Weile gefunden. So weit e8 
die Genauigkeit der Sonftruction erreichen laͤßt, gibt die Figur 46 diefe 
Größen in Nebereinftimmung mit den oben durcht die Nechnung erhaltenen 
Werthen. 
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Die Intenfität der Kraft P allen kann auch einfacher badurch 
gefunden werden, daß man die Ebene, welche bie Kraft Q und bie 
Normale. enthält, um ihren Riß in der horkzontalen Tafel in biele 
umlegt, wie dies Figur 47 zeigt, auf ber Durchichnitislinie mit der 
Zangential= Ebene den Punkt M beitimmt, und die Richtung My’ ber 
Kraft Q zieht; die Projectton Mp derfelben auf jener Durchſchnittslinie 
von M aus in entgegengeleßter Richtung MP genommen, gibt die In⸗ 
tenfität und Lage ber Kraft P in ber heireffenden Ebene. 

Diefed Verfahren wird nun auch fehr einfach zur Conſtruction ber 
Intenfität und Richtung der Heinften Kraft P, dienen, welche der Kraft 
Q mitteld der Reibung das Gleichgewicht Hält. Verlängert man nämlich 
die Richtung biefer Iehtern Kraft rückwäaͤrts um ein gleiches Stift MQ, , 
steht durch M bie Gerade MP, unter einem Winkel 0 — 18946’ mit 
ber Richtung MP, und fällt darauf Die Senkrechte O,P,, fo beſtimmt 
biefe nach $. 23 die Sntenfität der Kraft P,.. Die Profecttonen derfelben 
ergeben fich dann dadurch, daß man bie Durdigangspuntte R’ und R” ihrer 
Richtung in den beiden Coordinaten- Ebenen durch entiprechende Ver— 
längerung ber Geraden MP, beitimmt, und einen berfelben, 3. B. ben 
Vestern, in die verticale Tafel überträgt; mittels dieſer Projectionen 
können endlich noch die Winkel y, und e, dargeftellt werden, womit 
der Aufgabe Genüge geletftet tft. — Sn beiden Figuren tft bie Einheit 
ber Länge durch 1em, die der Kräfte Durch 1mm vorgeſtellt. 


V. Prineip der virtuchen Gefchtwindigfeiten für 
einen materiellen Punkt. 


$ 33. 


Die vorangehenden Betrachtungen, burch weldhe wir bie nethwen— 
digen Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht eines materiellen 
Punktes nach feinen verſchiedenen örtlichen Umſtaͤnden ermittelt haben, 
ftügen fi) auf den einleuchtenden Sat, daß es für das Gleichgewicht 
eines materiellen Punktes überhaupt nothwendig iſt und genügt, wenn 
fih alle Kräfte, ſowohl bewegende als miderfichende, auf zwei gleiche 
und gerade entgegengeſetzte zurückführen laſſen. 

Es iſt aber ſchon in der Einleitung ausgeſprochen worden, daß 
der Zuſtand des Gleichgewichts nur ein beſonderer Fall des allgemeineren 
Zuſtandes der Bewegung ſei, nämlich derjenige Fall, mo die Kräfte, 
welche in irgend einem Augenblicke auf ben Körper wirken, ihre Wirkungen 
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gegenſeitig aufheben, und, wenn das Gleichgewicht im engern Sinne 
gemeint fein ſoll, der Körper ſelbſt won frühern Wirkungen ber, nicht 
ſchon eine Bewegung beſitzt. Es folgt daraus, daß bie Geſetze bed 
Gleichgewichtes nothwendig in denen der Bewegung enthalten ſein müffen, 
daß fie aber dort auf eine andere Weiſe ausgedrückt fein werden, ala 
es 3. DB. die für ben materiellen Punkt auf dem bisher eingefchlagenen 
Wege gefundenen Gefehe find. Während aber diefe Ausdrüde, welche 
aus. der Betrachtung der augenbliclichen Geſammtwirkung der Kräfte 
und für befondere Berhälniffe ‚ihrer Angriffspunfte abgeleitet werben, 
in den meiften Fällen leichter zu verfiehen und anzuwenden find, haben 
jene, aus ben Geſetzen der Bewegung abitrahirten Ausdrücke vor biefen 
ben Bortheil weit größerer Allgemeinheit voraus, und bienten deßhalb 
bisher ben ſchwierigſten Unterſuchungen in der Bewegungslehre ſelbſt 
“wieder als Gkundlage. Man muß alſo dieſe Geſetze, oder vielmehr 
das eine, welches alle Fälle des Gleichgewichtes in ſich faßt, und den 
Namen Prinzip der virtuellen Geſchwindigkeiten erhalten 
hat, unabhängig von jenen der Bewegung zu ermitteln, beziehungsweiſe 
ſeine Wahrheit zu beweiſen ſuchen. Die allgemeinſte Erörterung dieſes 
Prinzips bleibt der Unterſuchung des Gleichgewichts eines veränderlichen 
Syſtems vorbehalten; hier fol dasſelbe einftwellen für unfern bisher 
erörterten Ball, das Gleichgewicht bes materiellen Punktes, erläutert 
und bewieſen werben. 

Wenn ein materieller Punkt der Einwirkung beliebige Kräfte 
unterworfen tft, und diefen dann während einer fehr Kleinen Zeit eine 
neue, verhältnigmäßig jehr Heine Kraft hinzugefügt wird, fo wird der 
Punft vermöge diefer neuen Kraft einen Kleinen, geraden oder krummen 
Weg zurüdlegen, welchen man jene virtuelle Geſchwindigkeit 
benannt hat, weil das Verhältniß dieſes Eleinen Weges zu ber an- 
gewendeten Eleinen Zeit dem Ausdrud für die Geſchwindigkeit eines 
bewegten Punktes aͤhnlich iſt. Projicirt man dieſen Heinen Weg auf 
bie Richtung einer der Kräfte, welche an dem materiellen Punkte thätig 
find, fo erhält man die virtuelle Sefhmindigfeit desfelben 
in ber Richtung diefer Kraft, oder einfacher, den virtuellen 
Weg diefer Kraft. Endlich bezeichnet man das Product aus ber 
Sntenfität einer Kraft in ihren virtuellen Weg mit den Namen: vir: 
tuelles Moment, womit man jedoch nicht den Begriff einer drehen= 
ben Kraft verbinden darf. Diefes Product wird pofitio fein, wenn bie 
Projecklon der virtuellen Geſchwindigkeit auf die Richtung der Kraft 
felbfe faͤllt, negativ dagegen/ wenn ſie auf die etzegengeſehte Per: 
Hangerung trifft. a 3 

Decher, Handbuch ber Meäanit 1. 13 
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Mit diefen Benennungen läßt fih nun das Prinzip der virtuellen 
Geſchwindigkeiten in Bezug auf einen materiellen Punkt fo ausiprechen: 

Wenn an einem materiellen Punkte beltebige Kräfte 
thätig find, und dberfelbe, fet es vermöge dieſer Kräfte 
allein, oder mit Hülfe einer feften Fläche oder Curve, im 
Gleichgewichte bleibt, fo Hat das Verhältniß der Summe 
der virtuellen Momente aller Kräfte zu ber virtuellen 
Geſchwindigkeit bes Punktes für alle virtuelle Berſetzun— 
gen, welche dem Punkte durch eine fehr Fleine neue Kraft 
ertheilt werden können, ben Anfangswerth Null; 
und umgekehrt: 

Wenn das Verhältniß der Summe der virtuellen Mo- 
mente beliebiger Kräfte, welhean einem BPunfseangreifen, 
zu der virtuellen Gefchwindigfeit dieſes Punktes für 
alle virtuelle Verrückungen, bie derſelbe durch eine fehr 
Feine neue Kraft erleiden Tann, den Entſtehungswerth 
Null hat, fo halten dieſe Kräfte für [ih ihren Anfangs 
punft im Gleichgewicht. 

Um dieſe Säbe zu beweiſen, ſei M, Fig. 48, bie urfprüngliche 
Lage des materiellen Punktes, an welchem ein beliebiges Syftem von 
Kräften, wie MP, angreift; die Richtungen berfelben ſeien durch Die 
Mintel @, 8, y gegeben, welche fie mit drei vechtwinkfligen Achfen 
MX, MY und MZ bilden; ferner fet N bie Lage des Punktes nach 
feiner Verrückung, alfo MN, ber gerade oder Frummlinige Weg, welchen 
er von M nach N genommen hat, feine virtuelle Geſchwindigkeit. Wird 
Diefe mit 15, die Projection Mm derfelben auf die Richtung ber Kraft 
P, d. i. die virtuelle Geſchwindigkeit des Punktes M in der Richtung 
diefer Kraft, oder ber virtuelle Weg der Kraft P mit 4p bezeichnet, 
und demnach das virtuelle Moment derfelben Kraft durch PAp aus- 
gedrückt, fo wird man für die Summe ber virtuellen Momente aller 
Kräfte den Ausdruck &.P Ip, und für das Verhältniß diefer Summe 
zu der virtuellen Geſchwindigkeit des Punktes M den Ausdruck: 


2.Pap 
ds 





- erhalten  - 
Bezeichnet man dann die Winkel, "welche bie Sehne MN mit ben 
drei Achfen bildet, durch &, Ba &, jenen, welchen fie mit dev Richtung 


ber Kraft P bildet, durch PN und ihre Länge mit Aw, fo hat man 


— ⸗ 


Fe AP 
cos PN —cosa cos& + cos ß cos cos y cos =; 


ferner iſt 


>} Pap zu _*3.PeosPN B 
— Dar Tas 
Aw Aw 


Der Anfangswerth des Verhältuiſes 9 — — ft aber — 1, und ſonach 
wird: 


.Z:PAP_ pa: 2. M_y IP =3.PcosPN 





wenn man den Anfangswerth bes a ap nach §. 43 der Ein- 


leitung durch das Mebergangsgefeh SP E bezeichnet, worin p als eine will⸗ 


kürliche Function von s zu betrachten R 
Wenn nun ber Punkt ganz frei und im Gleichgewicht Hi, fo het 
man nach 8. 17 für jede beliebige Richtung 


S.P cos PN = -0 ; 
alſo u nad) dem Borftehenden 


p IP 
X. r 0. 


In kim andern Falle iſt nach $. 12 (11): 


X. P cos — ReosRN, 


wo R die Intenſität der Reſultirenden aller Kräfte, und RN den 
Winkel zwiſchen ihrer Richtung und der Geraden MN vorftellt. Be- 
zeichnet man dann die Winkel, welche die Richtung der Refultirenden 
mit den drei Achſen bildet, durch a, b, c, und drückt ben virtuellen 
Weg der Refultirenden in entfpredjenber Bee durch Ar aus ‚ ſo erhält 
man zuerft 


cosRN — cosa cos E-+ cos b mente 4 ; 
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ferner wird 
Ap_„ Ar Z2.PAp_„ Ar 
te Ta ze 
und wenn bie Anfangswerthe genommen werden ‚ 
dp _„ dr 
31.) 2. — =R-, 


Man ſchließt daraus, daß das Verhältniß der Summe der 
virtuellen Momente aller Kräfte zu der virtuellen Ge— 
ſchwindigkeit ihres Angriffspunktes denſelben Anfangs 
werth hat, wie das Verhältniß zwiſchen dem virtuellen 
Momente der Reſultirenden und derſelben virtnellen 
Geſchwindigkeit. 

Iſt dann der materielle Punkt in ſeiner Bewegung auf eine gegebene 
Fläche oder Curve beſchränkt, nnd mittels dieſer Widerſtände im Gleich— 
gewicht, in welchen Falle bie Reſultirende nach FF. 19 und 24 eine 
normale Richtung zu biefer Fläche oder Curve haben muß, fo tft vorerft 
einleuchtend, daß bie virtuelle Bewegung mur auf der Kläche oder auf 
der Eurve ftattfinden kann, weil dies einerfettö in der ausgefprochenen 
Bedingung liegt, und weil man auf der andern Seite bie. neue Kraft, 
welche die virtuelle Verrückung verurfacht, immer Tleiner vorausſetzen 
kann, als die Kraft, mit welcher der materielle Punkt gegen die Fläche 
oder Curve gedrückt wird, und er in biefem alle die Fläche oder Curve 
nicht verlaffen fann. Sind alfo x, y, z die laufenden Eoordinaten der 
Fläche oder Curve, mithin auch die des Punktes M, und x+ x, 
y+fy, 2+2z bie des Buntes N, fo ergibt fich 


=, wn= fg, =, 
oder 
4x 41 Ar 
cos 5 — Ze cos — 48 cos — 
Aw ’ N Aw ’ w 
as ds ds 


und wenn man zu ben Anfangswerthen zurücgeht, 


d .d dx 
=, nm, wi=. 


J 
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Bereichnet man ferner bie Winkel, welche eine beliebige Tangente an 
der Fläche ober die einzige an der Curve im Punkte M mit ben drei 
Achſen bildet, durch 1, m, n, fo hat man au für alle Punkte auf 
der Flaͤche ober Gurve 


_ör _6sy _. da 
cl —— 0m 2 eos = — 


und im Falle des Gleichgewichtes iſt nach $6. 20 und 24 
cos a cos I4 cosb cosm + cosc cosn —(); 


darnach wird mitteld der vorhergehenden Werthe 


* 
Anf: cos RVA Anf: — = — =0; 





Man hat folglich in allen Fällen, wenn ber materielle Punkt im Gleich- 
gewicht tft 


s.Pp 2 —0, 32. 





wie e8 oben ausgefprochen wurde. | 
Umgefehrt, wenn ber Punkt M ganz frei tft, und für jede beltebige 


virtuelle Verſetzung desſelben, für welche offenbar = nicht immer Null 
werden Tann, wenn eine Refultirende vorhanden tft, die Gleichung: 


dr __ 
2. =0 oder RI 


Rattfindet, fo fohliepen wir Daraus, daß 
R=0, 


daß alfo der Punkt im Gleichgewicht fein muß, oder vielmehr, daß ſich 
die an demſelben thätigen Kräfte das Gleichgewicht Kalten. Iſt der 


— ⸗ 


Punkt Maber gezwungen, auf einer Flaͤche ober Curve zu bleiben, fo 
ſchließt man aus der Gleichung : 


daß, wenn nicht R felbft Null ift, in welchem Falle fih die Kräfte 
auch ohne bie Fläche ober Curve im Gleichgewicht halten, . — — ( 


fein wird; da nun 5 den Coſinus des Winkels ausdrückt, welchen die 


Richtung der Refultirenden mit der Tangente an ber Eurve der virtuellen 
Bewegung ihres Angriffspunftes bildet, und da alle virtuellen Ber- 
jeßungen nur auf der Fläche oder Curve ſelbſt ftattfinden Tonnen, fo 
folgt aus der letzten Gleichung, daß die Richtung ber Refultirenden 
mit jeder Tangente an der gegebenen Yläche, oder mit der einzigen 
Tangente der gegebenen Curve einen rechten Winkel bildet, alfo normal 
zu der Fläche oder Curve ift, daß alfo die Wirkung fämmtlicher Kräfte 
durch dieſe feften Widerftände aufgehoben werden muß. 


g. 34. 


Es ift demnach durch das Vorhergehende nachgewieſen, daß das 
Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten: 


‚Ip 
‘ds 


die einzige nothiwendige und genügende Bedingungs-Gleichung für das 
Bleichgemicht von Kräften, die denfelben Angriffspunft Haben, darftellt, 
und daß die oben aufgeftellte Behauptung der grüßen Allgemeinheit 
dieſes Geſetzes gerechtfertigt erſcheint. Es ift dabei leicht zu fehen, daß 
fih.aus ihm bie Sleichgewichtsbedingungen für die verſchiedenen örllichen 
Umftände, welchen der materielle Punkt unterworfen fein Tann, unmittelbar 
ableiten laſſen. Soll z. B. das &leichgemicht eines ganz freien Punktes 
unterfucht werben, fo wird man fich überzeugen müffen, ob ber Ausdruck 
x.P 8m — (0 wenigſtens für drei nicht in derſelben Ebene liegende, 
virtuelle Geſchwindigkeiten des zu unterſuchenden Punktes befriedigt wird. 
Offenbar wählt man dieſe virtuellen Verrückungen am einfachſten in den 
drei Coordinatenachſen, und bezeichnet fie mit 4x, Ay, 1a, wobei 


s.P — =0 


® 
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zu beachten iſt, daß biefe Größen ganz unabhängig von einander finds 
dadurch erhält man Die drei Bedingungen: 


IP _ er _ IP 
an: 3.P dy —(, 3.P .dz 


welche nichts Anderes find, als unfere frühern Gleichungen : 
3.Pcsa=0, 23.Pcaeß=0, 23.Pesy=P0, 


3.P =, 


” 


dp ⸗ 
da, wie man leicht einſieht, —* oa, Ir — cf, 
dp 


SE — c05y Üft, wenn a, A, y bie Winkel zwiſchen ber Richtung 


einer ber Kräfte P und den drei Achſen bezeichnen. Es iſt aber noch 
zu zeigen, daß dieſe drei Bedingungen auch genügen, d. h. daß, wenn 
fie erfüllt find, die Gleichung (32) auch fir jede andere beliebige vir- 
tuelle Verſetzung befriedigt wird. Dazu feien wieder &, 7, & die drei 
Winkel, welche die Richtung dev Sehne 4w dieſer virtuellen Ge— 
ſchwindigkeit mit den drei Achfen einfchließt, jo baß man hat 





cos PN— cos Ecosa + c08y cos + cosL cosy , 


wo PN ben Mintel zwifchen jener Sehne und der Richtung der Kraft P 
bezeichnet; es ift aber auch 








Ap .__ 4 | dp” 
cosa ⸗ 77 cos B —= Ay ’ cos y = gr N 
und demnach 
Ap 


v m/f 
3.P cos PN—=. P— cs en cost, 


Ax 
oder da die Winkel E, 7, Z für alle Kräfte gelten, und demnach 
cos&, cosn, eos & gemeinſchaftliche Eoeffiztenten von allen Gliedern 
derfelben Summe find, 


AP” 


| a Ay p dr 
3.P cos PN=cos$.2.P 10087. 3.P rest. 2.P— 17° 


und 


FI sp Ip” dp” 
Auf: 2.P ons PR—0008.ZP 5. + ZR“ +ooL.2.P 


— 
Man hat alſo mit den obigen drei Bedingungs-⸗Gleichungen unabhängig 


von ben Werthen ber Winkel &, 7, &, ober was basfelbe ift, für 
jeden Werth diefer Winfel 


Anf: S.PcosPN—2. PöP=o. 


Sit der materielle Punkt in feiner Bewegung an eine fefte Curve ge= 
bunden, nnd es foll unterfucht werden, ob er an einem Orte, deffen 
Coordinaten x, y, z find, im Gleichgewichte bleiben kann, fo kann man 
den Anfangspunft in biefen Ort verlegen, und eine der Achſen, 3. B. 
die dev x mit der Tangente zufammenfallen laſſen. Der materielle 
Punkt Hat in diefem Falle nur die Wahl zwifchen zwei entgegengeſetzten 
Verſetzungen; es genügt daher für das Gleichgewicht, daß für eine von 
ihnen die Gleichung (32) befriedigt wird. Nennen wir alſo dieſe vir⸗ 
tuelle Verrückung wieder 75, die Länge ber entſprechenden Sehne Aw, 
und deren Profectionen auf die drei Achjen, die aber nun in nothwen- 
diger Beziehung zu einander ftehen, 4x, AY, Iz, fo ergibt fich zuerft 


Ax__ Ay__ dı_ _. 
We eosn, we 
und damit 
mn 4x Ap 
RL ma + + FE 
Ax Fr * 4p 
_ds As 
— ++ m O8 = u 
ds As As As: 
folglich 
op E ey et 
Ss Ss OP _3.PeosPN=>. r(?2 sa +5 = cos ß +5 "sy ). 


Weil aber die Achfe der x Tangente an der egenem Curve ift, fo 
bat man 


dos 
und demnach wird hier die einzige Vedingungsgleichung für das Gleich⸗ 


gewicht 


öp 


2.77, = 3. cos a —=0 N 


MI 


übereinftimmenb mit ber Gleichung: 
x —(0 
am Ende des 6. 25. 

Soll endlich der materielle Punkt auf einer gegebenen Fläche bleiben, 
fo nimmt man bie Tangentinl = Ebene ald Ebene der xy, und er wird 
dann im Gleichgewicht fein, wenn Die Bedingungsgleihung (32) für 
die virtuelle Verſetzung desſelben in zwei Richtungen, welche irgend einen 
andern Winkel ald zu einfchließen, befriedigt wird. Als folche Rich- 
tungen wirb man bann bie durch Die Ebenen ber xz und yz gebildeten 
Hauptfhnitte nehmen, und dadurch die beiden Bebingungägleichungen: 

2.Pcsa—0 , S.P cos $=0 
erhalten, welche, wie man fieht, mit den Gleichungen : 
x“=0, Y=0 
in $. 21 übereinfommen. 

Iſt dann umter den Kräften auch die Reibung, welche ber materielle 
Punkt auf einer oder mehreren Flächen verurſacht, mitbegriffen,, fo wird 
jedenfalls Gleichgewicht flattfinden, wenn bie Bebingungsgleichung (32) 
erfüllt tft, und diefe wird Die Bedingung für die Grenze des ruhenden 
Gleichgewichts ausdrücken. Scheibet man übrigens in dem Falle, wo 
ber materielle Punkt auf einer Fläche bleiben. muß, die Reibung in ber 
genannten Gleichung aus, indem man_den Drud, den die wiberftchenbe 
Fläche erleidet mit N, ben Reibungscveffizienten mit f bezeichnet, fo 
wird mit der Beachtung, daß die Richtung der Reibung der von ben 
Kräften beabfichtigten Bewegung immer gerade entgegengefebt tft, 
dp ös dr on. 
zZ. IN —0 oder Ro fN=0; 
und wenn man ben Winkel zwiſchen der Richtung ber Reſultirenden 
und der Normalen zur Fläche mit 9 bezeichnet, wodurch man nach dem 
vorherghenden $. 


% 


= sind ‚„. N=Rco} 
erhält, fo ergibt ſich wie früher 


f tang I 
für die Grenze des Gleichgewichtes. 
Ein aͤhnliches Ergebniß erhält man, wenn ber Punkt auf zwei 
Flächen Reibung erzeugt, Man Tann dann wie früher den Widerſtand 


Mm 
0) | 
ber einen Fläche mit N, den ber andern mit N’, den Reibungscoeffizienten 
für die erfte mit f, für bie zweite mit FF bezeichnen, umb findet fo 


Op 08 os 
X — GE — I — 
s.P F fN 55 FfN FT 
oder 

IN+FN=RS 


als Bedingung für die Grenze des Gleichgewichtes. Das ruhende 
Gleichgewicht wird alſo beſtehen, ſo lange 


dr [4 
RS-<IN+FN 


bleibt. Es iſt leicht zu fehen, daß diefe Gleichungen biefelben find, 
wie die in $. 26 erhaltenen, und daß fih für ben Fall, wo das 
Gleichgewicht nicht ftattfinden kann, aus benfelben ähnliche Beftinnmungen 
für die neu einzuführende Kraft ergeben, burch welche das Gleichgewicht‘ 
bergeftellt wird. 

Nach dieſen Andeutungen über die Anwendung unſeres Geſetzes, 
dürfte es uͤberflüſſig fein, weitere Falle allgemein durchzuführen, da wir 
nur wieder auf bie bereits vorgetragenen Auflöfunge- Methoden zurüd- 
kaͤmen. Es ſollk deßhalb zum Schluffe nur noch folgende Aufgabe gelöft 
werden, und zwar zur DVergleichung nach beiden Methoden. 


$. 3. 


Aufgabe: An einem materiellen Punkte M, welcher in feiner 
Bewegung auf eine Kugelfläche von dem Halbmeſſer r befchräntt ift, 
greifen drei Kräfte an, berem Richtungen immer durch die Endpunkte 
A, B, C dreier unter fich rechtwinkligen Halbmeſſer gehen, und deren 
Sntenfitäten P,, Pa, Ps den Entfernungen des Punktes M von ben 
Punkten A, B, C proportional, und für die Einhelt der Entfernun 
gleich pP, , Pa, Ps gegeben find; es fol der Ort auf ber Kugel beftimm 
werben, mo der materielle Punkt im Gleichgewicht iſt. 

1° Auflöfung. Nehmen wir den Mittelpunftt ber Kugel als 
Anfang eines rechtwinkligen Coordinatenſyſtems, Die drei Halbmefler, 
deren Endpunkte A, B, C find, als Achſen desfelben, und. bezeichnen 
bie unbekannten Coordinaten der Gleichgewichtslage mit x, y, z, fo 
wird die Richtung der Kraft P, durch die Gleichungen: 


a _ 


x—ı y x— 2 


os cf,  wosa 007; 


beftimmt, aus welchen man, bie Goordinaten x, y, z pofitiv voraus- 
feßend und mitteld der Bebingungsgleichung: 


608% 1, 4 6082 8, + cos? y, —1 
als Werthe für cosa,, cos ß, , cos y, bie Ausbrüde: 














cos — cosß — — — 0m — 
2r ’ ' V?re—x) N Va(t—x) 
zieht. Die Intenfität P, dieſer Kraft ergibt fich zufolge der Entfernung 


des Punktes M von A, für welche man leicht den Werth: V?r(r—x) 
findet und gemäß der Bedingung, daß ihre Wirkung diefer Entfernung 


proportional ift, durch die Proportion: 
P.: pi = V?rte—x) :1, 
woraus man zuerft 


Pr, =Pp V?rt—x) 


erhält, und nun mit den vorhergehenden Merthen von cosa,, cos ß., 
cos 7, die drei Somponenten: 
P,coay=p(r—x), PR osA=—py, P, wosy=—Pp% 


parallel zu den drei Coordinatenachfen ableitet. 
Auf gleihem Wege wird man für bie entiprecpenben Componenten 
von P, und P, die Werthe: 


P, 0y=—px, R0,=Pp(—y), Pwsy=—pz 
P,sg=—px, P; 608 4 = — Pay > Pseosy=Pp(r—:) 
finden, unb bamit bie Haupteomponenten X, Y, 4 ber Refultivenden 
R berecinen. Es ergibt fi damit 
X=pr—- (pr tR+Pp)x 
Y=pr-(mMtPRtB)Y: 
4=pr- (A tmRtB)=- 
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Die Bebingungen des Gleichgewichtes find aber nach $. 20, und mit 

ber Beachtung, daß man aus ber Gleichung ber Kugelfläche: 
?2+yY+2—R=F(x,yı:)=0 

die Aenderungsgefehe : 


ableitet, die beiden folgenden: 

Xy—Yı=0 „, Zzx— Xı =0 
oder mit den obigen Ergebniffen ſehr einfach: 
A.) , BY-Bı=0 , Px—p2=0. 


Zieht man daraus die Werthe von y und z in x und führt fle in bie 
Kugelgleihung ein, fo findet man für die verlangten Goordinaten zuerft 


x—tr — Ph , 
VPı?+Ppa?+ ps? 
und damit fogleich auch 


y=tr — — 287 — ⸗t—⸗ — ⸗ 
Vpiꝰ T pp Vr’+pR’+ BR? 
Gonftruirt man demnach über den drei Selten p, , Pa, Ps, welche bie 
Sntenfitäten der Kräfte P,,. Fa, Pg für die Einheit der Entfernung 
porftellen, nachdem fie von dem Mittelpunfte‘O auf bie breit Halbmeffer 
OA, OB, OC aufgetragen worden find, ein Parallelepiped, fo geht 
Die Diagonale durch den Ort auf der Kugel, wo der materielle Punkt 
im Gleichgewicht iſt. 
2te Auflöfung Nach dem Prinzip ber virtuellen Geſchwindig— 
feiten muß man in unferm alle für jede virtuelle Verrückung 75 bes 
Punktes M auf ber Kugelfläche die Gleichung 


p, + BP, Bo 








erhalten, wenn ſich re in der Gleichgewichtslage befindet, und 
wie im vorhergehenden $. gezeigt wurde, drüden die Anfangswerthe 
2 , > ; a die Coſtnus der Winkel aus, welche von ber 
Tangente an dem Bogen Is im Punkte M mit jeder ber drei Sehnen 
MA, MB, MC, den Richtungen der Kräfte Egebildet werden. 


— ⸗— 


Bezeichnen wir daher die Winkel, welche die Normale zur Kugel⸗ 
fläche im Punkte M mit den drei Achſen einſchließt, mit A, u, v, fo 
ift Veicht zu fehen, daß bie Längen der drei Sehnen MA, MB, MC 
nun durch 

1 1 1 

2r sin 54 , Zr ein A , 2rsin.v 
vorgeftellt werben, und daB wir folglich für bie Intenfitäten ber P, , 
P,, P; die Werthe erhalten: 
P—2prsin- 4, Pa=2pgrsin 3 an, P,=2p,rsin —* 
Nehmen wir dann die virtuelle Verrückung zuerſt in einer Ebene, welche 
die Richtung der Kraft P, enthält, alſo durch die Achſe ber x geht, 
fo wird auch bie Tangente an Is biefe Achſe treffen, und zwar in 
einem Punkte T, deſſen Entfernung von dem Anfangspunfte O gleich 


rsecA.ift, und das abgeſchnittene Stüd MT der Tangente wird r tang A 
fein. Der Winkel zwifchen diefer Tangente und der Sehne MA ober 


ber Richtung ber Kraft P, iſt offenbar > 4, man bat. baber jogleich 


Um ferner den Winkel zu finden, welchen biefelbe Tangente mit ber 
Sehne MB macht, denke man fih in ber Ebene der xy die Gerade BT 
gezogen, und dadurch das Dreieck MBT gebibe, in welchem man leicht 
die drei Seiten: 


2ri ‚ Wertung, BT=yrlit ser) 


finden, und daraus den Gofinus des Winkels B Br nach ber Formel: 
cosBT — dp __ — MB: +MR— MT 
08 2MB><HT 
beredimen wird. Man zieht daraus 


d 


ös 


7 


4 sin? 2 u ———— 





9 


Asin Zu tang 2 


oder nach einigen Umwandlungen 


OL — mu 
os 2 sin — u tang 
Ebenſo ergibt ſich für die dritte Kraft 
Öps — COS » 
ds i 


2 sin I ».tang A 


und die Bedingung des Gleichgewichtes wird mit ben obigen Intenfitäten 
der drei Kräfte 


p, sin? A— (Ps cos u + Ps 008 9) 08 = 0‘, 

oder ' 
Pı —(Pı C0SsA-+-ps cos u+ ps cos»)wosi=—=0. 
Kür die virtuellen Berfehungen in den Chenen ber Kräfte P, ımd P, 
wird man in ähnlicher Weife die Bedingungen : 
Pa — (Pı 608% + pg coswe-}P5 cos») cos — 0 

Pa — (Ppı e0osA-+-p, cosu--p; cosv) cos v — 0 
erhalten und dann aus biefen und der vorhergehenden Gleichung Die 
gleichen Verhältniffe: 
PB ___RB____PB_ 





Pı cos A Pa 608 11 -1- Pa ey — nn COS cos» 
ziehen, welche mit ben Werthen: 
_ ı — 1 —E— 
cool — rn 2 4 Tu u. 5 / — 


auf die Gleichungen (A) zurückkommen. 


x 


Dritter Abſchnitt. 


Bewegung des materiellen Punktes. 


Erſtes Rapitel. 
Geradlinige Bewegung 


$. 36. : 


Ein materieller Bunt ift, wie in ber Ginfeitung ($. 7) erörtert 
mwurbe, unvermögend, etwas zur Veränderung feines ürtlichen Zu= 
ftandes beizutragen; er kommt nur in Bewegung durch die Wirkung 
einer Kraft, und Andert die Bewegung, welche er in irgend einem 
Augenblicke befist, ebenfalls nur in Folge der Einwirkung einer Kraft. 
Wird daher ein folcher Punkt im freien Raum in Bewegung gefebt, 
und hört dann die Kraft zu wirken auf, oder halten ſich die an ihm 
thätigen Kräfte von irgend einem Augenblide an das Gleichgewicht, in 
welchem alle ihre Refultirende Null ift ($. 17), fo wird feine Be— 
wegung die möglichſt einfache werben, er wird fi) unaufhörlich in der- 
felben Weite und nach derfelben Richtimg fortbeiwegen, wie in dem 
gedachten Augenblice, er wird alfo immer tn derfelben Geraden fort- 
gehen und in ihr in jedem gleichen Zeitabfchnitte feine Lage um gleichvtel 
ändern, ober um eine gleiche Länge fortrüdenz; biefe Bewegung wird 
demnach eine geradlinige und gleihfürmige fein. 

Nehmen wir daher auf ber Geraben, welche ‚bie Richtung ber Be 
wegung vorſtellt, irgend einen Punkt an, um von biefem bie Entfernung 
x des Bewegten nach verfihtebenen Zeitabfchnitten zu meſſen, beobachten 
wir ferner dieſe Entfernung in einent befiimmten Augenblicke, von bem 
an wir bie Zeitabfehnitte zählen, und welchen wir künftig den Anfang 
ber Zeit nennen wollen, und drücken wir dieſe anfaͤngliche Entfernung 
durch a aus, fo wird x — a der Weg in Längeneinhetten fein, welcher 


208 


in einer gewiſſen Anzahl t von Beitabfchnitten oder Zetteinheiten 
zurückgelegt wurde. In jeder einzelnen Zeiteinheit muß folglich ber 


bewegte Punkt einen Weg von — Längeneinheiten zurückgelegt haben 


und ferner zurüdlegen, und wenn man biefe mit b bezeichnet, fo erhält 
man allgemein 9— 


— J oder —— 





33.) 


als die Gleichung, durch welche die Entfernung x beſtinimte werden kann, 
in der ſich der bewegte Punkt nach t Zeiteinheiten von dem angenom⸗ 
menen feſten Punkte befindet, wenn die anfängliche Entfernung a und 
der in jeder Zeiteinheit zurückgelegte Weg b befannt ober gegeben find. 
Will man aber bie Lage des Bewegten por t Zeiteinheiten Tennen, 
vorausgeſetzt, Daß feine Bewegung damals fchon eine. gleichfürmige war, 
fo darf man nur t negativ nehmen, d. 6. den Weg b von dem an- 
fänglichen Abftande a tmal abziehen. 

Der Ausdruc (33) wird einfacher, wenn man entiweber ben Punkt, 
in welchem fich der Bewegte am Anfang der Zeit befindet, als ben 
Anfangspunft für die Entfernungen x nimmt, oder was auf dasfelbe 
binausfommt, ben Augenblick, in welchem ber Bewegte durch ben an— 
genommenen feiten Punkt geht, ald Anfang ber Zeit wählt; in jedem 
Falle wird dann x Null, wenn t Null it, und man hat dadurch 
cinfach: 


x—bt, 


wo dann x auch felbit den in t Zeiteinheiten zurückgelegten Weg vor- 
ſtellt. Man muß ſich jedoch immer erinnern, daß die eigentliche Be— 
beufung von x die Entfernung des Bewegten von einem feſten Punkte 
in der Richtung der Bewegung iſt. 


g. 37. 


Denken wir uns nun einen zweiten materiellen Punkt, welcher ſich 
in einer Richtung, bie parallel iſt zu ber bes vorhergehenden, ebenfalls 
gleichförmig bewegt, der aber in demſelben Zeitabjchnitte um eine grüßere 
Länge in Diefer Richtung fortrückt; und vergleichen. wir ‚beide Bewegungen 
wit einander, fo fagen wir, die zweite ſei geſchwinder als die erfte, 
und bezeichnen Die. entiprechende Eigenſchaft der Bewegung mit dem 
Namen: Geſchwindigkeit. Gehe oft übertragen wir aber biefe 
Etgenſchaft des Bewegung auf ben Bewegten ſelbſt, und. fagen 
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4 B. der. zweite ber vorher betrachteten materiellen Punkte befite eine 
größere Geſchwindigkeit, als ber erfte, anftatt ung richtiger auszubräden, 
die Bewegung des zweiten habe eine grüßere Geſchwindigkeit, als die 
Bewegung des erſten. 

Der Begriff von der Größe der Geſchwindigkeit einer gleichförmigen 
Bewegung beruht offenbar auf der Vergleichung des Verhältniſſes zwiſchen 
dem von dem Bewegten beſchriebenen Wege und der dazu angewendeten 
Zeit mit bemſelben Verhältniſſe bei einer andern gleichförmigen Bewegung, 
und es liegt in der Natur der Sache, daß bie Geſchwindigkeit ale 
mathematifche oder meßbare Größe genommen diefem Verhältniſſe pro- 
portional iſt; denn wir nennen eben eine Bewegung doppelt fo geſchwind, 


als eine andere, wenn ber Bewegte einen zweimal fo großen Wen in 


bderfelben Zeit zurüclegt, dreimal, fo gefchtwind, wenn biefer Weg dreimal 

fo groß tft, u. f. fe Bezeichnen mir demnach die Geſchwindigkeit des 

erften Punktes mit v, die des zweiten mit v’, und drüden für den 

letztern das Berhältniß zwiſchen dem zurüdgelegten Wege x — a’ und 

der angewendeten Zeit ! durch b’ aus, fo daß man hat g 

x— a | 
rv’ I 


wo dann b’ wie oben auch den von dem zweiten Bewegten in der Ein= 
heit der Zeit zurückgelegten Weg vorftellt, fo hat man 

a a X 5, hr. 
t t 
Um alfo bie Geſchwindigkeiten verſchiedener gleichförmiger Bewegungen 
meſſen oder in Zahlen ausdrücken zu können, wird man bie Geſchwindig— 
feit einer beftimmten gleichförmigen Bewegung als Einheit für 
bie Geſchwindigkeit annehmen, und die zu mefiende mit biefer 
mitteld der vorhergehenden Proportion vergleichen; diefe Vergleichung 
wird offenbar am einfachften, wenn man als Einheit für die Ge— 
ſchwindigkeit bie Gefhwindigfeit derjenigen gleichför— 
migen Bewegung annimmt, bei welcher das Verhältnig 
zwiſchen Dem zurüdgelegten Weg und der angewendeten 
Zeit gleich der Einhett tft, bei welcher alfo in der Einheit ber 
Zeit die Einheit des Weges ober ber Länge zurüdgelegt wird. Für 
diefe Bewegung hat man daher zugleih yv — 1, b'—1, und «8 er= 
gibt fih damit aus der obigen Proportion: 


b’ — 











I— a 
t 
Decher, Handbuch ver Mechanik 1. | 14 


v — d — 
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‚als Maaß ber Geſchwindigkeit für eine andere gletchfürmige Bewegung. 
Nach diefer Annahme wird dann die Geſchwindigkeit irgend einer gleich⸗ 
fürmigen Bewegung einfach durch das Verhältniß zwiſchen bem 
zurüdgelegten Wege und der Dazu angewendeten Zeit ge 
mefien, folglich durch dieſelbe Zahl ausgebrückt, weiche den in der Zeit- 
einheit zurückgelegten Weg tin Längeneinhetten angibt. Durch Uebertragung 
und. Abkürzung der Ausdrucksweiſe hat man fich aber allgemein baran 
gewöhnt, bie Geſchwindigkeit als ben bei gleihfürmiger Bewegung 
An der Zeiteinheit, 3. B. in einer Sekunde, zurückgelegten Weg zu 
. erflären, und demgemäß bie Längeneinheit felbft, 3. B. den Meter, als 
Einheit für die Gefchwinbigfeit anzugeben. Dagegen tft jedoch zu erin- 
nern, daß Geſchwindigkeit niht Weg tft, daß man eine Größe nur 
durch eine gleihartige meflen Tann, und daß bie Geſchwindigkeit 
nicht erft mit der Zeit entfteht, wie ber Weg, daB fie vielmehr in jebem 
untheilbaren Augenblie ber Bewegung vorhanden, und bet unferer 
gleichfürmigen Bewegung immer tn gleicher Stärke vorhanden Hi. — 
Sind übrigend die Begriffe einmal klar aufgefaßt, fo kann man fich 
immerhin der abgekürzten Ausdrudsweife bedienen, und da uns doch in 
ber Sprache bes Lebens ein Name für die Einheit ber Geſchwindigkeit 
fehlt, fo wollen wir uns bem eingeführten Gebrauche anfshließen, und 
ben Namen ber Längeneinheit: Meter, Fuß, u. f. f. auch für jene Einheit 
gebrauchen. Der abgefürzte Ausdrud: „Diefer materielle Punkt 
hat in biefem Augenblide 3 Meter Geſchwindigkeit“ heißt 
demnach in feiner Volftändigkeit; „Die Geſchwindigkeit ber Be- 
wegung dieſes Punktes ift in dieſem Augenblidediefelbe, 
wie bie eines fich gleihfürmig bewegenden Atoms, wel- 
hesinjeder Zeiteinheit 3 Meter zurüdlegt, oder dreimal 
fo groß als die eines Atoms, daß in jeder Zeiteinheit 
1 Meter durchläuft." 

Nach diefen Srörterungen können wir nun die Eigenfrhaften der 
gleichfürmigen Bewegung fo ausdrüden : 

1) Die Geſchwindigkeit ber Bewegung iſt unveränberlich; alſo Kat 
man, wenn diefelbe, wie Tünftig immer, in irgend einem Augenblide 
oder am Ende einer Zeit t mit v bezeichnet wird, bie Gleichung: 


34) | v=b; 


2) die Entfernung bed Bewegten von einem feften Punkte in der 
Richtung ſeiner Bewegung wächſt im einfachen Verhältniſſe der Zeit, der 
beſchriebene Weg tft proportional der Zeit und wird berechnet als Product 
aus ber Zeit in bie Geſchwindigkeit; denn aus der Gleichung (33) folgt 
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x—a=bim=vi . 


Die beiden Gleichungen (33) und (34) drüden demnach zufammen alle 
Gigenfchaften der gleichfürmigen Bewegung aus, und werden bephalb 
auch Gleichungen ber gleihförmigen Bewegung genannt. 


$. 38. 


Nach ber gleichformigen tft offenbar diejenige gerablinige Bewegung 
die einfachfte, bei welcher die Gefchwindigfeit in gleichen Zeitabfchnitten 
Immer um gleichpiel und zwar fletig zu⸗ ober abnimmt, alſo bie gerad- 
linige gleichförmig beichleunigte ober gleichförmig v e r⸗ 
zö gerte Bewegung, welche wir überhaupt gleichförmig veränderte 
nennen wollen. 

Bei diefer Bewegung wird bie Geſchwindigkeit, da ſie in gleichen 
Zeitabfchnitten immer um gleichviel zu= oder abnimmt, in bemfelben 
Berhältniffe fich Andern, machen. * abnehmen, wie die Zeit, oder 
mit andern Worten, es wird das Verhältniß zwiſchen der in einer ge— 
wiſſen Zeit erworbenen Geſchwindigkeit zu dieſer Zeit für die ganze 
Dauer der Bewegung unveränberlich fein. Bezeichnet man daher bie 
anfängliche Geſchwindigkeit, d. 1. bie Geſchwindigkeit des Bewegten 
in dem Augenblicke, wo man die Zeitabſchnitte zu zählen anfängt, mit b; 
die Geſchwindigkeit ‚nach t Beiteinheiten mit.v, und mit ⸗ eine unver⸗ 
aͤnderliche Größe, ſo hat man J 

Bar sovmbtet; 0 (3. 
und man fieht, daß hier der Ausdruck für bie Geſchwindigkeit dieſelbe 
Form hat, wie der für die Entfernung x bei der gleichförmigen Be— 
wegung. Das Verhältniß e zwiſchen der erworbenen Geſchwindigkeit 
und der dazu angewendeten Zeit drückt, in aͤhnlicher Weiſe wie dert, 
die in der Einheit der Zeit erworbene Geſchwindigkeit, oder die Be— 
Thleuntgung ber Bewegung aus. Wird dasfelbe negativ, fo tritt 
natürlich eine Verminderung ber Geſchwindigkeit ein; es bezeichnet dann 
den in ber Einheit der Zeit ftaftfindenden Verluſt an Geſchwindigkeit 
oder die Verzögerung der Dewegung, und es wird: 





der Ausbruck far die —E———— am Ende der Bel t, ober nach t 

Zeiteinheiten vom Anfang ber Zeit an gerechnet. 

Faͤngt die gleichförmig beſchleunigte Bewegung von der Rune aus | 

an, fo kann man den Augenblick‘, in welchem bie Bewegung beginnt, 
14 * 


—⸗ 


als Anfang der Zeit nehmen; man erhält dadurch — O für 1—0, 
alſo auch p0; der obige Ausdruck kommt auf 


v — 60t 


zurück und drückt nun zugleich die Geſchwindigkeit am Ende der Zeit 
tund die in der Zeit t erworbene Geſchwindigkeit der Bewegung aus. 
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Es bleibt demnach noch die Gleichung zu ermitteln, durch welche 
bie Lage des Bewegten, d. t. feine Entfernung x von einem feſten 
Punkte in der Richtung feiner Bewegung nach einer gegebenen Zeit ı 
berechnet werden Tann, welche alfo die Form: 


x—=f(t) 


haben wird, und in einem nothwendign Zufammenhange mit dem 
Ausdrucke für die Geſchwindigkeit ftehen muß. 

Unterfuchen wir alfo, tim welcher Beziehung die beiden Functionen 
zu einander ftehen, von welchen bie eine bie Entfernung bes Bewegten 
von einem feften Punkte, die andere feine Gefchwindigfeit am Ende 
einer beitebigen Zeit t ausdrüdt, und zwar für irgend eine gerab- 
linige Bewegung. Set CA, Figur 49, die Richtung diefer Bewegung, 
C der fefte Punkt, von dem aus bie Entfernung AC=—=x gemefien 
wird, welche ber Bewegte am Ende der Zeit t erlangt bat, alfo A fein 
Ort und v feine Geſchwindigkeit in dieſem Augenblide, beide Größen 
vund x als Functionen von t gedacht. 

Lafien wir nun die Zeit t ſich um einen Heinen Abfchnitt 41 
ändern, jo wird ſich auch die Geſchwindigkeit v um ben Kleinen und alle 
gemein pofttiven Zuwachs 4v ändern, und bie Entfernung x um den 
Eleinen Weg AB—= Ax, welchen der Bewegte in ber Zeit 11 zurüd- 
legt, zunehmen. Es ift dann einleuchtenb, daß diefer Weg 1x, wel- 
chen ber Bewegte mit zunehmender Geſchwindigkeit zurüdlegt, größer 
fetn muß, als der Weg x, ben derfelbe mit ber unveränderten Ge— 
ſchwindigkeit v in der nämlichen Zeit It zurüdgelegt haben würde, und 
fleiner, als der Weg "x, ben ein materieller Punkt in ebenderfelben 
Zeit It mit einer unveränderlichen Geſchwindigkeit + 4 v befchreiben 
wird, wie fie der Bewegte erft am Ende Diefer Zeit oder tm Punkte B 
erlangt. Wir haben aber für bie gleichfürmige Bewegung, bern Ge- 
ſchwindigkeit v tft und bei welcher in der Zeit It der Weg!’ x zurüd- 
gelegt wird, das Verhältniß: 


und für diejenige, bei welcher in berfelben Zeit At der Weg "x mit 
der conflanten Geſchwindigkeit v + I v befhrieben wird, das Verhältniß: 
art, 
und daraus folgt nach dem Vorhergehenden weil 
Ax> Id <Nx 
fein muß, die Beziehung: 


> und var; 


d. b. das Verhältniß des wirklich beichriebenen Weges ; zu ber angelven- 
beten Zeit legt zwifchen v und v-+- 1v, und wenn man daher mit « 
eine Zahl bezeichnet, Die zwiſchen O und 1 liegt, ſo hat man offenbar: 


3 — v-Av. 
Gehen wir nun wieder in den Punkt A zurück, ſo wird jede der kleinen 


Größen At, Av, Ax für ſich allein, und demnach auch das Product 
& Av Rullz das Verhältniß Er dagegen erhält feinen Anfangswerth: 


*. welcher das Aenderungsgeſetz der Function x in Bezug auf bie un- 


abhängige Beränderliche ausdrückt, d. h. welcher angibt, in welchem 
Verhältniſſe ſich die Entfernung x mit der Zeit tin dem 
Punkte A zu ändern im Begriffe ſteht, und die vorſtehende 
Gleichung gibt einfach: 

dx 

n=’ (36. 


Bet jeder gerablinigen Bewegung iſt alfo das Maaß der 
Gefhwindigkeit als Zunction der Zeit zugleich bas 
Aenderungsgeſetz der Entfernung des Bewegten von 
einem feſten Punkte in der Richtung feiner Bewegung in 
Bezug auf die Zeit, fo baß wenn 


x=fft) 
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biefe Entfernung für irgend eine ſolche Bewegung in Function Der Zeit t 
ausdrückt, die Geſchwindigkeit v durch bie erfte Abgeleitete F Ct) in 
Bezug auf t vorgeftellt, alſo | 
' v= “= —f{t) j 
wird, und baß wenn umgekehrt v in Function von ı gegeben tft, bie 
wirkliche Aenderung von x durch das allgemeine Integral: 

x | t 
37.) Ax=x—ı= |fdi.f(t) 
0 


nu 


gefunden werben Tann, worin a ben Werth von x für = 0 vorftellt. 

Führen wir 3. B. ben oben bet ber gleichfürmig beichleunigten Be- 
wegung für v erhaltenen Ausdrud (35) in bieſe Gleichungen (36) und 
(37) ein, ſo finden wir 


d —bei, m —R 


alſo durch Auefahrung der angezeigten — * 
x—a=bt4 Ton 

ober: 

38.) x=atbi+ non 


als den gefuchten Ausdruck für die Entfernung x in Function. der Zeit t t. 

Läßt man dann wieder den Anfang der Zeit mit dem Augenblicke 
zuſammentreffen, in welchem die gleichförmig veränderte Bewegung be⸗ 
ginnt, und den Anfang der Entfernung mit dem Punkte, wo ſie beginnt, 
fo hat man x—=0, wenn t=0, alſo a=0, und demnach 


bt gen . 
oder mit dem Werthe von v 
= 0tvV. 


Der zurückgelegte Weg tft demnach derſelbe, als wenn fich der materielle 
Punft während bes betreffenden Zeitraumes gleichfürmig mit ber mitt- 
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teren Geſchwindigkeit, b. 1 mit der Geſchwindigkeit bewegt hätte, 
welche ex in der Mitte biefes Zeitraumes hatte; benn man fieht, baf 


wenn > t für t in den Werth von v eingeführt wird, die entſprechende 


Geſchwindigkeit v’ den Werth: 
1 
v=+ze=zltn). 
erhält, woraus denn auch, wie ausgelprochen wurde, 
x—vt 
hervorgeht. 
Beginnt die gleichförmig befchleunigte Bewegung von ber Ruhe 
aus, fo iſt b=0O und dann find 
v=ct „, zen (39. 
die einfachen Gleichungen der gleichförmig befchleunigten Bewegung. 
Man fließt daraus, daß ber von ber Ruhe aus zurüdgelegte Weg 
bem Quadrat ber Zeit proportional ift, und umgekehrt fieht man leicht, 


daß wenn bies ber Fall tft, die Bewegung immer eine gletchfürmig 
beichleunigte fein wird; denn die Gleichung: 


x—mit? 
worin ın irgend eine unveränderlihe Zahl ift, führt nach (36) auf 
v=?2mt, 


und dieſe ift die bezeichnenbe Gleichung ber gleichfürmigen Befchleunigung. 


g. 40, 


Nach dem in $. 36 ausgefprochenen Sabe wird zu jeder Berände- 
rung einer Bewegung eine Kraft erfordert, und wie daher eine gleich- 
förmige oder unveränderte Bewegung nur dann möglich wird, wenn 
feine Kraft an dem Bewegten wirkſam tft, fo wird eine gleichfürmig 
veränderte Bewegung eines materiellen Punktes nur dann möglich 
fein, wenn fortwährend eine Urfache für bdiefe Veränderung vorhanden 
ift, und zwar eine Urfache, welche in jebem Augenblide und in jeder 
Lage des Bewegten biefelbe bleibt, d. b. wenn die Kraft, welche an 
bem Bewegten thätig iſt, eine ununterbrochen, ftetig wirkende 
und ihrer Intenfität und Richtung nach unveraänderliche 
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iſt. Denn die Wirkung einer bewegenden Kraft kann, wie ſchon in 
der Einleitung ($. 7) erörtert wurde, nicht abhängig fein von dem oͤrt⸗ 
lichen Zuftande (Ruhe oder Bewegung) des materiellen Punktes, an 
dem fie angreift, fie muß biefelbe bleiben, ob dieſer eine große oder 
gar feine, eine in gleichem oder in entgegengefehten Sinne gerichtete 
Geſchwindigkeit befikt. Es folgt Died nicht nur aus allen unfern Er- 
fahrungen; es läßt fih auch aus ber Natur der Sache einleuchtend 
machen. Denken wir und nämlich eine unveränbderliche Kraft von 
beliebig großer Intenſitaͤt, d. h. eine Kraft, welche einen materiellen 
Punft in jeder beliebigen Lage desfelben auf diefelbe Weiſe von ber 
Ruhe aus in Bewegung feßen will, ober die immer benfelben Drud 
auf eine feite Fläche, welche den materiellen Punkt in feiner Bewegung 
hindert, hervorbringt, und nehmen wir an, bie Wirkung biefer Kraft 
nehme ab, wenn und blos aus Dem Grunde, weil die Seichwindig- 
feit des Bewegten wächſt, fo würde biefelbe nach einer ſehr großen Zeit 
nur noch eine an Null gränzende Wirkung Außern fünnen, und bie 
Bewegung müßte ungeachtet der Thätigkeit einer beliebig großen Kraft 
d. h. einer beltebig großen Urfache für die Aenderung der Bewegung 
in eine unveräanderliche übergehen, als wenn Teine folche Urfache 
vorhanden wäre. Noch weniger kann man annehmen, daß die Wirkung 
einer folhen Kraft mit der Gefchwindigkelt wachſe; denn dies märe 
gleichbedeutend mit der Annahme, daß fich Die Bewegung oder bie 
Geſchwindigkeit aus ſich felbft erzeuge, was offenbar abfurd iſt. 

Bine unveränberliche Kraft wird* alfo unter allen Umftänden bie 
felbe Wirkung hervorbringen, und umgefehrt muß eine gleichbleibende 
Wirkung immer einer unveränderlichen Kraft zugefihrieben werden; es 
kann alfo nur eine folhe unveränderliche Kraft eine Bewegung er- 
zeugen, welche fich in jedem Augenblicke auf diefelbe Weiſe ändert‘ oder 
zu ändern im Begriffe tft, ſei es der Richtung oder der Geſchwindigkeit 
nad), da fich während der Bewegung die Wirkung einer Kraft nur 
durch die Veränderung der Bewegung Außern Tann. 

In unferm Falle, bei ber geradlintgen gleichfürmig befchleunigten 
oder gletchfürmig veränderten Bewegung, bleibt nun die Richtung un— 
verändert; bie Veränderung der Bewegung befteht demnach einzig und allein 
in der Aenderung der Geſchwindigkeitz es muß deßhalb auch dieſe 
Zu= oder Abnahme an Geſchwindigkeit, die pofifine oder negative 
Befchleuintgung (Indem wir die Verzögerung als eine in ent- 
gegengeſetztem Sinne gerichtete Befchleunigung anfehen). den Manpftab 
zur Beurtheilung ber an dem Bewegten thätigen Kraft abgeben, und 
umgekehrt werden wir, wenn bie Kraft bekannt ift, nach ihr auf bie 
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in jeder Zeiteinheit neuerzeugte Geſchwindigkeit d. i. auf die Befchleuni- 
gung ber Bewegung ſchließen Tonnen. 

Es iſt nämlich dabei vor allen Dingen wohl zu beachten, baß feine 
Kraft, fie mag noch fo groß fein, einem’ materiellen Punkte in einem 
untheilbaren Augenblidte eine Geſchwindigkeit von beftimmter Größe er⸗ 
theilen Tann, da ed unmöglich ift, daß diefer Punkt aus einem Zuflunde, 
wo feine Geſchwindigkeit Rull iſt, plößlich in einen andern übergehe, 
worin er eine Geſchwindigkeit von beſtimmter Größe befikt, ohne bie 
bazwifchenltegenden Zuftände mit ſtetigwachſender Geſchwindigkeit durch⸗ 
laufen zu haben, ebenfo unmöglich, als er von einem Orte zu einem 
andern kommen Tann, ohne alle dazwifchenltegenden Orte ftetig zu durch⸗ 
wandern. Es tft alfo für jebe Kraft eine, wenn auch in vielen Fällen 
fehr Turze Seit erfoxderlih, um einem materiellen Punkte ober einem 
Rörper eine beſtimmte Gefchwindigfeit zu ertheilen, und man Tünnte 
die Sntenfität einer ‚Kraft ebenfowohl nach der Zeitdauer beurtheilen, 
welche fie bei demjelben materiellen Punkte zur Erzeugung einer gewiſſen 
Geſchwindigkeit (der Einheit ber Geſchwindigkeit) nöthig hat, als um= 
gelehrt, wie oben ausgeiprochen wurde und wie e8 immer thun werben, 
nach der Gefchtwindigkeit, welche fie in der Einheit der Zeit erzeugt. 
Wir würden im erften Falle offenbar diejenige von zwei Kräften für bie 
größere annehmen muͤſſen, welche biefelbe Geſchwindigkeit in Türzerer 
Zeit ertheilt, und es dürfte darnach ſchon in ber Ratur der Sache 
liegen, Daß zweit conflante Kräfte fich geradezu verhalten 
werben, wie bie demſelben Atom in gleichen Zeiten et- 
theilten Geſchwindigkeiten oder umgekehrt wie die Zeiten, 
in denen fie demſelben gleihe Geſchwindigkeiten erthei- 
len, und überhaupt wie die Quotienten aus ben ertheilten 
Geſchwindigkeiten Durch die Dazu verwendeten Zeiten. 

Diele Folgerung kann indeſſen durch folgende Betrachtung ftrenge nach⸗ 
gewieſen werben. Zuerft werben wir bie in der Einleitung ($. 8) gegebene 
Erklärung von zwei gleichen Kräften nun beitimmter jo ausfprechen: 

Zwei Kräfte find glei, wenn fie demſelben mate 
rtellen Buntte bei geradliniger Bewegung in berfelben 
Beit dieſelbe pofttive oder negatine Geſchwindigkeit er- 
theilen oder ertheilen wollen, und zwar ohne Rüdficht 
auf den örtlichen Zuftand, in weldhem fich Derfelbe befin- 
den mag, 

und man wird fich leicht überzeugen, daß dieſe Erklärung die 
andere, wonach zwei gleiche Kräfte ſolche find, welche, tn 
gerade entgegengeſetzter Richtung auf denſelben mate— 
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tiellen Punkt wirtend, deſſen Zuftanb nit ändern, als 
befondere in fich fchließt, da die von zwei gleichen aber entgegengeſetzten 
Kräften erzeugten Beichleunigungen ebenfalls gleich und entgegengeſetzt 
find, und fich nothwendig gegenfeitig vernichten müflen, der Zuſtand 
bes materiellen Punktes demnach durch fie nicht geändert werben kann. 


Es bleibt dann nur zu zeigen übrig, baf wenn zwei gleiche Kräfte _ 


zuſammen in demfelben Sinne an bemfelben materiellen Punkte thätig 
find, jede von ihnen demfelben bie gleiche Geſchwindigkeit in ber Zeit⸗ 
einheit ertheilt,, und daß er ſonach durch ihre Geſammtwirkung in dieſer 
Zeit bie Doppelte Geſchwindigkeit erhält, daß alfo bie. Wirkungen der 
Kräfte nicht nur von bem örtlichen Zuftande bed Bewegten, fondern 
auch unter fich felbft unabhängig find, daß jede Kraft für ſich 
dbiefelbe Wirkung hervorbringt, als wenn fonft feine 
anbere vorhanden wäre. — Denken wir und dazu zuerſt zwei 
gleiche und geradezu entgegengefehte Kräfte P und P’ an demſelben 
Punkte thätig, fo werden fich Diefe dns Gleichgewicht halten, alſo dem 
Punkte feine Bewegung, oder Feine Geſchwindigkeit extheilen. Bringt 
man dann eine dritte gleiche Kraft P’ im berielben Richtung und im 
Sinne der Kraft P an, fo wird der materielle Punkt in Bewegung 
kommen, oder fich überhaupt ſo beivegen, als wenn nur eine ber Kräfte 
P und P” an ihm thättg wäre, und es tft offenbar unentſchieden, ob 
es die Kraft P oder bie Kraft P’ tft, welche Die Bewegung hervorruft 
und beichleunigt; ja wir Tonnen mit demfelben Rechte behaupten, daß 
bie Kraft P’ der Hälfte von P unb ber Hälfte von P” das Gleichgewicht 
hält, daß alfo auch von jeder dieſer letztern Kräfte noch eine Hälfte für 
bie Bewegung wirkfam tft, und werben dann im Rechte fein, daraus 
zu ſchließen, daß jede biefer halben Kräfte bie Hälfte von ber erzeugten 
Geſchwindigkeit hervorbringt, da kein Grund denkbar tft, warum bie 
halbe Kraft P mehr oder weniger Geſchwindigkeit erzeugen follte als die: 
halbe Kraft P’. Es werden alfo im Allgemeinen immer zwei gleiche 
Kräfte zufammen demfelben materiellen Punkte eine doppelt fo große 
Geſchwindigkeit ertheilen, als eine von beiden, und man wirb den vor- 
bergehenden Fall einfach dahin erklären Tonnen, daß von ben beiden 
Kräften P und P” oder von ber doppelten Kraft 2 P in der Zeiteinheit 
bie doppelte Gefchwindigfeit in dem einen, und von der Kraft P’ bie 
einfache im entgegengejehten Sinne erzeugt wird oder erzeugt werden 
will, und daß deßhalb im erſten Sinne die einfache Geſchwindigkeit als 
Wirkung aller drei Kräfte erfcheint. Nach dieſem tft dann leicht zu 
ſchließen, daß eine dreifache Kraft demſelben Atom die dreifache, die 
n fache Kraft die nfadhe Geſchwindigkeit ertheilen, daß folglich Die 
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bemfelben Bewegten in berfelben Zeit ertheilte Geſchwin— 
bigfeit der Kraft, und umgekehrt die Kraft dieſer Ge 
ſchwindigkeit proportional fein. muß, und daß fich deßhalb 
alle Sefete für bie Zufammenfebung und Zerlegung ber 
Kräfte auch auf die Sefhmwindigkeiten anwenden laſſen 
werden, welche fie demſelben materiellen Buntte in ber 
Zetteinheit erthetlen wollen. Wir werben im folgenden Kapitel 
auf dieſe Betrachtung ausführlicher zurückkommen. 

Durch dieſe Schlüffe und Folgerungen find wir nun in den Stand 
geſetzt, bie Intenfität einer conftanten Kraft nach der in einer gewiſſen 
Zeit erzeugten Geſchwindigkeit zu beurtheilen, oder mehrere ſolche Kräfte 
ihrer Intenfität nach zu vergleichen, wenn fie nach und nach auf den⸗ 
felben materiellen Punkt oder auf folhe Punkte von gleicher Maffe 
wirken. 

Denn vergleichen wir bie gleichfürmig beichleunigten Bewegungen, 
welche zwei conflante Kräfte P und P’ demfelben materiellen Punkte er- 
theilen, fo erhalten wir für die eine die Geſetze: 


v — 6ct 
1 ; 
x=yeM 


für die zweite bie Gleichungen: 
v cect 


(2 


1. 
x — cc 9 
2 





fie unterfcheiben ſich alſo bloß durch die Größe der Beichleunigungen c 
und ce’, d. i. burch die in berfelben Zeiteinheit ertheilten Geſchwindig⸗ 
feiten, und die Kräfte P und P’ müflen nach dem Vorhergehenden dieſen 
Größen proportional fein. Man hat dadurch: 

P:P=c:e 
und 
(40. 


als die Ausdrücke, welche dazu dienen, bie eine dieſer Kraͤfte durch bie 
andere zu meſſen. 

Will man dagegen zu dieſer Vergleichung die Zeit anwenden, welche 
jebe dieſer Kräfte zur Erzeugung derſelben Geſchwindigkeit, ber Cinheit 
der Geſchwindigkeit, nöthig hat, ſo geben die obigen Gleichungen: 


und bie vorhergehende Proportion wird: 
P:P—= 4 : 
t 


‘ , 


Endlih hat man allgemein aus ben obigen Gleichungen 


ri — ’ — 
t ° e r 
und damit die Proportion 


vV v 
41.) P:P=-—-:7 0: 


4 


womit denn die oben ausgeſprochenen Säpe über. die gegenjeitigen Ber- 
hältniffe zweier Kräfte bewieſen find. 


$. 41. 


In den meiften Fällen handelt es fich aber barum, die Kräfte nach 
den Wirkungen zu beurtheilen, welche fie auf materielle Punkte von 
ungleichen Maſſen hervorbringen; fuchen wir alfo, auf welche Weiſe 
Dies geichehen Tann und muß. 

In der Einleitung wurde bereits ($. 8) die Erflärung von zwei 
gleihen Maffen gegeben; unferen jebt  feftgeftellten Begriffen gemäß 
werden wir jene Erklärung nun fo faflen: 

Zwei materielle Punkte haben gleihe Maffen, wenn 
ihnen Durch dieſelbe Kraft ober durch gleiche Kräfte in 
derſelben Zeit Diefelbe Geſchwindigkeit ertheilt wird. 

Wirken dann zwei gleiche Kräfte P in parallelen Richtungen auf 
zwei materielle Punkte von gleicher Maſſe, bie mit m bezeichnet ſei, fo 
werden fich dieſe immer auf gleiche Weiſe, mit gleicher Beichleunigung 
neben einander fortbeivegen, und ed wird befhalb in ihrer Bewegung 
nichts geändert werben, wenn man fie von Anfang an in unmittelbare - 
Berührung bringt, in welchen alle fie dann einen einzigen materiellen 
Punkt vorftellen werben, deſſen Mafle 2m und an welchen bie Kraft 
2P thätig if. Wir fchließen daraus, Daß bie Doppelte Kraft ber 
boppelten Maffe, und. überhaupt die nfahe Kraft der 
nfahen Maſſe in derſelben Zeit dieſelbe Geſchwindigkeit 
ertheilt, wie die einfache Kraft der einfachen Maſſe. 
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- Haben wir nun zwei ungleiche Kräfte P und P’, von denen bie 
erſte der Maffe m bie Geſchwindigkeit c, die andere bie Geſchwindigkeit 
e, in. der Einheit ber Zeit ertheilt, für welche alfo bie Preoportion: 


P:P=c:c, 


fattfindet, fo wird die Kraft nP’ ober P, der Maſſe nm ober m, eben- 
falls die Geſchwindigkeit c, mittheilen, und deßhalb auch die Proportion 

P:P,=m:m | 
eintreten. Die erfle Proportion gibt aber 


P=P 2 
© 
die zweite ebenfo 
P—=P”, 
m 


und die Gleichſetzung diefer Werthe führt auf die Gleichung : 


oder auf die Proportion: | 
P:P,=me:mec _ (42. 

aus weicher man ſchließt, daß ftch Die Sntenfitäten zweier Kräfte 
wie Die Producte ausbenbewegten Maffen in.die in jeder 
Zeiteinheit erthetlten Geſchwindigkeiten verhalten. 

Wird o 6 fo folgt: 

P:P,=m:m; 

d. b. zwei Kräfte, welche zwei materiellen Punkten von 
ungleihen Maſſen diefelbe Beſchleunigung ertheilen, ver- 
halten ft wie biefe Mafien | 

. Sir m, =m erhalten wir die frühere Proportion : : 


P:P,=c:c, 


wieder, und es ift nun leicht zu ſehen, daß das allgemeinfte Verhaͤltniß 
fein wird: | 


pP: =— =, (8. 


Daß alſo die Intenſitäten zweier Kräfte im geraden Ver— 
hältniffe der bewegten Maffen und ber ertheilten Ge— 
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ſchwindigkeiten und im umgekehrten der dazu verwendeten 
Zeiten ftehen. 

Um demnach die Kräfte ober vielmehr ihre Sntenfitäten in Zahlen 
ausbrücen zu können, werden wir irgend eine Kraft als Einheit an= 
nehmen, und dies wird am einfachften Diejenige fein, welche der 
Einheit der Maffe in der Einheit der Zeit die Einheit der 
Geſchwindigkeit ertheilt. a dieſes bie Kraft P,, fo hat man 
zugleich 


P=1, m =1,v=1, t=1 
und demnach einfach 


44.) P—=_—-, 


oder wenn man 1 durch c erfeßt: 
45.) P=me. 


Nah der fo beftimmten Einheit für die Kraft wird dann irgend 
eine conftante Kraft durch bag Product aus der bewegten 
Maſſe in die in der Einheit der Zeit erzeugte Geſchwin— 
digkeit gemeffen, oder durch das Probnet aus her bewegr 
ten Maſſe indie Beſchleunigung der Dewegung. _ 

Das Probnet mv aus ber. Waffe bed Bewegten in die Geſchwin⸗ 
digkeit, welche er in einem beftimmten Augenblicke beſitzt, wird auch 
Bewegungsgröße des Bewegten in dieſem Augenblicke genannt; bad 
Product me wird alfo bie in der Zeiteinheit erzeugte Be 
wegungsgröße vorftellen‘, und man farm demnach auch- fagen, Die 
bewegende Kraft wird burd bie in der Ginheit der Breit 
erzeugte Dewegungsgröße gemeffen. 

In manchen Käflen kann indeffen- auch die angenbli&liche Bewe- 
gungsgröße am Ende einer Zeit t als das Maaß einer Kraft betrachtet 
werben, welche biefe Bewegungsgröße dem Bewegten von der Nuhe aus 
in ber Einheit der Zeit zu ertheilen vernag, und man kaͤnn demgemaͤß 
annehmen, daß die Bewegungsgröße mv. welche der Bewegte in einem 
gewiſſen Augenblicke beſitzt, und deren Gatftehung nicht genau bekannt 
it, die Wirkung einer Kraft P— mv fet, welche während ber vorher- 
gehenden Zeiteinheit in bem Bewegten thätig war, und ihn von ber 
Ruhe aus in Bewegung geſetzt hat. 








— 
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Aus dem Vorhergehenden könnte auf den erſten Anblick der Schluß 
gezogen werden, als muͤſſe man auf dieſe Art zwei verſchiedene Einheiten 
für die Kraft erhalten, da mir in der Einleitung und in den beiden 
vorhergehenden Abſchnitten bereits bie Gewichtseinhett als Einheit 
für das Maaß ber Kräfte angenommen haben. Bei näherer Erwägung 
ergibt fich aber, daß unferer neuen Krafteinheit die Einheit ber 
Maſſe zu Grunde liegt, und daß über diefe bisher noch Feine Annahme 
getroffen wurde. Weber biefe werben wir bephalb, ba im gewöhnlichen 
Leben ohnehin Keine folche Einheit im Gebrauch iſt, im folcher Weiſe 
beftimmen , daß die neue Krafteinhett mit unferer Gewichtseinheit über- 
einfommt; wir werben alſo diejenige Maffe als Einheit für 
die Maffe annehmen, welcher von ber Gewichtseinheit als 
Einheit der Kraft in der Einheit der Zett die Einheit der 
Geſchwindigkeit mitgetheilt wirb. 

Behalten wir demnach das Kllogramm als Einheit für die Kraft 
und die Sekunde und den Mieter als Einheiten für die Seit und bie 
Geſchwindigkeit bei, fo müſſen wir als Einheit für die Maffe diejenige 
Maſſe wählen, welche durch eine conftante Kraft von 1 Kilo- 
gramm in jeder Sekunde 1 Meter Gefhmwindigfeit erhäft. 

Eine folche Einheit kann offenbar nur durch die Erfahrung feft- 
gefegt werben, in Folge der Beobachtung einer wirklich erzeugten gleich⸗ 
fürmig befchleuntgten Bewegung, bet welcher wir die Kräfte unmittelbar 
durch Gewichte (Kilogramme) gemeffen, und die in verfchtedenen Maſſen 
erzeugten Beſchleunigungen beobachtet haben. 

Dieſes Mittel bietet uns denn wirklich der freie Fall der Körper 
gegen die Erde bar, aber in ſolcher Weiſe betrachtet, „wie ‚biefe Be— 
wegung ſein würde, wenn keine Luft vorhanden wäre, , alſo der freie 
Fall im leeren Raume. 
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Die Erfahrung zeigt nämlich, daß alle Körper ohne Ausnahme ein 
Beftreben befiben, fidh in. einer zur Oberfläche eines ruhigen Waſſers 
ſenkrechten Richtung der Erbe zu nähern, wenn fie nicht burch feſte 
Dinderniffe davon abgehalten werben. In dieſem Falle äußern fie dann 
jenes Beftreben durch einen fortwährenden Druck gegen das feite Hin⸗ 
derniß, welcher ald Meng für die Kraft dienen kann, bie ihn in Be⸗ 
wegung ſetzen will, und bie wir fein Gewicht nennen. Jenes Beftreben 
ſelbſt wird als Eigenfchaft der Körper gewöhnlich mit dem Namen 
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Schwere bezeichnet, ald Urfache des Schwer=fein’d. Oft verfiehen 
wir aber unter dem Worte: Schwere felbft wieder die Urſache jener 
Eigenfchaft ber Körper auf der Erde, und denken ung biefelbe als eine 
der Erde innewohnende anziehende Kraft, welche ihre Wirkung auf alle 
Stoffe ohne Unterfchteb erſtreckt, und fowohl auf bie Innern wie auf die 
äußern, fowohl auf die Heinften wie auf die größten Theile der Körper 
einwirkt. — 

In der. That fehen wir einerfeits mitteld der Wage, daß bie 
geringfte Vermehrung oder Verminderung ber Maffe eines Körpers eine 
entfprechende Vermehrung oder Verminderung feines Gewichtes zur Folge 
hat, gleichviel ob Diefe Verminderung oder Vermehrung im Innern oder 
auf der Oberfläche des Körpers ftattfindet. Auf der andern Seite zeigen 
die Verſuche, daß alle Körper, gleichviel aus welchem Stoffe fie beftehen, 
und welchen Rauminhalt fie haben, um fo mehr gleich ſchnell fallen, je 
mehr der Luftwiderſtand befeitigt wird, und wir fchließen daraus, daß 
fie im leeren Raume alle mit volfommen gleicher Geſchwindigkeit fallen 
würden, daß alfo jene anziehende Kraft ber Erde durchaus keinen Un— 
terfchted unter den verfchiedenen Stoffen macht. 

Endlich lehren und die Verſuche mit der Atwoo beſchen Fall⸗ 
maſchine oder auf der Gallilei'ſchen ſchiefen Ebene, daß bie Ge— 
ſchwindigkeiten, welche bie Körper durch den Fall erlangen, den Zeiten 
proportional find, während fich Die von der Ruhe aus durchlaufenen 
Wege wie die Quadrate der entfprechenden Zeiten verhalten, daß aljo 
bie Bewegung ded Falles, wenigſtens innerhalb der den Verfuchen zu= 
fommenden Ausdehnung eine gleichförmig beichleunigte ift. 

Aus dieſen Ergebniffen ber Erfahrung fchließen wir denn in Folge 
der vorhergehenden Crörterungen, daß bie Schwere innerhalb ber 
Grenzen jener Verfuche eine unveränderliche Stärke oder Intenfität befttt, 
daß alfo auch die Gewichte der Körper in biefen Grenzen conftante 
Kräfte, und daß dieſe Kräfte wegen ber gleichen Befchleuni- 
gung für alle Körper den Maffen der bewegten Körper 
proportional find. Umgekehrt find fonach auch die Maffen ben 
Kräften d. 1. den Gewichten ber Körper proportional, aber diefe Wahr- 
heit, von welcher wir jo überzeugt find, daß wir im gewöhnlichen Leben 
Maſſe und Gewicht für gleichbedeutend nehmen, folgt nothwendig erft 
aus der vorerwähnten gleichen Beſchleunigung. DBezeichnen wir. nun 
diefe Beichleimigung des freien Falles im Iuftleeren Raume mit g, bie 
Maſſe eines materiellen Punktes oder eines Körpers mit M, fein Ges 
wicht mit P, fo hat-man, nach dem oben (8. 41) für die conjtanten 
Kräfte feftgeftellten Maaße, für alle Körper 


—— 


pP 
P=Mg N =. (46. 


Die Einheit der Maffe muß folglich diejenige fein, deren Gewicht der 
Größe g gleich tft, d. h. durch diefelbe Zahl ausgedrückt wird, mie biefe 
Beſchleunigung; denn die vorftehende Gleichung gibt nur U— 1, wenn 
. P=g wird. Es leuchtet aber auch fo ein, daß weil die Maffe eines 

Körpers, welcher ein Kilogramm Gewicht hat, von biefer Kraft bie 
Beichleufiigung g erhält, diefelbe Kraft, um die Geſchwindigkeit: Eins 
in der Zeiteinheit zu erzeugen, auf eine gfache Maſſe wirken müßte, 
oder auf die Maſſe eines Körpers, der g Kilogramm wirkt, daß folglich 
die Maſſe diefes Körpers die Einheit ber Maffe iſt *), 

Die Beichleunigung g, alſo auch bie Intenfität der Schwere und 
das Gewicht eines Körpers ändern ſich, wie wir fpäter ſehen werden, 
von einem Orte der Erdoberfläche zum andern mit ber geographifchen 
Breite biefer Orte; Die Körper find an ben Polen der Erde ſchwerer, 
als im Aequator. Diefe Veränderung iſt aber fehr klein im Verhaͤltniß 
zu dem mittleren Werthe, und man kann für die meiften Zwecke mit 
hinreichender Genauigkeit 


als mittleren Werth für bie in einer Sekunde erzeugte Beichleunigung 
bes freien Falles annehmen. Damit finden wir denn ald Maflen-Einheit 
bie Maffe eines Körpers, welcher 9,8 Kilogramm wiegt; 
oder die Maffe, welche in 9,3 Kubil= Dezimeter beftillir 
ten Waffers bei 49 C enthalten ifl. Ein Körper aus irgend 
einem Stoffe enthält demnach, wenn er 1 Kilogramm wiegt, bie Maſſe 


a ober 0,102, umb überhaupt werben nach unfern zu Grunde ge- 
’ 





*) Binige deutſche Schriftleller nehmen biejenige Naſſe ald Cinheit an, melde 
in der Gewichtseinheit enthalten iR, alfo diejenige Mafle, welcher von ber 
Ginheit der Kraft die Beichleunigung g ertgeilt wird. Mit diefer Annahme 
wird in der Proportion (42) P=1, m=1, "=g, und man hat daher 


= y = 
d. 5. die Kraft wird dann dur den Duotienten ans ber in 
ber Binheit der Beit erzeugten Bewegungsgröße durch bie 
Beſchlennigung bes freien Falles gemeſſen. 
Decher, Handbuch ter Mechanik I ‚45 
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legten Maaßeinheiten, die Maſſen der Körper durch nahezu 
zehnmal kleinere Zahlen ausgedrückt, als ihre Gewichte. 
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Werfen wir hier, ehe wir weitergehen, einen Blick auf die ver- 
fhiedenen Maap = Einheiten, die bis jegt feitgeftellt worden find, zurüd, 
um ihre Beziehungen zu einander kennen zu lernen und daran einige 
Bemerkungen in Bezug auf die Homogeneität der analytlichen Ausdrücke 
zu knuͤpfen. Diefe Einheiten, die geometrifchen, welche in ber Mechanik 
ebenfalls ihre Anwendung finden, mitgerechnet, find folgende: 


1) dte Einheit ber Länge, der Entfernung, bed Weges, 
2) die Einheit des Flächenmanßes, 

3) die Einheit des Rauminhaltes, 

4) Die Einheit ber Kraft und bes Gewichtes, 

5) Die Einheit ber Beit, 

6) die Einheit der Geſchwindigkeit, 

7) die Einheit ber Maſſe. 


Bon diefen Einheiten find drei, bie ber Länge, der Kraft und 
ber Zeit durchaus unabhängig. und willkürlich und es Tann jede von 
ihnen geändert werben ohne Rückſicht auf die beiden andern; fie fünnen 
daher Haupt- Einheiten genannt werden. Die übrigen Einheiten 
dagegen find Neben-Einheiten, fie find von einer ober von mehreren 
ber Haupt= Einheiten abhängig, und werben nach diefen durch firenge 
Lehrſätze beftimmtz; fie Tonnen befhalb nicht mehr willkürlich geändert 
werben, fondern nur in Nebereinftimmung mit ben Baupt= Einheiten. 
So himgen die Einheiten ber Fläche und bes Raumes von dem an- 
genommenen Längenmaaße ab, und man kann 3. DB. nicht ben Qua— 
bratfuß als Ylächeneinheit nehmen, wenn man Die Längen nad) 
Meter mißtz d. h. man könnte nicht fagen, bas Product ab drücke 
die Oberfläche eines Rechtes in Duadratfußen aus, wenn a und b 
bie Seiten beffelben in Meter gemeflen angeben. 

Die Einheit für die Geſchwindigkeit Hänge’ von zwei Haupt-Ein— 
heiten ab, von der Einheit der Länge und von der Einheit der Zeit, 
und Andert ſich mit einer jeden berfelben. Laßt man 3. B. die Se- 
funde als Einheit der Zeit, nimmt aber den Fuß als Einheit für die 
Länge, fo hat man. diejenige Gefchwindigfeit zur Einheit zu nehmen, 
mit welcher ein materieller Punkt bei gleichfürmiger Bewegung in 1 Se— 
kunde 1 Fuß Weges zurüclegt, und welche etwa Imal Heiner ift, als 
unjere frühere Einheit. Aendert man dann auch noch bie Zeiteinheit 
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und nimmt 3. B. die Minute ald folche an, fo wird die Einheit der 
Geſchwindigkeit die Geſchwindigkeit eines Punktes fein, welcher erit in 
1 Minute 1 Fuß zurücklegt; dieſe Gefchwindigkeit iſt offenbar wieder 
6Omal Kleiner, ald bie vorhergehende, und demnach werben die Zahlen, 
welche eine beſtimmte Geſchwindigkeit meſſen, im erfteren Falle Imal, 
im leßteren 180mal fo groß, als nad) ımferer urfprünglichen Annahme, 
wo der Meter und bie Sekunde die Einheiten für bie Länge und ber 
Zeit find. 

Noch zufammengefekter find die Berhältniffe bet der Maſſen-Einheit, 
da dieſe von den drei Dnupt- Einheiten ber Ränge, ber Kraft und ber 
Zeit zugleich abhängt. Wird 3. B. die Sekunde als Einheit der Zeit 
beibehalten, aber der Fuß und das Pfund als Einheiten der Länge und 
der Kraft angenommen, fo wird die Einheit der Maſſe die Maſſe eines 
Körpers fein, welcher 30 A wiegt, ba in biefem Falle die Beichleunigung 
g ber Schwere den Wert: 30 Fuß erhält; die in einem 1 Pfund wie⸗ 


genden Körper enthaltene Maſſe ift num = ‚und die Zahlenwertbe für 


die Maflen find jest 3Omal Heiner, als bie Zahlenwerthe fir die Ge- 
wichte der Körper, Im Vergleich gegen unfere obige Einheit dagegen 


tft die jebige 15 mal fo groß, aljo die Zahlenwerthe in Bezug auf 
leßtere zwei Drittel von denen, welchen die sehe zu Grunde gelegt iſt; 
benn bie fe , welche nad) bier Einheit 5 RL wird in Bezug auf 


jene 85 oder wenn 1 Rilogramm gleich 2 nd genommen wird, u. ſ.f. 


Alle diefe Beziehungen müſſen alfo wohl berückfichtigt werben, wenn bie 
Rechnung richtige Ergebniſſe liefern ſoll. 

Ferner tft zu beachten, daß in Folge der obenerwähnten Abhängig- 
teit der Neben-Einheiten von den Daupt-Einheiten, die allgemeinen Aus= 
drücke nicht mehr in homogenen Formen erfcheinen, weil bie Einheiten 
ſelbſt nicht fichtbar ausgedrückt find, wie dies für den Ausdrud bes 
Flächeninhaltes in $. 46 ber Ginleltung bereits gezeigt worden if. 
Eine noch höhere Berüdfichtigung verdient indefien die dortige Bemerkung 
bei den analytifchen Ausdrücken in ber Mechanik, bei welchen es nicht 
felten ſehr gut tft, wenn man ſich von Ihrer Homogeneität überzeugt, 
was dann immer. durch Einführung der Einheiten gefchehen kann. Sp 
werben durch Einführung ber Größen A, =, 9, etc. für die Einheiten 
ber Lange, der Zeit, ber —2RGtt u. ſ. f. die oben erhaltenen 
durchaus mhomegenen Ausdrũücke: 15% 0 

5 








v=b, v=ect, = gg ,  ede 
gleichbedeutend mit ben homogenen: 
1_ 8 1,g 4 
*975 v=0—, 1878 Bade Has Far 5, etc 


Wie man ſich aber, um biefe Einführung ber Einheiten zu erfparen, 
in ber Geometrie mit Beachtung der Abhängigkeit. der Einheit des Flaͤchen⸗ 
manfes von ber bed Laͤngenmaaßes, daran gewöhnt Bat, ein Product ° 
aus zwei auf die Längen Einheit bezogenen Factoren ald homogen mit 
einem Zlächenmanße ober mit einer auf die Zlächeneinheit bezogenen 
Größe zu halten, und fich unter einem Product von drei ſolchen Fac⸗ 
toren einen Rauminhalt zu denken, fo wird man fih auch für bie 
übrigen. Größen, bie in der Mechanik vorkommen, ähnliche Borftellun- 
gen bilden, um darnach die Homogeneität ber Ausdrücke leicht beuntheilen 
zu Fünnen, und man findet bald, 

1) daß die Zeit t in allen biefen Ausdrüden als abfos 
Iute Zahl erſcheint, wie bie Zahlz, bie Kreisbogen oder Winkel, u. ſ. f., 
weil alle übrigen Einheiten, außer den geometrifchen von der Einheit 
ber Zeit abhängen, und deßhalb die Größe 8 immer nur für ben Quo- 


tienten — fteht; 


2) die Geſchwindigkeiten, Beichleunigungen, werden dann 
einfach homogen mit Laͤngen, d. h. mit Größen, welche auf bie Laͤngen⸗ 
Einheit bezogen find, und nicht felten bezeichnet biefelbe Größe bald eine 
Beichleunigung, bald einen zurüdgelegten Weg. So iſt in dem Aus- 
druck: v=ct bie Größe c homegen mit v und ftellt bie Beſchleunigung 


vor, währenb fie in der Gleichung: x— 5 en mit der Entfernung 


ober bem Wege x homogen erjcheint, und das Doppelte des Weges 
sorftellt, ber in der erften Zeiteinheit befchrieben wird. 
3 Die Maffe erſcheint, wie die Länge, meiſtens als unabhängige 
Groͤße, wenn fie nicht, wie wir ſogleich ſehen werden, durch das Vo⸗ 
Iumen und bie Dichte ausgedrückt wird; denn nach unfern vorhergehenden 
Ableitungen follte eigentlich die Maffe, nicht die Kraft bie dritte 
Haupt= Einheit fein. Demzufolge wird denn auch 

4) die Kraft fehr oft analgtifch durch ein Product aus Maſſe 
und Geſchwindigkeit und Befchleunigung vorgeftellt, uub es tft überhaupt 
ein Produrt aus zwei Zactoren, von denen ber eine auf bie Einheit der 


EEE 


Maſſe, der andere auf die Einheit der Länge bezogen ift, homogen mit 
einer auf bie Einheit der Kraft bezogenen Größe. 

Die vorhergehenden Bemerkungen wird man leicht auch auf bie 
fpäter noch einzuführenden Größen und ihre Einheiten ausbehnen konnen. 
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Die Maffe eines Körpers ſteht auch in einer nothwendigen Be⸗ 
ziehung "zu feinem Rauminhalt oder Volumen, wie in ber Einleitung 
($. 5) beveit8 erörtert worden ift, wo ſowohl die Entftehung des Be— 
griffes der Dichte erläutert, als auch dieſe felbit dahin erklärt worben 
iſt, daß darunter das Verhältniß der Maffe zu bem erfüllten 
Raum zu verftehen fe. Da.mwie uns nun einen materiellen Punkt 
nicht ohne einen, wenn noch fo Heinen, Rauminhalt denken Können, 
und ihm bald eine größere, bald eine kleinere Maſſe zufchreiben, ja 
felbft die. Maffe eines ganzen Körperd in ihm vereinigt annehmen, fo 
müſſen wir demfelben auch eine gewifle Dichte beilegen. Jedenfalls 
werben wir. aber einen materiellen Punkt als durchaus gleichartig be= 
trachten, und es kann befhalb bei ihm nur von einer einzigen unvers 
änberlihen Dichte die Rebe fen. 

Vergleichen wir demnach bie Dichten zweier materiellen Punkte, 
ober bie eines. ſolchen Punktes und eines in allen Theilen gleichartigen 
oder homogenen Körpers, jo erhalten wir nach jenen Erklaͤrungen 
die Proportion: 

RZ 

. _ V. V⸗ 2 ⸗ 
worin D,D’ die Dichten, M,M’ bie Maſſen, V und V’ bie körper⸗ 
lichen Räume jener materiellen Punkte oder eines Punktes und eines 
homogenen Körpers, ober auch zweier ſolcher Körper vorftellen. Nehmen 
wir alfo Die Dichte eines homogenen Körpers, welcher in 
der Einheit des Raumes die Einheit ber Maffe enthält, 
als Einheit für bie Dichte an, fo hat man für biefen zugleich 


D—-1, MW-1, V=1 
und es folgt daraus für die Dichte bed andern Körpers ober des mate- 
riellen Punktes der Ausdruck: | 


. M 
D=7y 


und umgekehrt für die Maſſe M der Werth: 
M=DV, ‘ (47. 
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Die Maſſe wird demnach auch durch bas Product aus ber 
Dichte in den Rauminhalt gemefien, und wenn bie Dichte für 
alte Theile eined Körpers diefelbe ift, fo fchliept man daraus, mas fich 
obmehin verfieht, daß für homogene Körper bie Maffe dem 
Bolumen proportional tft. 

Die Einheiten der Maffe und bes Volumens find bereits feftgeftelltz 

die Einheit der Dichte muß ſich alfo nach dieſen richten, und wird, wie 
biefe felbft von den drei Haupt= Einheiten abhängen. Nach unferer An- 
nahme nimmt die Maffen= Einheit Waſſer einen Raum von 9,8 Kubil- 
Dezimeter einz ftellt alfo der Kubif= Dezimeter die Raumeinheit vor, fo 
muß ein Stoff (ein materieller Punkt) 9,3mal fo bicht, als Waſſer 
fein, um die Dichte: 1 zu haben, was nahezu beim Wismuth der 
Fall iſt. 
Mir haben ferner geſehen, daß bie Gewichte den Waffen pro= 
yortional find, wir werden alfo nach dem Vorhergehenden den Schluß 
ziehen, baß bei homogenen Körpern auch bie Gewichte tm geraden Bere 
hältniffe zu ben Eürperlichen Räumen ſtehen; denn man findet 


48.) P—-gM—=gDV—pV, 


wenn man das unveränderliche Produ: ED, weiches das Gewicht 
von der Raumeinheit des betreffenden Stoffes ausdrückt, durch p eriekt. 

Gewöhnlich vergleicht man die Gewichte und Maſſen ber verfchiebenen 
Stoffe bei gleichen Xörperlichen Räumen miteinander, ober. vielmehr. man 
vergleicht in biefer Beziehung alle’ übrigen Stoffe mit einem einzigen. 
Bezeichnet man dazu für dieſen letztern mit P’ das dem Volumen V’ 
entſprechende Gewicht, mit p das ber Raumeinheit ober irgend einem 
andern beftimmten Bolnmen entſprechende, und mit D’ feine Dichte, 
während P, V, p, D biefelden Größen für irgend einen andern Stoff 
vorſtellen, fo hat man allgemein: 


P:Fz=pVY:pfV=DV: DV 
und demnach 


In dieſer Gleijung druct dann das Perhältniß — das Gewicht von 
der Raumeinheit bes Stoffes aus i mit weinen alle übrigen verglichen 
werben follen; das Verhalmuiß — — ober J - bagegen gibt an, wie fidh 
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das Gewicht eined beſtimmten Volumenso ober bie Dichte bes zu ver— 


gleichenden Stoffes. zu dem Gewichte besfelben Volumens oder zur. 


Dichte des ebengenannten Stoffes verhalten, und wird fpezififche 
Dichte oder fpezififches Gewicht bes a bergleichenben Stoffes 
genannt. Seit man alfo 


PB r 
p — P, ’ v =W 
po. a man ben Ausbruck: J 
P=p, WV (49, 


zur Berechnung des Gewichtes von dem Volumen V eines Stoffes, deſſen 
ſpezifiſches Gewicht p, iſt. Richtet man aber die Gewichts-Einheit ſo 
ein, daß für den Stoff, mit welchem alle übrigen verglichen werden 
ſollen, P— 1 wird, wenn Vſ1 iſt, fo wird auch Ww=1, und 


.P=p,V=pV, " (50. 


alte das ſpezifiſche Sic! p, mit dem Gewichte p ‘der Volumen 
Einheit in Gleichung (48) gleichbedeutend. -Unter Bier Vorausſetung 
drücken alſo die ſpezifiſchen Gewichte der Stoffe zugleich 
die abſoluten Gewichte von der Raumeinheit derſelben 
aus, und das abſolute Gewicht von irgend einem Volumen 
eines Stoffes wird durch das Product aus dem ſpezifiſchen 
Sewicht in dieſes Volumen gemeſſen. 

Der Stoff, mit welchem alle übrigen feſte und tropfbar-flüſſige 
hinſichtlich der Dichte verglichen werben, iſt reines oder deſtillirtes Waf- 
fer tm Zuftande der größten‘ Dichte oder bei 400; ferner findet die 
obige Vorausfekung, daß W—1 fet, fin biefen Stoff bei dem metri⸗ 
ſchen Manßſyſteme fintt, indem bier das Gewicht von 1 Kubif- Genti- 
meter oder Kubik-Dezimeter Wafler als Gewwichts- Einheit (Gramm 
oder Kilogramın) angenommen wird, Mean berechnet: deßhalb in dieſem 
Maaßfyſtem das Gewicht eines Körpers durch einfache Multiplication 
ſeines Volumens mit. ſeinem ‚fpezififchen Gewichte; denn dieſes gibt un- 
mittelbar an, wie viel ein Kubik-Centimeter dieſes Stoffes in Gramm 
oder ein Kubik⸗ Dezimeter in Kflogramm wiegt, und man erhält dem 
nad) das Gewicht eines Körpers in Gramm ausgedrüft, wenn das 
Volumen buch Kubik⸗Centimeter, in Kilogramm, mwenn biefes 
durch Kubik⸗Dezimeter gemeflen if 

Zu allen, übrigen Maaßſyſſemen muß noch das Gericht W von 
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ber Raumeinheit, 3. B. von 1 Kubik⸗ Fuß, Wafler befannt fein, und 
mit in Rechnung gezogen werben. 

Die Dichte der gasförmigen Stoffe wird gewöhnlich mit derjenigen 
der atmofphärtichen Luft bei gegenfeitiger gleicher Temperatur und Ela- 
ftzität verglichen, indem man für alle dieſe Stoffe bie relative Aus- 
behnung durch bie Wärme als gleich vorausſetzt. Wür dieſe Stoffe 
bleibt mithin auch beim metrifchen Maaßſyſteme der Ausbrud: 


P=p,WV 
für die Berechnung des Gewichtes aus dem Volumen. Hier bebeutet 


bann p, das Verhältniß der Dichte bes betreffenden Gafes oder Dampfes 
zu ber der Luft und W das Gewicht eined Kubik-Dezimeters trockner 


Luft bei 0°C und 0",76 Barometerhöhe. Die genaueften Berfuche geben 


1 
WwW= 769, 60 778 Kor = 0. "0012996 . 


Endlich iſt noch in Betreff der Zahlenwerthe für bie abf olute Dichte 
ber verſchiedenen Stoffe (die fpeziftfchen Dichten find mit ben fpeziftichen 
Gerichten eins und dasſelbe) zu bemerken, daß tm metriſchen Softeme, 
wo man 


P=pV-gDV 
bat, einfach 
). J— 


findet, fo daß hier die abſoluten Dichten nahezu 10mal Heiner find, 
als bie ſpezifiſchen Gewichte, wie oben die Dichte des Wismuth, beffen 
fpeaififches Bervicht 9,8 ift, gleich 1 angegeben wurde. In den übrigen 
Maaßſyſtemen dagegen wird bie abfolute Dichte burcht das Product aus 


der in der Raumeinheit Waſſer enthaltenen Maſſe: Z in das fpezt- 


fiiche Gewicht des betreffenden Stoffes ausgebrüdt. In einem Manf- 
ſyſteme 3. B., in den 1 Kubit-Zuß Wafler 60 Pfund wiegt, und 


830 Fuß if, hat man 2 die Zahlenwerthe der Dichten 
find alfo bier doppelt fo groß als die der ſpeziſiſchen Gewichte, 
$. 46. 


Nachdem im Borhergehenden bie Meffung ber conſtanten Kräfte 
feſtgeſtellt worden, fo koͤnnen wir nun unterfuchen, auf welche Weife 


— RB8 


bie veranderlichen Kräfte zu meſſen ſind, d. h. in welchen Beziehungen 
bei der geradlinigen Bewegung die augenblickliche Intenſitaͤt einer ſolchen 
Kraft zu der Geſchwindigkeit und Lage des Bewegten ſteht. 

Sei dazu wieder A, Fig. 49, die Lage bed Bewegten am Ende 
ber Zeit t, v feine Geſchwindigkeit, m feine Mafle, und P bie Inten⸗ 
fität der an ihm thätigen Kraft in biefem Augenblicke. Laſſen wir dann 
bie Zeit t wieder um ein Heined Zeittheilchen „91 wachſen, nach weichen 
ber Bewegte in B ankommt, fo mird feine Geſchwindigkeit um einen 
gewiffen Theil Av, und bie Kraft um AP zunehmen, unb demnach 
in B oder am Ende ber Zeit c+ At feine Geſchwindigkeit v+ Av, 
die Intenfität der Kraft P-+ AP geworden fein. 

Wäre die Kraft von A big B unverändert und gleich P geblichen, 
fo würde fi die Geſchwindigkeit v offenbar um eine kleinere Größe I v 
geändert haben, ba mit ber Kraft auch die Wirkung, alfo. hier die 
Aenderung ber Geſchwindigkeit wachen muß, und nad dem Maaße 
einer unveränberlichen Kraft hätte.man [$. 41, (44)] 


SV 
gt’ 
da I v die in ber Zeit Ar erzeugte Geſchwindigkeit if. Ebenfo wird 
man einfehen, daß wenn eine Kraft P+1P von A bis B oder während 
ber Zeit 41 ihätig wäre, eine größere Geſchwindigkeit 4” v als Av er⸗ 
zeugt werben müßte, für welche ſich Die Bi 

P+4P’=m un 
ergeben würde. Mau hat demnach einmal. . 


P=m-— 


und auf ber andern Seite 


IV £v 


Bezeichnet alfo 8 wieber eine Zahl zwiſchen 0 und 1, fo Hat man 
offenbar als wahren Werth von m * „welcher zwiſchen Fund 
P-+ IP liegt: 

2 v 


— 
Geht man num wieder in den Punkt A zurlick, wo AP Null wird, und 
das Verhältnig: 3 ſeinen Anfangswerth: a erhält, fo findet man 


| dv _ 


als Maaß ber Intenfität der Kraft P in dein Augenblicke, wo ber Be⸗ 


wegte durch den Punkt A geht, und man ſchließt daraus, daß dieſes 
Maaß dem Producte aus ber Maffe m des Bewegten in 
das HNenderungsgefet der Geſchwindigkeit in Bezug auf 

die Zeit gleich ift, oder mit andern Worten, daß das Maaß der 

Kraft dur das Aenderungsgeſetz der Bewegungs: 
größe in Bezug auf bie Zeit ausgedrückt wird, | 
Man hat aber auch 


dx 
dv dr __ dx 
de di dr 
und damit wird das Maaß der Kraft: 
. . d?’x F t 
23.) P=m dia 3 


das allgemeine Maaß der Kraft tft folglich auch dem 
zweiten Aenderungsgeſetz der Entfernung des Be— 
wegten von einem feſten Punkte in Bezug auf die Zeit 
proportional, ſo daß wenn 

x—=f(t) ,. v=f(ti) 
bie Werthe von x und v. in Function ber Zeit find, 

P=mf(t) | 

wird. Endlich erhält man durch die Verbindung bed Werthes (36) 
von v und des Werthes (52) von P die neue Gleichung: 


t, 
d.. 


und baraus folgt 


dv 1_ d.y? _d.mv? 
54.) P=m _ =7277 ,‚ 2P= . 
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Das Product mv? aus ber Maffe des Vewegten in das Quadrat feiner 
Geſchwindigkeit hat man lebendige Kraft besBewegten genannt; 
wird alfo die Geſchwindigkeit des Bewegten und demnach auch feine 
lebendige Kraft als eine Function der Entfernung x bargeftellt, oder 
als ſolche gebacht, fo drüdt das: Menderungdgefeh der 
lebendigen Kraft in Bezug auf x das Man der vo. 
pelten Kraft als Function von x aus. 


g. 47. . 
Die allgemeinen Gleihungen ber gerablinigen Bewegung find nun 
in ihrer Zuſammenſtellung: 





. a=fl),.vwDer, 
dr dꝰ x 
P=n  =n gg =af(i) N 
d.v? 
4’=m dx 


Diefe Gleichungen dienen dazu, die Geſetze iegend einer geradlini⸗ 
gen Bewegung nach gegebenen Bedingungen kennen zu lernen, wozu es 
genügt, daß eine ber brei Größen: x, v.und P-auf irgend eine Weiſe 
durch bie beiden andern und die Zeit t ausgebrüct werden. fannz man 
hat bei ihrer Anwendung im Allgemeinen bauptfächlich darauf zu achten, 
welches Zeichen den Differentinlqugtienten. gegeben werben muß, nämlich 
ob bie abhängige Veränberliche im Anfange ber Bewegung mit der Zeit, 
welche immer als wachſend angenommen wird, waͤchſt ober ab— 
nimmt, ob alfo das Aenderungeſet derſelben in Bezug auf die Zeit 
poſitiv oder negativ iſt. 

Die einfachſten Fälle find naturlich diejenigen ‚wo bie gegebene 
Größe. nur eine Zunetion von einer ber andern Veraͤnderlichen iſt; es 
ſind folgende ſechs: 

1) Die Entfervung x iſt als Function der geit ge 
geben: alſo 

x—f (1). — 


Man erhaͤlt dann, wie ſchon bekannt, die Ausdrüce für 6 bie Geſchwin⸗ 
digkeit und Kraft durch bie. abgelekten Bımttiönen: - 
dv 


dx 
‚=—=f(t) .. realer). 


BB 


Sol 3. B. für eine gerablinige Bewegung 
'x=at? 
kin, jo findet man bie Werthe: 
v=2at „ Px=2ma , 
welche nach dem Vorhergehenden leicht zu erflären find. 
2) Der Ausdrud für bie Geſchwindigkeit iſt als Func— 
tion der Zeit gegeben: 


v=fft). 
Man hat wie vorher für die Kraft die Abgeleitete: 
P=nm nu =f(t); 


die Entfernung bagegen wird wie früher ſchon gezeigt wurde, burch das 
allgemeine Integral: 
2: t 
K«Kzı-n- Bi v=fdi.f(t) 
Xo 0 
gefunden, worin x, ben —8 oder beliebigen Werth von x am 
Anfang der Zeit oder für t—=0 bezeichnet 
Sol z. B. eine Bewegung fo befchaffen fein, daß 


8 
vs 
ve 


tft, wo e wie Immer bie Baſis der natürlichen Logarithmen vorftellt, fo 
findet man für die Kraft: 


&t 
x 
P =nmJ e _nyv=in 
und für die Entfernung: 
oo & 
x — nun =aldi.e =a-e =m—V 


3) Der Ausprud für die Gefchwindigkeit ik in Funcz 
tion der Entfernung x gegeben: 


v=f(x). 


— — 


Man ſucht zuerſt ben Werth von t in Functien von x, nnd zwar mit⸗ 


tels der Gleichung: F 
x 


‚=. Ir * = = f (x ) ; , 
denn biefe gibt auch durch Vertauſchung ber Veränberlichen, indem man 
x als die unabhängige, und t als die abhängige beirachtet 
| =: RS 55 
= 1 = X, . 
Te 
und daraus zieht man dann umgefehrt x m "Function von t. Den 
Werth für die Kraft gibt die Gleichung: 


P=mv U —mf(s)f (a) ( 56. 


di 
dx f(x) ’ 


in Zunctton von x, und durch Gliminatton von x mittels bes vorher 
erhaltenen Werthes dieſer Deränderlichen erhält man P in. Function 
von t. 


Iſt z. B. 


ſo wird einfach, 


und anberfeits folgt für bie Kraft: 


2 
Pentı.—mgzzx > 


4) Der Ausdrud für die Kraft iſt als Function ber 
eit gegeben *); 
8 an ) P=f(t). 


*) Es dürfte bier die Bemerkung nicht überfläffig fein, daß die Intenfität einer 
Kraft wohl analytiſch als eine Yunction der Zeit gegeben werben, aber 
niemals wirflih und infofern von ber Zeit abhängen Fann, 
daß die Zeit die Urſache für die Beränberung berfelben if; 
Die Zeit oder Dauer einer Erfcyeinung iR immer nur eine Folge des gegens 
feitigen Verhaͤltniſſes ver Kräfte, welche biefe Crſcheinung hernorbringen, 
nnd Tann niemals urſaqhe einer ſolchen ſein. 


28 
Der Werth für die Geſchwindigkeit folgt aus der Gleichung: 
_ 
97.) ar=r-n=4 jauı. 
Vo m 


worin vo, ber Werth von v am Anfang der Zeit, für t—=0, vorſtellt, 
und m die Maffe bes Bewegten; ber Ausdru für die Entfernung: wirb 
wie früher: 


L 
x—- u = dt.v, 
0 - 


und wenn man den Werth von v einführt, nimmt er bie Form an: 


u 
58.) — ja. [acjtn 
’ö 0 


SR z. B. P— pio— p gegeben, fo hat man 
von , In =nttg ni, . 


5) Der Ausdruck für die Kraft if als Fuunction der 
Geſchwindigkeit gegeben: 


Die Gleichung: 
dv 1 
nn 


wird durch Vertaufchung ber Beränderlichen, indem man fich v als die 
unabhängige denkt, und t al8 eine Zunction von v betrachtet, 


dt 1 
— m Tor 
und gibt durch Integration ben "Werth von t in v unter ber Form: 
59.) - | fir. | 


Kann. dieſe Gleichung in Bezug auf v anfgeöfe, ae v in Function 
von t unter der Zorm: 


Ra _ 


v=gpt) 
dargetellt werben, fo erhält man wieder wie fräher:- 
t 
x — u = di.p(t) . 
0 


Laßt fih die vorhergehende Gleichung in t und v aber nicht In Bezug 


auf letztere Veränderliche auflöfen, fo zieht man aus der Gleichung: 
dv 
P=mv dx 


zuerft wieder durch Vertaufchung ber Deränberlichen, indem man x als 
eine Function von v betrachtet, 


und daraus ben Werth von x in Function von v mitteld bes allgemeinen 
Integrals: 
v 
V 
non fir ; (60. 


und zuleßt aus diefer und ber Gleichung (59) durch Giimination von v 
den Werth von x tm Function won t. 
Se z. B. P=cv?; die Gleichung (59) gibt; 


=2(---) - 1 , 





1_2., 
Yo m 
und damit wird nach der darauf folgenden 
| t 
v 
X — % = _—— logn 1 0 7 ®. 


aus welchem man durch Climination non v ben vorhergehenden Werth 
von x in t wieder erhält. 


—— 


Endlich haben wir den letzten Fall: 
6) Der Ausdrud für bie Kraft iſt als Sunctton ber 
Entfernung x gegeben: 


P=f(x). 
Hier wendet man entweber bie Gleichung: P— m dx an, weiche man 


ar 


unter ber Form: 


dx 
dr 


m =f(x) 


X 


auf beiden Seiten mit 2 nz multiplietrt, und dann auf der rechten 


Seite die unabhängige Veränderliche t mit x vertaufcht; man findet da⸗ 
durch zuerit 


dx . dx dxN\2 
min _ Ads greay 4% 
dt di — dt 


und damit das allgemeine Integral: 


m4(% :) = nt an = ja or ro 


Xe 
Oder man nimmt unmittelbar die Bleihung: 


d.v? 
dx ’ 





2P=?2f(x)=m 
welche fogleich wie vorher 
x 
61.) at ayt=2|d2.100) 


Xo 


gibt. Zieht man dann aus biefer Gleichung ben Werth von v als 
Zunetion von x unter der Form: 


yrzfi dx. f(x) — {X 3 
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fo führt Diefee nach (55) auf das allgemeine Integral, welches t in x 
ausdrüct, namlich: 


Tee a 


und diefe Gleichung in Bezug auf x aufgelöfet, wird die Entfernung x 
durch die Zeit beftimmen. 

Diefer ſechſte Fall kommt in ber Natur am meiften vor; ed werden 
defhalb von demfelben unten mehrere Betipiele folgen. 


$. 48. 


Die Gleichungen, welche wir nach den eben angegebenen Methoden 
erhalten, drüden Die Geſetze der betreffenden Bewegung aus, d. h. fie 
geben für irgend einen Augenblic oder für irgend einen Werth von t 
bie entiprechenden Werthe für x, v und P; fie beftimmen alfo den Ort 
und die Geſchwindigkeit des Bewegten, ſowie die Intenfität der Kraft, 
die an ihm thätig ift, für jenen Augenblif, und wir find dadurch in 
den Stand gejebt, feine Bewegung in jedem Augenbli und in jeder 
Hinficht zu heurtheilen. Man kann fich aber auch ein Bild von der 
ganzen Bewegung vorführen und fie gleichlam mit einem Blicke über- 
fhauen, wenn man fich die Gleichungen derfelben conftruirt, oder durch 
Curven darftellt, und es folgt aus den Beziehungen, die zwifchen den 
Beränderlichenx, v und P und der unabhängigen Beränderlichen t ftatt- 
finden, daß die brei Gleichungen, welche die Werthe von jenen drei 
Durch dieſe ausdrücken, gleichzeitig in einer und derfelben Curve anſchau⸗ 
lich gemacht werben können. 

Nimmt man nämlich die Werthe von t als Abſciſſen und die der 
entiprechenben Geſchwindigkeiten v als Ordinaten, fo wird die aus der 
Gleichung zwifchen v und t entftehende Curve, welche Geſchwindig⸗ 
keitscurve heißen fol, durch ihre Orbinaten auf einen Blick zeigen, 
wie bie Geſchwindigkeit mit der Zeit wächft oder abnimmt, wo fie einen 
größten ober Fleinften Werth hat, u. f. f. Berner wird man leicht fehen, 
daß die Fläche zwifchen diefer Curve und der Abſciſſen-Achſe bis zu der 
dem Werthe von t entfprechenden Ordinate die Entfernung x oder 
auch den in der betreffenden ‚Zeit zurüdgelegten Weg vorftellt. Die, 
Kraft endlich wird durch die trigonometrifche Tangente bes Winkels 

Decher, Handbuch ver Mechanik I. 16 
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beſtimmt, welchen bie im Punkte vi berührende Gerade mit der Achfe 
ber t bildet. 

Auf diefe Art wird bie gleichförmige Bewegung burch eine zur Achſe 
ber t parallele Gerade AB, Fig. 50, verfinnlicht, deren Entfernung 
von dieſer Achfe die conftante Geſchwindigkeit b vorftellt, während bie 
Rechtecke AQab, AOcd, etc., die vom Anfang ber Zeit an zurüd- 
gelegten Wege darftellen. Der Winkel, welchen bie Gerabe AB mit ber 
Achſe OT bildet, tft Null, alfo auch feine Tangente und die während 
der Bewegung thätige Kraft. 

Die gleichfürmig befchleunigte Bewegung dagegen wird burch eine 
gegen bie Achje der t geneigte Gerade AB ober A’B’, Fig. 51, an⸗ 
fchaulich gemacht, welche Durch den Anfangspunft geht, wenn bie Ge— 
ſchwindigkeit am Anfange der Zeit Null war, und welche die Achfe 
der v in einer Entfernung b=AA’ vom Anfangspunfte Burchfohneidet, 
wenn v für t=0 den Werth b hatte. Im erften Falle ftelfen die Dreiecke 
Aab, Acd, etc., im zweiten bie Trapeze AAa’b, Adc’A’, etc. 
durch ihre Oberfläche die von dem Bewegten durchlaufenen Wege vor. 
In beiden Fällen tft der Winkel, welchen die Gerade mit ber Achfe der t 
bildet, unveränderlich wie Die Kraft, deren Intenfität durch die Tangente 
dieſes Winkels gemeſſen werden Fann. 

Für die gleichförmig verzögerte Bewegung nimmt bie Geſchwindig 
keitscurve Die Lage AB, Fig. 52, anz ſie ſchneidet die Achſe OT in 
einem Punkte B, durch welchen der Augenblick beftimmt wird, wo die 
Geſchwindigkeit Null geworben tft, und von wo an fie bie Richtung 
wechfelt oder negativ wird, und Die Fläche des Dreieds AOB ftellt den 
im Sinne der pofitiven Gefchwindigfeit zurückgelegten Weg vor, der in B 
feinen größten Werth erreicht hat. Die Flächen ber Dreiede Bed, 
BCD, welche unter der Achſe liegen, müſſen dann als negative Großen 
betrachtet, und wenn ber ganze Werth vom Anfang der Zeit an be= 
fiimmt werden fol, von der Fläche AOB abgezogen werben; es wird 
bemnach die ganze Fläche ober der von ihr worgeftellte Weg Null wer- 
den in einem Zeitpunfte D, für. welchen man OD=—=20B Bat. 

Die foeben für bie Flächen als Vertreter der zurückgelegten Wege 
gemachte Bemerkung gilt natürlich für alle ähnliche Fälle, in welchen 
man indefien biefer weniger genügenden Darftellungswetje der zurüd- 
gelegten Wege dadurch ausweichen kann, daß man biefe lebteren mittels 
der Öleichung zwiſchen x und t als Orbdinaten vorftellt, was Übrigens 
auch in jedem andern Kalle anfchaulicher fein dürfte, ald die Darſtel⸗ 
fung durch bie Flächenftüce der Geſchwindigkeitscurve. Yür bie gleich- 
fürmig bejchleunigte Bewegung, welche von der Ruhe aus beginnt, wird 


—ß— 


die neue Curve eine Parabel wie AB, Fig. 53, deren Parameter 
(die Ordinate im Brennpunkte) die verkehrte Beſchleunigung: ¶vor⸗ 


ſtellt; die gleichförmig verzögerte Bewegung dagegen gibt eine Parabel, 
wie fie in Figur 54 dargeſtellt iſt. 

Endlich kann man auch die Beziehung zwiſchen v und x durch eine 
Curve anfchaulich machen, und gerade diefe tft in vielen Fällen Ieichter 
zu erhalten, als jene zwilchen v und t und zwiſchen x und t. — Bel- 
iptele für folche Darftellungen werden die nachfolgenden Betrachtungen 
befonderer geradlinigen Bewegungen liefern, welche, wenigſtens an- 
nähernd , in der Natur vorkommen. 


$. 49. 


Als Beifpiel einer geradlinigen Bewegung, welche durch die Wir⸗ 
fung einer conftanten Kraft hervorgerufen wird, nehme ich zuerft den 
freien Fall eines ſchweren materiellen Punktes im leeren Raum. 

Die Kraft, welche biefen Punkt in Bewegung febt, ift fein Ge⸗ 
wicht, das wir mit p bezeichnen wollen; man hat bann bie Gleichung : 


V nu V 

nn —p=mg : nn: 

worin m die Maſſe des Bewegten und g die Beichleunigung des freien 
alles vorftelt. Hat alfo die Bewegung von ber Ruhe aus angefangen, 
und wird der Ort, an welchem die Bewegung angefangen bat, auch 
als Anfangspunft für die Entfermung genommen und diefe ſelbſt von 
oben nach unten gemefien, fo findet man als Gleichungen des freien 
Falles: 


v=gtl „, lg, 


2 


und baraus durch Elimination von t, oder auch direct aus der Gleichung; 


d.v2 
m —2p=2mg , 


bie Beziehung : 


va — 2gx 


zwiſchen dem zurücgelegten Weg oder ber Fall höhe x und der Ge— 
ſchwindigkeit v, welche durch den Fall von dieſer Höhe erworben wird. 
16 * 
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Gewöhnlich bezeichnet man eine beftimmte Fallhoöhe mit h, und bat Damit: 
für die Endgeſchwindigkeit den Werth: 


‚, v=V 2gsh , 
und umgefebrt für bie Fall hoͤhe den Ausbruck: 
v3 
=). 


Mir wollen Fünftig jene Endgeſchwindigkeit, welche ein materieller 
Punkt durch den freien Fall aus der Höhe erlangt, Geſchwindigkeit 
aus der Höhe h oder au Höhengeſchwindigkeit, und dieſe 
Höhe, von welcher derfelbe herabfallen muß, um die Geſchwindigkeit v 
zu erlangen, die Höhe für die Geſchwindigkeit v oder auch Ge 
fhwindigfeitshöhe nennen. 

Für Die Zeit des Falles endlich erhält man je nachdem v oder x 
befannt tft, die Werther " 


2x 
ri 


v' 
t= — N t= 


Wird einem materiellen Punkte eine lothrecht aufwärts gerichtete 
Geſchwindigkeit v, ertheilt, und dieſe als eine pofitive betrachtet, fo muß 


das Gewicht p bed Bewegten, oder vielmehr das Aenderungsgefeh m 2 


uegatio genommen werben, weil bie Geſchwindigkeit vom Anfang ber 
Bewegung an offenbar abnimmt. Dan erhält dadurch die Gleichung: 


m I __ dv _ 
it Po dt 
und daraus 
v-v=—gti, vey—gt. 


Werden ferner die pofitiven x vom Anfangspunft der Bewegung an 
nach Oben gemeflen, fo hat man 

d 1 

—=n—gt , x=ni—Zg® . 


Die Geſchwindigkeit iſt pofitiv, fo Lange der Bewegte fteigt, und wird 
negativ, ſobald dieſer gu fallen anfängt; er hat alfo feine größte Höhe 
erreicht, wenn v—=0 tft, d. h. wenn man hat 
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vo 


— t—0 N t — — 5 
ẽ 8 
damit ergibt ſich für die erreichte Höhe h der Werth: 
—_ 
h=7,, 


welcher offenbar die Höhe für die Geſchwindigkeit v, iſt. Der Bewegte 
fteigt demnach fo lange, bis t den vorhergehenden Werth erhalten hat, 
dann wechfelt die Geſchwindigkeit das Zeichen; der Bewegte fallt zurück, 
und wenn x wieder Null geworden ift, hat man 


ni =0 j 


und zieht daraus einmal t—=0, dem Anfange ber Vewegung entſpre⸗ 
chend, und den Werth: 


— 2% 
-8 


dem Ende angehurend. Diefe letztere Zeit iſt gerade Doppelt jo groß 
als die vorher für das Steigen gefundene; der Bewegte braucht dem= 
nach für das Steigen diefelbe Zeit wie für Das Herabfallenz die Hohe, 
welche der materielle Punkt erreicht, tft Diefelbe wie die, von welcher er 
herabfallen muß, um bie anfängliche Gefchwindigfeit, aber im entgegen- 
gefehten Sinne wieder zu erhalten, und man findet in der That, wenn 


in den Werth von v bie Zeit (= eingeführt wird, v=— vo. 


Beide Bewegungen find bereits durch die Figuren 51 bis 54 ane 
ſchaulich gemacht, in denen die Ginheit für die v und bie x zehnmal 
Heiner ift, als die Einheit für die t. 


$. 50. 


Auf einer wagrechten feften Ebene bleibt ein ſchwerer materieller 
Punkt im Gleichgewicht ($. 29); wird er aber mit einem zweiten ſchweren 
Punkte durch einen vollfommen biegfamen, aber unausbehnbaren Faden 
fo in Verbindung gefebt, baß ber letztere fich ungehindert im Sinne ber 
Schwere, alfo Iothrecht, bewegen kann, fo werden beide in Bewegung 
kommen, aber mit einer geringeren Geſchwindigkeit, als beim freien 
Galle, weil das Gewicht pa bes zweiten Punktes nicht blos feine eigene 


| — - 
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Maſſe, fondern auch die Maſſe bes erften, beffen Gewicht p, fei, in 
Bewegung zu jeßen hat. Die ganze zu beivegende Maffe ift Demnach: 


tm —- a 
und die Gleichung der Bewegung bes einen von beiden Atomen wird 
PRtp ‚dv dv Pa 
ar Tee ar er er 


Diefe Bewegung iſt demnach noch eine gleichfürmtg beſchleunigte; Die 
Deichleunigung iſt aber im Verhältniß von pı + Pa zu Ps Fleiner, als 
beim freien Falle. 

Sol ferner bei diefer Bewegung auch auf die Reibung Rüdficht 
genommen werben, fo hat man als bewegende Kraft 

P=p—fp ; 
wenn f wie früher den Reibungscoeffizienten, d. i. das Verhältniß des 
Druckes zur Reibung bezeichnet, und wenn dieſes Verhaͤltniß ſelbſt, wie 
die Erfahrung lehrt, von der Geſchwindigkeit der Bewegung 
unabhängig iſt. 

Es kann alſo nur Bewegung eintreten, wenn pꝛ— fp, iſt, und 
dann wird dieſelbe wieder eine gleichförmig beſchleunigte ſein, deren Be⸗ 
ſchleunigung, wie leicht zu ſehen, durch 

Pe — fPı 

Pı + Pa 
ausgedruͤckt if. Kann diefe Beichleunigung auf irgend eine Weiſe aus 
ber wirklich erfolgten Bewegung gefunden werden, fo ift fie das befte 
Mittel zur Berechnung des Reibungscoeffizienten für die Befchaffenheit 
der angewendeten Ebene. 

Nimmt man ben zweiten Punkt hinweg, und ertheilt dem erſten 
eine anfängliche Geſchwindigkeit vo, fo entſteht durch die Reibung eine 
gleichfürmig verzögerte Bewegung, beren Gleichungen aus bem Ausdruck: 


ergalten werden, deren Verzögerung demnach fg iſt. Man findet damit 
vevw-—fgt, 


und fchließt daraus, daß ber Bewegte nach einer geit: t— 7 zur 


aa 


Ruhe kommt, ba alsdann Feine beivegende Kraft mehr vorhanden ift. 
Der von ihm befchriebene Weg a wird durch 
| m 
ag fg 


ausgebrüct, und kann dazu dienen, bie anfängliche Geſchwindigkeit v, 
zu berechnen, wenn ber Reibungscoeffizient f befannte iſt. Wäre z. B. 


f—=0,3, a=1”, ſo müßte 
Y —=Y2.0,3.9,8=?4", 45 
geweſen fein, und bie ganze Bewegung wird In dieſem Falle 


2,5. 
0,3.0,8 0,8 


alfo nicht ganz eine Sekunde gebauert haben. 





= 


g. 51. 


Ganz ähnliche Verhältntffe finden ftatt, wenn fich ein materieller 
Punkt auf einer geneigten Ebene bewegt. 

Wird zuerft von der Reibung Umgang genommen, und ber Winkel 
zwifchen ber Richtung ber Schwere und ber Normalen zur geneigten 
Ebene mit & bezeichnet, fo tft p sin bie zur Ebene parallele und allein 
wirkſame Gomponente des Gewichtes p des Bewegten, ba bie andere 
zur Ebene fenfrechte Somponente durch deren Widerftand aufgehoben 
wird. Die Gleichungen ber Bewegung find demnach von ber Ruhe aus: 

mir _ sin „ v=gtisin« st t? sin & 
dt — p I — g I — 2 8 9 
und folglich ihre Beichleuntgung gsina; diefe kann baher durch Ver⸗ 
minderung bes Winkels «& fo Flein gemacht werben, ald man will, 

Bezeichnet ferner 1 die Länge AB, Figur 55, ber geneigten Ebene, 
und h—1 sin «a bie Höhe AC bes obern Endes A über der durch Das 
untere B gelegten wagrechten Ebene BC, fo ergibt ſich für die Zeit des 
Falles von A bis B der Werth: 


und damit bie Endgeſchwindigkeit in B 
v=yY2gl sina = Y2gh 


— ⸗ß— 


Dieſes iſt aber auch die Geſchwindigkeit aus ber Höhe humb demmach 
ift die Endgefchwindigkeit, mit welcher ber Bewegte in ber magrechten 
Ebene BC ankommt, die gleiche, ob er von A nach B auf der geneigten 
Ebene oder von A nach C frei und Iothrecht herabfällt. 

Die Zeit des alles aber ift bei ben genannten Bewegungen fchr 
verichieden; denn diejenige für den freien Fall durch Die Höhe AC—h iſt 


2h 


t= —— 


8 


Sehen wir diefe derjenigen Zeit gleich, welche ber Bewegte auf ber 
ſchiefen Ebene gebraucht, um den Weg x zu machen, fo ergibt fich 


2h _ 2x 
gg gsine 


ber Bewegte gelangt demnach auf der geneigten Ebene in berjelben Zeit, 
in welcher er frei durch bie Höhe AC herabfallen würde, von A bis a, 
zum Fußpunkt ber von C auf AB gefällten Senfrechten. 

Berüdfichtigen wir nun auch die Reibung, fo wird die bewegende 
Kraft nah $. 29 





; x—=hsina=Aa; 


P=p(sn@a—fcose) , 


und die Beichleunigung wird demnah = g (sin« — fcosa«) werden, 
So lange alſo sine fcos , ober tang æ > tft, wird bie Be— 
wegung eine gleichförmig beſchleunigte ſein; wird dagegen f>tange, 
ſo bleibt der materielle Punkt ohne anfängliche Geſchwindigkeit in Ruhe 
und erhält mit einer ſolchen eine gleichförmig verzögerte Bewegung. Für 
tang «—=f wird die Beichleunigung Null und demnach bie auf irgend 
eine Weiſe hervorgerufene Bewegung eine gleichfürmige. 


$. 52. 


Kommen wir nun zur Unterfuchung von geradlinigen Bewegungen 
eines materiellen Punktes, bei welchen die Kraft veränberlih tft, und 
zwar eine Function der Entfernung x des Bewegten von einem feiten 
Bunte. Denn Kräfte, deren Intenſität von ber Zeit abhängt, bie 
demnach fih mit der Zeit ändern müßten, auch wenn der Bewegte 
‚ durch irgend ein feites Hinderniß in feiner Bewegung gehemmt würde, 
find, wie oben bemerkt wurde, nicht denkbar, und von folchen, deren 
Sntenfität durch die Geſchwindigkeit des Bewegten bedingt iſt, Tennen 
wir nur den Widerftandb der Flüfftgkeiten, in welchen fich 
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die Körper bewegen. Diefe widerfiehende Kraft hängt aber auch fowohl 
von der Größe, als von der Geftalt und Beichaffenheit ber Oberfläche 
bes Bewegten ab; fie laͤßt fich alfo bei einem materiellen Punkte wegen 
feiner unmeßbar kleinen Ausdehnung kaum denken, und wegen ber Un=- 
beftimmtheit feiner Geftalt und Größe noch viel weniger beurtheilen. 
Wir werben deßhalb diefen Fall erft bei ber Unterfuchung ber Beivegung 
feſter Syfteme in Betrachtung ziehen. 

Sei zuerft die bewegende Kraft ber Entfernung bes 
Bewegten von einem feften Punkte proportional und 
gegen dieſen Punkt gerichtet, - und ihre Intenſität P für eine 
beftimmte Sntfernung AB=d von dem feiten Punkte A, %ig. 56, 
gegeben. 

Sn trgend einer Entfernung AM=x von A hat man für bie 
veränderliche Antenfität X diefer Kraft: 


X . 

1° 

und damit kann man fich leicht eine folche Entfernung von A berechnen, 
für welche diefe Intenſität dem Gewichte p=—=mg des bewegten mate- 


riellen Punktes an der Erdoberfläche gleich iſt. Bezeichnet man Diele 
Entfernung mit 1, fo hat man 


X:P=x:d „, XP 


Pip=dil , I=d4, —= 


und demnach auch 
X=p-T ; 


und wenn man nun beachtet, daß die Kraft X ben Winkel u mit der 
pofitiven Achſe der x bildet, oder daß fie die pofltiven x vermindern 
will, fo findet man für die zu unterfuchende Bewegung die Gleichung: 


„ex_i1 dr __,x 
de 20a "PT. 


Ferner tft leicht zu fehen, daß keine Bewegung eintreten Tann, wenn 
bie Geſchwindigkeit des Bewegten in A Null tft, weil in biefem Buntte 
auch die Kraft Null wird. Wollen wir alfo die Bewegung in A an= 
fangen laffen, d. h. x=0 nehmen, wenn t=0 ift, fo wird v einen 
gewiſſen Werth v, erhalten müſſen; ftatt deſſen können wir aber auch 
bie Bewegung In einem gewiflen Punkte C, für welchen x — x, oder —a 


0 


iR, mit der Geſchwindigkeit: Null anfangen laffenz im Allgemeinen 
werben bie Ergebniſſe diefelben fein. 

Führt man nun mg für p in bie lebte Gleichung ein, fo wird 
. dx T 


und bie erfte Integration gibt unter der legten Borausfekung: v—0, 
x=a wen 10, 


£ 8a) (2 2), 
und dadurch 
dt T 1 


dx =: VE — 
re (ax?) V!-x 


Bon ben beiden Zeichen biefes Aenderungsgeſetzes werben wir das untere 
nehmen, weil die Entfernung x im Anfange ber Bewegung nothwendig 
abnehmen muß, und auf dieſe Weiſe 


V: x 1 v: x 
= — 1/ — fax. —— = Y — we os — 
g a vR— x 8 a 


erhalten, ba arc cos ——0 iſt. Durch Umkehrung dieſes Ausbruds 


folgt dann 
x—a on / 4 , 


und daraus wieder die Geſchwindigkeit in Function ber Zeit 


= ytayt 


Aus dieſen beiben lebten Gleichungen fchließen mir Folgendes. Für 
t=0 wird x=a, v=0, mie vorausgefeßt wurde; wie num t wächft, 


nimmt x proportional dem Gofinus des Winkels 1/2 ab, während 
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v im Sinne bernegativenx ainutsin]/ } = am, =; «yV+ 


geworben tft. In biefem Augenblide it x=0, ber Bewegte alfo in 
A angekommen, und bie Gefchwindigkeit hat ihren größten negativen 


Werth: V4 erreicht. Bon da an wird x negativ, und v 


sinnt ab, wa ı ]/ = ober (Vz geworben tft, wo 


man —— a, und v—0 erhält, ber Bewegte fich alfo in einem 

C’ auf der negativen Seite von A befindet, für welchen AC’—=AC—a 
iſt. Nach dieſem Zeitpunkte ändert die Gefchtwindigfeit ihre Richtung, 
x nimmt ab, und ber Bewegte nähert fich dem feften Punkte A wieder, 


den er nach dr But gm / mit der größten pofitiven Ge⸗ 


ſchwindigkeit a vr erreicht, und entfernt fich dann wieder von ihm 
"auf der pofitiven Seite mit abnehmender Geſchwindigkeit, bis er nach 
12V Zeiteinheiten wieder in C mit ber Geſchwinbdigkeit: 


Null angekommen ift, um dieſe Bewegung in derfelben Weiſe und in 
gleichen Zeiträumen fortwährend zu wiederholen. Diefe Bewegung tft 
demnach eine fchwingende oder ofetllirende, und die Dauer T 
einer Schwingung oder Dfeillation db. 1. die Zeit, welche ber 
Bewegte gebraucht, um in die anfängliche Lage zurückzukehren, wird 
wie wir oben gefehen haben, durch 


T=22 Y- 
8 


—— 


oder wenn man bie Geſchwindigkeit: a v5 „ weldhe ber Bewegte - 


im Punkte A befigt, mit v, bezeichnet, durch 


T=2r— 
> Vo 


ausgebrüdt. 
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Stellt man demnach biefe Schwingungsbauer burch einen Kreis- 
umlauf vor, defien Mittelpunkt in dem feiten Punkte A liegt, und - 
mißt die veraͤnderliche Zeit t Durch einen entfprechenden Bogen CM’ 
von C aus über D nach C’, fo wird die Geſchwindigkeit v in jedem 
Augenblicke dem Sinus diefes Bogens oder der Ordinate MM’, und ber 
Abftand x dem Coſinus desſelben Bogens oder der Abfciffe AM pro— 
portional fein. Gibt man diefem Kreiſe daher, wie in der Figur 56, 
den Halbmeſſer AC=a, fo beitimmt die Abſciſſe AM die wirkliche 
Lage bed Bewegten am Ende der Zeit t=arcCM’; conſtruirt man 


benfelben dagegen mit dem Halbmeffer 1/2 und ftreeft die Zeitbogen 


in die Gerade AT aus, fo erhält man die Gefchwindigfeitscurve, Fig. 57, 
welche bie fogenannte Sinuscurve tft. 

Eine folche Bewegung zeigt annähernd der freie Endpunkt einer 
mit dem andern Ende befeitigten Feder, deren Länge im Vergleich zu 
der Größe der Schwingungen groß genug tft, um bie Bewegung jenes 
Endpunktes als gerablinige anfehen zu dürfen; ferner ein Punft einer 
ſchwingenden Satte, welche entweder vertifal gefpannt tft oder beren 
Gericht gegen die Spannung vernadhläffigt werben darf. In ftrenger 
Nebereinftimmung mit unfern Gefeben fteht dagegen die Bewegung 
eines Lufttheilcheng bei der Schallbewegung, und die eines Aethertheil- 
chens, welches Die Tichterregenden Ofeillationen eines leuchtenden Punktes 
bei gerabliniger Bolarifation fortpflanzt. . 

Diefelbe Bewegung würde auch ein ſchwerer materieller Punkt an- 
nehmen, melcher ohne Luftwiderftand und überhaupt ungehindert von 
ber Oberfläche der Erde gegen ihren Mittelpunkt fallen Tonnte, wenn 
bie Erde durchaus diefelbe Dichte hätte, weil dann die anziehende Kraft 
der Erde in ihrem Innern wie die Entfernung des Bewegten vom 
Mittelpunkt abnehmen würde *). Für diefen Fall hätte man alſo un— 
mittelbar I=R und a=R, wenn R den Halbmeffer der Erde bezeichnet 
denn für biefe Entfernung ift das Gewicht des bewegten Atoms ber 
Sntenfität der bewegenden Kraft gleich. Man hat demnach für bie 
Dauer einer Viertel- Schwingung, nämlich für die Zeit, welche der 
"Bewegte braucht, um in den Mittelpunkt der Erde zu gelangen, ben 
Werth: 


*) Vergl. 8. 107 bes 2ten Buches. 
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und derfelbe. würde Dort mit einer Geſchwindigkeit 


v=YRg 
anfommen, während diefe bei unveränderter Schwere — V?eR , alfo 
— 1,414 mal ſo groß wäre, 


Es tft ferner leicht zu ſehen, daß diefe Bewegung im Anfange fehr 
nahe mit einer gleichförmig bejchleunigten übereinfommen muß, und in 
ber That kann dies aus unfern Gleichungen auf folgende Weiſe ges, 
fchloffen werden. 

Dan bat für unfern Fall . 


_ 3 _ı/R * 
rm ]/ 4 , =y; are 008 = 


oder wenn man den vom Anfange der Zeit an durchlaufenen Weg, den 
wir gegen R fehr klein vorausfeten, mit 2 bezeichnet, 


ti Rec Rz, 
= 5 8 R ; 
es iſt aber auch 
— 2 aresin [2-5 
R in] RR 


und da für Kr kleine Werthe von z im Vergleich zu R, einmal der 
Heine Bruch) —- z vernachläffigt, umd der Heine Sinus * für den 








R 
are cos 


Bogen ſelbſt genommen werden kann, ſo wird 


R/ 2z 1 
-VEVR-VE ae 


wie ‚bei der gleichfürmig bejchleunigten Bewegung. 
Nehmen wir 3. B. die Tiefe eines Schachtes zu 1000” an, fo 
wird R — z = x — 6366000 — 1000 — 6365000°, und 


6365 _ 
— 04! . 


a 


’ ⸗ 


man ſieht aber, daß dieſe Beſtimmung mittels des Coſimus keiner Ge⸗ 
nauigkeit fähig if. Drücken wir deßhalb den Bogen YA burch 
feinen Sinus aus, fo ergibt fich 


log in & — 5 log RZ) 9,856 =1og sin 1° 0',933 


und nach der Anmerkung zu 6. 11 der Einleitung folgt 


60',933 
oe A = 337,7 — 8, 214858 1log 0, 01773 , 


womit man endlich 


'=0,01773 ]/ — = 14,279 Sefunden 


findet. Die Zeit bei unveränderter Schwere, nämlich ——— wäre 


bei obigen Werthen ebenfo 14,279 Sekunden, alfo bis zur dritten De- 
zimalftelle von dem vorhergehenden Werthe gar nicht verfchieben. 
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Die anziehende Kraft der Erde, die Schwere, tft aber nicht blos 
von ber Oberfläche gegen ben Mittelpunkt hin veränberlich, fondern 
auch von der Oberfläche nach Außen, und zwar nimmt Die Intenfität 
berjelben in dieſem alle, wie in dem fchon erwähnten $. 107 des 
2m Buches gezeigt werden foll, ab, wie bad Quadrat. der Entfernung 
vom Mittelpunkt ber Erde zunimmt, ober fie tft dem Quadrat diefer 
Entfernung verkehrt proportiomal, und bie Annahme einer conftanten 
Schwerkraft gilt auch hier nur, wie fchon in $. 43 angedeutet worden, 
für fehr kleine Fallhöhen. 

Iſt alfo p das Gewicht eines materiellen Punktes an ber Ober- 
fläche der Erbe, und wirb berielbe in die Entfernung h von bdiefer 
Oberfläche oder in die Entfernung R-+h vom Mittelpunft gebracht, fo 
wird fein Gewicht p’ zu jenem in dem BVerhältnifie : 

Br 1 1 


FERSCHEy m 


fiehen, und demnach durch 
_ R2 
PER FN 
ausgebrüct werben. Cbenfo hat man für irgend eine beliebige Entfer⸗ 
nung x von ber Oberfläche das Gewicht p, 


R3 
P,=P (R-+r) 9 
und findet damit | 
d.v? 


„RR 
Trasse da werS: 


als Gleichung der freien Yallbewegung von bedeutenden Höhen, wenn 
dabei die x von unten nach oben gerechnet werden. Man kann aber 
auch die Entfernung bed Bewegten vom obern Endpunkte ber Lothlinie h 
an meflen, von dem er zu fallen anfängt; feht man diefe am Ende ber 
Zeit t gleich z, fo hat man 


dz . 
z=h-—x „, x ——1, 
und damtt wird die vorftehende Gleichung 
m —— dv — 2p — — „img — — 
dz (R+h— 2) (R+h—z)} 


Für t—=0 bat man alſo v=0, z==0, und unter biefen Um- 
fänden gibt das erite Integral ber legten Gleichung 


1 1 
’ — ıt__-_____)\ 
”—=2gR (m KH) 
als Ausdruck für das Quadrat ber Gefchwindigkeit. Wenn ber Be- 
wegte an ber Erdoberflaͤche ankommt, fo wird z—h, und damit 
1 1 R 
2 — — — — 1 — — ——⸗ 
=2:Rr (5 ri) 25h u: 
ba8 Quadrat der Erdgeſchwindigkeit ift folglich im Merhältnig von 
R-+-h au R Heiner, als in dem Falle, wo bie Schwere burdhaus un⸗ 
veränberlich wäre, und man fieht, daß wenn es bie Genauigkeit zuläßt, 
h gegen R zu vernadhläffigen, man den frühern einfachen Werth: 
v—2gh 
wieder erhält. 
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Um die Zeit des Falles zu beitimmen, zieht man aus dem all- 
2 
gemeinen Werthe von v? oder (4) die Gleichung: 


1 
— — — 
1 1 
VrG Iıh— in) 
oder blo8 mit dem obern Zeichen, weil z mit t mwächft, und wenn man 
R-+-h durch R’ erfebt, 


2g R 2g Rö dt R—ı 


R+h da — 2 


di 
7 


Dieſer Ausdruck zeigt dann, wie man leicht durch Vergleichung 
desſelben mit ber bekannten, uͤbrigens auch in F. 32 im 2ten Buche ab- 
geleiteten Differentialgleichung dee Eyclotde fehen wird, daß bie Zeit t 
ber Ordinate MP einer Cychoide HPB, Fig. 58, proportional tft, 
beren Abfcifien HM bie Fallhöhen z vorftellen, und beren erzeugenber 
Kreid Die Zange OA—=R’—R-+h zum Durchmeffer hat, wobei bie 
Zangente HT im Scheitel H als Achſe der t, und die Lothlinie HO 
als Normale im Scheitel und als Achſe der z. genommen tft, fo daß 
bie Leitlinie OB für den erzeugenden Kreis durch den Mittelpunkt O 
ber Erde geht. 

Die Integration der letzten Gleichung gibt nun zwiſchen den Gren⸗ 
zen z und O die Ausdrüde: 


2gR? R—ı r 
Var je v dz. — 








oder 


1 
—R -—z zZ 
== dz 2 _ __ı1g dz. 1 


Yan’? ) ymon’ 
woraus nach bekannten Methoden und Formeln 


2gR2 - = 1, R' — 2z 
Vai = Vie: +7 R arc cos —* 
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folgt, und für bie Zeit des Falles bis zur Oberfläche 


-yih —J >(R+h) won) 


oder wenn der Winkel im zweiten Gliede durch feinen Sinus ausgedrückt 
wird 


_g/RHh 2yRh 
t -Vorn Ri (vö+: +- 5 (R+h) arcsin — = @Fn 
. gefunden wird, 


Nehmen wir 3. B. h== 17000”, eine Höhe, welche ber franzöftfche 
Phyſiker Gay-Lussac in einem Luftballon erreicht Hat, fo finden wir 


zuerſt: > (R-+h) = 3186500”, und damtt 





Rh 
log ru _ — 8,82117 = logsin 3° 47'9. 





5(R-+h) 
E83 tft alſo in unferm Winkelmaaße 
Rh , 
arc sin BAUEN = nl : — 0,06629 *) 
„(R-+h) ' 


und wenn man nun den Werth von t zur bequemeren Berechnung unter 
die Form bringt: 


j 1 
ann art ‚va Ge +») VE 
| arc in ——— 1 


z(R+ 9 
ſo gibt die weitere Rechnung Folgendes: 
*) Noch einfacher kann übrigens dieſer Winkel durch die Tangente feiner Hälfte 


aysgedrüct und berechnet werben; denn ſeht man feinen Coſinus Su, fo 
bat man 


arc cos uU 2 arc we 2 arc tang V* . 


Decher, Handbuch ver Mechanik 1. 17 








1 6, 50331 
log „ (R+h) = 6, 50331 3 log 3 (R+h) — | 
log h= 3, 84510 13, 00662 
d. E. log — 9, 00838 d.E. logg= 9,00838. 
'd.E.loegR= 3, 19613 3, 19613 
— — — 2d. E. log R— 

2, 55292 3, 19613 

log A= 1, 27646  4,91057 

A — 18, %00 2, 45528 

B = 18, 913 log arc 3°47',9= 8,82147 

t—=A+B— 37,813 Sekunden, log B= 1,27675 
Auf diefelbe Weile findet man | 

v— 370”, 38 ; 


die Zeit des Falles wäre demnach 37,813 Sekunden, und ber Bewegte 
kaͤme mit einer Geſchwindigkeit von 370,38 Meter an ber Erbe an. 
Bet unveränderter Schwere hat man für biefelbe Fallhöhe: 


v=yY2sh=30",57 ;, = eR,®, 


alfo eine etwas größere Endgeſchwindigkeit und eine etwas Kleinere Zeit, 
für beide Größen aber fehr geringe Unterſchiede. 

Nach den oben gefundenen Gleichungen kann nun für jeden ge- 
gebenen Werth von z oder —=h—z, d. t. für jede Lage des Bewegten 
die entfprechende Geſchwindigkeit und allzeit berechnet werden. Soll 
aber umgekehrt die Lage des Bewegten nach ber Zeit t oder für einen 
beftimmten Augenblict angegeben werden, fo wird man in der vorleßten 
Gleichung alle gegebenen Zahlenwerthe einführen und den Werth von z 
aus biefer fo erhaltenen Zahlengleihung durch Probtren oder eine der 
befannten Annäherungsmethoden berechnen; die Gefchwindigfeit kann 
dann nad) dieſem Werthe von z wie vorher gefunden erben. 

Es erübrigt und noch zu zeigen, daß für Fleine Werthe von h im 
Verhältniffe zu R das vorhergehende Gefjeh der Bewegung wieder auf 
das ber gleichfürmig befchleunigten Bewegung zurückkommt, wie es bereits 
für den Ausdrud von v? angedeutet wurde. 
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Dazu vernachläffige man tn dem allgemeinen Werthe von t in z 
zuerft überall h neben R, woburd HM’ auf R zurückkommt, und gebe 
jenem Ausdruck die Form: : 


Dee) 


Wird dann wieder das Glied Rs — gegen F vernachläffigt, und der Sinus 
für den Bogen gefebt, fo ati man 


= ValYarzVa)=Ve 


alfo wie im vorhergehenden Falle 
1 
ps 


Will man aber biefe Verhältniffe anſchaulich machen, fo Tann dieſes am 
leichteſten mitteld Gonftructton des Werthes von v2 gejchehen. Bringt 
man nämlich diefen unter die homogene Form: 


R' v2. Rz 
IgR RR 
und aſeht das linke Glied durch y, ſo erhält man die Gleichung: 
.  yz—Ry-+Rz=0, 


welche die einer gleichfeitigen Hyperbel In Bezug auf ihre Alymptoten 
iſt. Um die Lage ihres Mittelpunktes, des Durchfchnittspunftes dev 
Alymptoten zu erhalten, fete man " 


y=yY+a, 2—=r7+f 
und mache die Factoren von y’ und z’ Null; man wird dadurch 
a=—R ,„ ß=FR 
und damit 
Y!—=RR—=R(R+h) 


finden. Die eine wagrechte Aſymptote geht demnach durch den Mitel⸗ 

punkt der Erde; die lothrechte dagegen beruͤhrt dieſelbe, und man ſieht 

nun aus der Figur 59, welche dieſe Hyperbel für eine größere und eine 

kleinere Fallhthe darſtellt, daß dieſe Curven für alle Fallhöhen dieſelben 

Aſymptoten gemeinſchaftlich haben, und daß für kleine Fallhöhen das 
17 x 
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entfprechende Stüc ber Hyperbel einer Geraden fehr nahe kommt, näm- 
lich derjenigen, welche durch bie Gleichung . 


N " 
1 — Y oder ur 


vorgeftellt wird, 
g g. 54. 


AS letzte Anwendung unferer Yormeln wollen wir noch den lehr⸗ 
reichen Ball betrachten, wo ein materieller Punkt fih in ber Berbin- 
dungslinie zweier feiten Punkte A und B, Figur” 60, bewegt, gegen 
welche er von einer Kraft hingezogen wirb, die dem Quadrate feiner Ent- 
fernung von ihnen verkehrt proportional ift. 

Sei a der Abftand der beiden feiten Punkte A und B, und x bie, 
Entfernung bes Bewegten von A am Ende ber Zeit t; jet ferner P, 
die Intenfität der von A ausgehenden Kraft, wenn fich der Bewegte in 
ber Entfernung e, welches z. B. bie Einheit der Entfernung fein kann, 
von biefem Punkte befindet; ebenfo fei Ps die Kraft, welche den Be— 
wegten nach B hinzieht, werm er in berfelben Entfernung e von Diefem 
Punkte angekommen tft. Die Intenfitäten X, und X, biefer Kräfte für 
eine beliebige Rage des Bewegten, aljo für eine Entfernung x von A 
und a— x von B find dann 


e? e? 
%=f, a? %u=P G—ı’ > 
und ihre Refultivende wird: 
e? e? 
K—X, hy — P. a 


da die Kraft X, im Sinne der poſitiven x wirkt, und dieſe vergroͤßern 
will, während die Kraft X, das entgegengeſetzte beabſichtigt. Daraus 
folgt die Gleichung: 


d.vꝰ e? e? 
nix *2 ( (a— ı)% R =) 
deren unbeftimmtes Integral die Form erhält: 
1 1 
+P, 44) 


a — x 
Nehmen wir nun an, ber Bewegte ſei mit einer anfänglichen Ge⸗ 
fhwindigfeit v, von einem Punkte C ausgegangen, für welchen man 





mA. vↄ —2e (72. 
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I 


x, —r hatte, fo erhalten wie zwiſchen ben Grenzen v und v, für v, 
x und r für x bas allgemeine Se : 


(92er, (— — +2(4-4)]. 


wodurch bie Geſchwindigkeit des Bewegten für irgend eine Lage oder 
für irgend eine Entfernung von B beitimmt werden kann. 


2 
Aus dem Wathe von Er folgt, daß die Geſchwindigkeit abnimmt, 








e? 
fo lange BZ — größer it als P& — G@_ıy ; dDiefes wird aber im 


. Anfange der Bewegung immer flattfinden, wenn man hat: 


P vPı P 
YA - — oder r<a —— — — —5 
ar VT. +YP 


und die Geſchwindigkeit erreicht im diefem Kalle ihren kleinſten Werth, 
wenn 


Yh_ VvmMao  _,_ VA 
aux VR+YPR 


geworben ift, alfo in bem Punkte D zwiſchen A und B, in welchem bie 
Wirkung der beiden Kräfte X, und X, gleich ift, und von dem an bie 
im Sinne der anfänglichen Geſchwindigkeit wirkende X, zu übertwiegen 
anfängt *). Damit ber Bewegte aber biefen Punkt D erreicht, muß bie 


> 


*) Die Bedingung “r_ —=0 für einen größten ober Tleinften Werth von v?, 
gibt eigentlich die Bleichung: 
P, P, 


— „= 
and biefe, allgemein aufgelöfet, zwei Werthe von x, nämlich den obigen, 
und dann den Werth: 

yr 


,— "m. I 

J 

welcher den Punkten D', entweder links von A, wenn P,. P, alfo x < iſt, 
ober rechts von B, wenn P. >P, und x a if, entſpricht. Für dieſe 


x=a 
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anfängliche Geſchwindigkeit offenbar einen entſprechenden Werth erhalten, 
und zwar muß fie mindeftens fo groß fein, daß berielbe in jenem Punkte 
mit der Geſchwindigkeit Nu ankommt. Diefe Annahme gibt ung alfo 
den Grenzwerth, und man findet durch Einführung der Werthe: 
x— a vr 

VAr+yPR 
in dem allgemeinen Werthe von v3 biefen Grenzwerth: 


PR (VR+ vr] 


an zen| +1 020. 4, 


v=0 ) 





a—r no a 
r(a-—r) Yr vr) 
—2e? a ( r Aa—r j 


Iſt die anfängliche Geſchwindigkeit Kleiner, als dieſer Werth, fo wird 
die Geſchwindigkeit v eher Null, als x den vorhergehenden Werth erreicht; 
es bleibt alfo die Kraft X, die überwiegende, und der Bewegte geht 
mit negativer Gefchwindigfeit gegen A zurüdz iſt Dagegen v, großer als 
ber obige Werth, fo wird die Geſchwindigkeit nicht Null, fondern erlangt 
wie ſchon erwähnt in D ihren Hleinften Werth, und der materielle Punkt 
jebt feine Bewegung gegen B mit zunehmender Geſchwindigkeit fort. 
Um dieſe Schlüffe unmittelbar aus dem Werthe von v2 zu ziehen, darf 


Punkte paßt aber unfere obige Gleichung nicht mehr, weil die Kräfte X, 
und X, bie Zeichen nicht ändern, wenn x negativ, uber größer als a wird, 
wie e8 doch die Natur der Aufgabe erfordert. Der obengefundene Aushrud 
für mv? entfpricht deßhalb nur dem Falle, wo, P. _P, vorausgefegt, ber 
Bewegte fich links von A in C’ mit einer gegen D’ gerichteten Geſchwindig⸗ 
feit vo zu bewegen anfängt, und die Kraft X, vine abfloßende Wirkung 
äußert; die Geſchwindigkeit nimmt in dieſem Halle am Anfang der Bewegung 
zu, und erreicht in D’ einen größten Werth, weil von da an bie an⸗ 
ziehende Kraft X, überwiegend wird, und die Geſchwindigkeit zu vermindern 
anfängt. Man wird fi) davon auch dadurch überzeugen, daß man den 
Ausdruck für das zweite Aenderungsgeſetz von v? in Bezug auf x ableitet, 
und in bemfelben ven vorhergehenden Werth von x einführt, wodurch man 


Br _ „„ WR=VR)' | 


das negative Ergebniß: m erhält. 


da? a’ V’: p, 
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man in biefen nur ben vorhergehenden Ausbruf von mv,?, nachdem 


berfelbe um das Glied Hmf? vermehrt worden tft, einführen, wodurch 
ſich derfelbe mit dem vorhergehenden Werthe von x, welcher dem Punkte 
D entipricht, auf 


mv”? —=+tm£f? 


reduzirt, und zeigt, daß wenn das obere Zeichen gilt, v=f, daß mit 
dem untern Dagegen v imaginär wird, 

Alle diefe Verhältniffe werden auf einen Blick Elar, wenn man für 
beftimmte Zahlenwerthe der beftändigen Größen und für mehrere be= 
liebige Werthe ber DVeränderlichen x die entjprechenden Werthe von v? 
berechnet, und durch Ordinaten zu jenen Werthen von x, welche von 
A nad) B als Abfeiffen aufgetragen wurden, darſtellt; dabei aber be= 
achtet, daß alle negativen Werthe von v? imaginäre Werthe für v geben. 
Man darf dann nur die Achfe der x parallel mit fich verrüden, um 
Dadurch Die verfchtedenen Fälle, welche fich aus den verfchiedenen Werthen 
“ der anfänglichen Geſchwindigkeit ergeben, zu erhalten, wie fogleich näher 
gezeigt werben foll. 


$. 55. 


In dem fchon erwähnten Kapitel des zweiten Buches, bei der Lehre 
von der gegenfeitigen Anziehung der Körper, wird nachgewiefen, daß 
bie von einer homogenen oder aus concentrifchen Schichten gebildeten 
Kugel ausgehende anziehende Wirkung, wenn biefelbe dem Quadrate der 
Entfernung verkehrt proportional vorausgefeht wird, für einen außerhalb - 
derjelben liegenden Punkt der Maſſe der anziehenden Kugel proportional 
und diefelbe ift, als wenn biefe Maſſe in dem Mittelpunfte der Kugel 
vereinigt wäre. Man kann demnach in unferer vorhergehenden Unter- 
fuchung die feften Punkte A und B als die Mittelpunfte zweier Kugeln 
annehmen, und als befonderes Beifpiel dazu den Mond und bie Erde. 
mählen, jedoch unter der Vorausſetzung, daß beide Weltförper Feine 
Bewegung hätten. 

Bezeichnet man alfo den Halbmefler der Erde mit R, ihre Maſſe 
mit M; biefelben Größen für den Mond mit r, und m,, fo hat man 
einmal nach aftronomifchen Beitimmungen: 


n=0,7R ; m =0,0133 M ; 
ferner iſt die anziehende Wirkung der Erde auf einen Punkt an ihrer 
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Oberfläche fehr wenig von dem Gewichte desſelben verfchieden *), und 
man Tann demnach e—=R, P,=p=—mg fehen. Für den Mond tft 
diefe Wirkung im Verbältniffe der Maſſen Kleiner, und demnach bei 
gleicher Entfernung e=R, P, =0,0133 P, = 0,0133p. Endlich 
beträgt ber Abftand der beiden Mittelpunfte dieſer Weltkörper 60 Erb- 
halbmeſſer, oder es tft a— 60 R; damit berechnet fich dann bie Ent- 
fernung bes Punktes D, für welchen die anziehende Wirkung von Mond 
und Erde gleich tft, vom Mittelpunkte des erften, ben wir in A an=. 
nehmen, gemeflen 


yD ‚0133 
1+y0 ‚ 0133 
und der Werth von v2 wird durch Einführung der vorhergehenden 


Zahlenwerthe, wenn man darin x—Rx feht und den Anfang der 
Bewegung auf ber Oberfläche des Mondes in C annimmt, fo daß man 


—=6,21..R, 


= 





hat, die Form annehmen: 
WW _ „_ 0,8—2,981x+0,0661x? 
2gR 1 60 x — x? j 


Aus dieſer Gleichung zieht man folgende Tabelle von entiprechenden 
Werthen ber Veränbderlichen x’ und y: 


Für = 0,7 wird y— 0,0 
— 3,0 — — 0,0441 
— 6,21 — — 0,0454 
— 10 — — 0,0448 
— 20 — — 0,0405 
— — — 0,034 
— — — 0,0158 
— 50 — + 0,0340 
— 59 — + 1,3051 


Diefe Werthe tragen wir num als Abfeiffen und Ordinaten auf, nämlich 
bie von x’ als Abfeiffen auf einer zur Berbindungslinte AB der beiden 


*) Die wirkliche anziehende Wirkung der Erde anf bie Körper an ihrer Oberfläche 
wird nämlich, wie wir im Iten Kapitel fehen werben, durch den von ihrer 
Bewegung um bie Achfe erzeugten dynamiſchen Drud etwas vermindert. 
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Mittelpuntte parallelen Geraden A’B’, und die Werthe von y ſenkrecht 
Dazu, biefe lektern aber in einem 100mal größern Maaßſtabe, als bie 
erftern. Die jo entftehende Curve abed, Fig. 61, ftellt dann die Be- 
wegung für den Fall vor, wo ſich der Bewegte mit ber Geſchwindigkeit 
Null von ber Oberfläche des Diondes entfernen foll, und man fleht, daß 
die Werthe von y von a bis c negativ, die von v alfo imaginär find, und 
Teine Bewegung eintritt; in berfelben Lage zeigt aber dieſe Eurve auch 
die Berhältniffe der Bewegung für den Fall, wo ber materielle Punkt 
fi) von c aus mit der Geſchwindigkeit Null gegen die Erde bewegt. — 
Verlegt man dann bie Achſe A B' parallel mit fih nach A” B”. durch 
ben tiefften Punkt b der Curve, fo ftellt die Zigur ben Fall vor, wo 
der Bewegte mit bee anfänglichen Geſchwindigkeit v, — Y/0,0454.2g R 
bie Oberfläche des Mondes verläßt und mit ber Geſchwindigkeit Null 
in bem Punkte b der gleichen Anziehung ankommt, oder eigentlich nicht 
anfommt, da er, wie wir bald ſehen werden, eine unendlich große Zeit 
dazu braucht, ebenjo wie er, In diefen Punft mit der Gefchwindigfeit 
Null verfeßt, diefen nach einer unendlich großen Zeit, d. h. nie verlaffen 
wird. Derielbe Fall wird immer eintreten, wenn bie Geſchwindigkeits⸗ 
curve (in Bezug auf die Entfernung) von der Achfe dev x berührt wird. 
Verſetzt man die Achfe der x’ ferner nach A,B, zwiſchen bie beiden 
vorhergehenden Lagen, fo ftellt die Curve den Fall vor, mo ber Be— 
wegte bie Oberfläche des Mondes mit einer Eleinern Geſchwindigkeit, 
als vu =Y0,0454.2gR verläßt, und gibt die Entfernung X—=A,b, , 
wo er mit der Gefchwindigfeit Null anfommt, um mit berfelben Be— 
wegung auf ben Mond zurüdzufallen. Gnblich deutet die Lage A,B, 
ber Abſciſſenachſe den Kal an, wo die anfängliche Geſchwindigkeit v, 
größer if}, als die vorherbemerkte, wo ber Bewegte alfo die Gleich- 


geivichtölage D mit ber kleinſten Gefchtwindigket v=V2gR >< bb, 
erreicht, und fich gegen die Erde fortbewegt. 
Der vorhergehende Grenzwerth von v, berechnet fich mit den 
Werthen: 
g —9m,88, R = 6366000” 
zu | | 
v=2331” ; 
e8 müßte demnach ein Körper auf dem Monde eine anfängliche Ge- 


ſchwindigkeit von mentaftens 2382” erhalten, um auf bie Erde herab- 
fommen zu Tünnen, wie es manche Naturforfcher von den MReteorfteinen 
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angenommen baben. Allein abgefehen von biefer bedeutenden Geſchwin⸗ 
digkeit ift ein folches Ereigniß wegen der Umdrehungsgeſchwindigkeit bes 


Mondes, melche für einen Punkt feines Aequators über 1000” für bie 
Sekunde beträgt, nicht wohl möglich, da biefe den Bewegten aus ber 
Geraden AB entfernen, und berfelbe in Folge deſſen eine krumme Linie 
(Ellipſe) um die Erbe befchreiden, alfo einen kleinen Trabanten von ihr 
bilden würde. 


$. 56. 


Aus dem Werthe von v2 erhalten wir endlich nach ber in $. 47 
(55) angegebenen Weife den Ausbrud für Die Zeit, welche ber Bewegte 
braucht, um von dem Anfangspunkte der Bewegung in der Entfernung 
r von A, zu einem andern in der Entfernung x zu gelangen. Es ift 
u wieder | 


P P P 
— 2 — — —— 
=4=yYr +27 +: a—r -) 


und daraus, wenn man, um den Ausdrud abzufürzen, 


et en 


fett, und beachtet ‚ daß x mit t wächſt 


Bl ee 


oder in einer andern nach den Potenzen ber Beränbetigen x geordneten 
Form: 


t = |* __Vatax=®) 


V2eaP, +[2e?(P, — P,)—maf?]x + mf?x? 








— f 





— tr 





woraus man fehlteßt, daß der Werth von t im Allgemeinen nur an= 
näherungsweife durch Auflöfung des Integrals in eine Reihe dargeftellt 
werden Fann. - 

Es gibt aber zwei befondere Fälle, in denen ſich das vorſtehende 
Integral auf einen begrenzten algebraifchen Ausdruck zurückführen laßt, 
in denen nämlich die Wurzelgröße im Nenner rational wird, wo alio 
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die Größe unter dem Wurzelzeichen ein vollftändiged Quadrat if. Da⸗ 
mit dieſes flattfindet, muß die Bebingungsgleichung: 


[2e?(P,—P,) — maf?]? = 8me2aP, f? 


befriedigt werden, welche : Dei auf mf? aufgelöft den Werth gibt: 


—E ) 


Wird dann dieſer Werth in den obigen von mv,? eingeführt, fo zieht 
man daraus für die anfängliche Geſchwindigkeit die beiden Werthe: 


mal hr 44 — (VRR) 


r 


‚az VB „Vr 

=2e ’ (= ra— 2) ? 

von denen ber erfte, für weichen die obern Zeichen gelten, bem oben- 
gefundenen Greuzwerthe gleich fit, nämlich derjenigen anfänglichen 
Geſchwindigkeit, mit welcher der Bewegte die Oberfläche der Kugel A 
verlaffen muß, um die Gleichgewichtslage D mit einer Gefchwindigkeit 
Null zu erreichen. Die zweite ber vorſtehenden Werthe ift offenbar 
größer als dieſer; mit ihm wird aljo der Bewegte den Punkt D über- 
fhreiten, und Die Kugel B erreichen. Für das im vorigen $. berechnete 
Veiſpiel findet man 


= V0,05308.2gR =2574",7 


als diefen zweiten Werth: 
Mit diefem Doppelwerthfe nimmt jebt der Ausdruck für tdie 
Form an: 


| * Ymalax — x?) 
oyrphyelyrzye)]' 
oder wenn man — nur an ben Fall halt, wo P,P, iſt, und dann 
zur Abkürzung 
yR _, 


yr+yPm 


ſetzt, nach einigen Ummwandlungen : 
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a, 2a, ,_ __ Vrx—x° x — ı3 
ur 

Um nım den erften Fall weite auszuführen, mache ih a — x —z 
und a— a, — ag, wodurch ber vorfichende Wert unter bie Formen: 
1x Va-29)@+ 2) u Ib a — (3 —a,)2— 2? 
| . zV (8,—z) (+2) 
oder wenn man welter a, a, durch AB, a — a, durch B erjeht, bie 
Wurzelgröße durch YZ abkürzt, und dann das Integral zerlegt, auf: 


1, 1 
| A | 78 | z, tr. 
A=— Idz..—— + Idz. —— + I dı. — 
ıy 2 y2 V2 


gebracht werben kann. Die beiden erſten Glieder können nun auf bie 
gewöhnliche Weiſe oder Dadurch vational gemacht werben, daß man febt: 


(4 —-1J)u=yY@a-2)(aHt2), 
woraus nach und nad folgt: 
a, uꝰ —ı 20(4a, +%)u 24u 


— d+e)y Are 


= yet - VE. Veen 


Man findet dadurch: 


1 

" —B-+t2z 
__ 22,2 a — a 2 

a=\du. tür 17 an [u 2 7 


oder nach bekannten Formeln: 


A4au— — 








dıv=4 Var ER 1 ra a)aretangut Vz). 


und wenn man für u und Z ihre Werthe in x einführt, fo folgt zwi— 
fchen den Grenzen r und x ber Ausdruck: 
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e„ /2aP, % „— Vnx 4 Vn (a—x) 
5⸗ 84 Va % logn Vaz ya 


+4. (m -) arctang Var 
r r 


und demnach zwiſchen ben Grenzen a, und r für bie Zeit, welche ber 
Bewegte braucht, um ben Punkt D zu erreichen, t — oo , wie oben 
behauptet wurd, 


Für den zweiten Fall ſetzt mn „+x=z2, a +, =; 68 
wird dadurch 


91 ſu Veen _ = [ex — 44 +19 +2)2—2? 
— )a—) 
und nach einer ähnlichen Behandlung wie vorher, Indem man 


Vz zu 
a 2 
fest, erhält man den Werth: 
x x — or 8, X 
— —B V le —— X 


worin YX für Yax—x? ſteht, und wonach fi} bie Zeit für befondere 
Werthe von x leicht berechnen laͤßt. 
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Zweites Kapitel. 


Freie Bewegung bes materiellen Bunftes. 


S. 57. 


Eine geradlinige Bewegung bed materiellen Punktes Tann offenbar 
nur dann erfolgen, wenn berfelbe fich unter dem Einfluffe einer einzigen 
Kraft bewegt, oder unter dem Einfluffe mehrerer, deren Sntenfitäten 
basjelbe gegenfeitige Verhaͤltniß und deren Richtungen biefelbe gegen— 
feitige Rage behalten, fo daß ihre Mefultivende immer biefelbe Richtung 
bat, und auch dann nur, wenn fich der matertelle Punkt entweder von 
der Ruhe aus bewegt, oder wenn die Richtung feiner anfänglichen Ge- 
ſchwindigkeit mit der Richtung der bewegenden Kraft zufammenfällt, 
wobei Die leßtere übrigens auch im entgegengefebten Sinne von jener 
wirken darf. In allen übrigen Fällen wird, die Bewegung eine krumm— 
linige fein, der materielle Punkt wird irgend eine einfach oder doppelt 
gefrümmte Curve befchreiben, welche wir feine Bahn nennen. 

Um daher bie allgemeinen Gefete der freien Bewegung eines Atoms 
auszubrüden, d. h. um feine Gefchtwindigkeit und feine Lage in irgend 
einem Augenblide oder am Ende ber beliebigen Zeit t angeben zu können, 
werden wir feine Lage, Auf ein rechtwinkliges Coordinaten- Syften be- 
ziehen, das mir durch irgend einen feften Punkt im Raume gelegt denken, 
und dann die drei Coorbinaten x, y, z des Bewegten ald Functionen 
ber Zeit ausdrüdenz; denn feine Bewegung wird vollitändig beitimmt 
fein, wenn die drei Gleichungen: 


gegeben oder gefunden find. 

Für jede dieſer Drei Gleichungen muß die Veränderliche t offenbar 
gleichzeitig denfelben Werth erhalten; man kann fle deßhalb in Verbin— 
dung bringen und jene Veränderliche zwiſchen je zwei berfelben eiminiren; 3 
man findet dadurch drei neue Gleichungen: 

FR, (x,y)=0 , B,(x,2)=0 , F,(y,2)=0 
oder in Bezug auf eine Diefer Veränderlichen aufgelöft: 


 y‚=a(%) , z=AlX) , Y=9(2); 
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welche die Lage des Bewegten unabhängig von ber Zeit ausbrüden, 


oder welche ſaͤmmtliche Orte des Raumes umfaflen, in denen ſich der- 
jelbe vom Anfang ber Zeit an bis zu irgend einer beliebigen Zeit nach 
und nach befinden kann. Diefe Gleichungen find alfo zufammen bie 
Sleihungen feiner Bahn, und jede für fich ift die Gleichung son ber 
Projertion diefer krummen Linie in der entfprechenden Goorbinaten= Ebene, 
wie bieß ſchon in der Einleitung ($. 17) auseinandergefebt wurdez es 
find demnach zwei jener Gleichungen zur Beſtimmung und Erkennung 
ber Eigenschaften jener Frummen Linie volllommen genügend. Aus diefen 
Gleichungen Tann dann auch der allgemeine Ausdrucd für die Bogen- 
länge s zwifchen einem beftimmten Punkte der Bahn und dem Orte, wo 
fi) der Bewegte am Ende der Zeit t befindet abgeleitet, und mittels 
der Gleichungen (62) in Function von t ausgebrücdt werden, fo daß 
man auch für diefe die Form: 


s—=F({t) (63. 
erhält. 
858. 

Nehmen wir nun jede der Gleichungen (62) für fich beitehend, fo 
erkennen wir fogletch, daß jede von ifmen die Gleichung ber gerablinigen 
Bewegung eines Punktes ift, oder als folche betrachtet werden Tann, 
und zwar bie erfte von einer Bewegung längs der Achfe der x, bie 
beiden andern beziehungsweile längs der Achſen der y und z; dem 
bie erſte: 

x—=f, (t) 


drüdt aus, daß ſich der Bewegte am Ende der Zeit t in der Entfer- 
nung x von der Ebene der yz, oder daß fich feine Projection in der 
Achſe der x in ber Entfernung x vom Anfangspunfte befindet; fie gibt 
alfo die Lage diefer Brojection in der Achfe der x am Ende der Zeit t 
an, oder fie ift die Gleichung der gerablinigen Bewegung dieſer Pro- 
jeetton. Dasjelbe gilt von ben. beiden andern Gleichungen in Bezug 
. auf die Projectionen des Bewegten in den Achfen der y und der z, und 
wir fchließen daraus, daß jede Frummlinige Bewegung im Raume auf 
drei gerablinige nicht in derſelben Ebene Tiegende Bewegungen zurüd- 
geführt, oder aus biefen und durch dieſe Dargeftellt werden Tann, 

Die im vorhergehenden Kapitel gefundenen Gefebe für die gerad⸗ 
Iinigen Bewegungen werden und demmach auch hier dienen, um bie 
Beziehungen zwiſchen ber Entfernung oder Lage des Bewegten, begiehungs- 


weiſe feiner Projectionen, feiner Geſchwindigkeit und der augenblicklichen 


\ 
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Intenſität der bewegenden Kraft analytifch auszudrücken. Bezeichnen 
wir nämlich am Ende ber Zeit t die Geſchwindigkeit der Projection bes 
Bewegten in ber Achfe der x mit u,, bie feiner Projectionen in den 
Achſen der y und z beziehungsmweife mit u, und u,, fo haben wir 
zwifchen den Coordinaten x, y, z und biefen Gefchwindigfeiten, alle als 
Funetionen von t betrachtet, diefelben Beziehungen, wie in F. 39 (36) 
zwifchen v und x, nämlich: 


d 
==, 
| _#_, 
64.) „= Tr), 
d 
= =f(t) 


Drüden wir ferner die Sntenfität der beftändigen oder veränderlichen 
Kraft, melche einem materiellen Punkte von derfelben Mafle m wie 
ber Bewegte biefelbe geradlinige Bewegung ertheilt, wie fie die Pro- 
jection des lebtern in ber Achſe der x beſitzt, durch Die beftänbige ober 
veränberliche Sröße X’ aus, ebenfo bie Intenfitäten der Kräfte, welche 
bie entiprechenben Bewegungen in ben Achſen der y und z herborzu= 
bringen vermögen, mit Y’ und Z/, fo haben wir auch nad F. 46 die 
Gleichungen: 








, d.u _ __ d?’x 
“en am 
‚_. d.u diy 
a) Y=-m dt = m Jıs . 
‚_ _ „dA. di 
an Zum 


Es wird ſich demnach noch darum handeln, Die Beziehungen zu fuchen, 
einmal zwilchen der Gefchtwindigkett v des Bewegten und ben Geſchwin⸗ 
digkeiten u., u,, u, feiner drei Profectionen, und dann zwifchen ben 
wirklich an bem Bewegten angreifenden Kräften oder ihrer Refultivenden R, 
deren drei zu den Coordinatenachſen parallele Componenten wir mit 
X, Y, Z bezeichnen werben, und den Kräften X, V, Z/, welche bie 
gerablinigen Bewegungen feiner Projectionen, eine jede als materieller 
Punft mit der Maffe m vorausgefeht, unabhängig von einander zu 
erzeugen vermögen. 
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Was nun zuerft die Geſchwindigkeit v bes Bewegten betrifft, fo ift 
leicht einzufehen, daß diefe unveränderlich fein muß, wenn der Bewegte 
in gleichen Zeiten gleiche Bogenlängen in feiner Curve zurüdlegt, wenn 
alfo feine Bewegung eine gleichfürmige iſt. Bezeichnet demnach in irgend 
einem Augenblide s die Entfernung bed Bewegten von einem feſten 
Punkte feiner Bahn auf diefer Eurve gemeffen, s, feine Entfernung am 
Anfang der Zeit t, fo tft die in t Zeiteinheiten zurückgelegte Bogenlänge 
s — Ss, und es wird bie in einer Zeiteinheit zurückgelegte Länge: 


b — 8 Ss 

oder das Berhältniß bes zurüdgelegten Erummlinigen We— 
ges zu ber angewendeten Zeit, wie bei der geradlinigen Bewegung 
das Maaß für die Geſchwindigkeit fein, da ſich die Geſchwindigkeiten 
zweier materiellen Punkte, welche fich in zwei beliebigen Curven aber 
beide gleichförmig bewegen, immer verhalten werden, mie bie in ber 
Einheit der Zeit Durchlaufenen Bogen, oder allgemeiner wie die Ver— 
hältniffe der in irgend einer Zeit durchlaufenen Wege zu den Dazu ver= 
mendeten Zeiten. 

Man wird deßhalb auch bei ber krummlinigen veränderlichen Be- 
wegung, ganz ebenfo wie bei der geradlinigen, die Beziehung zwiſchen 
ber von dem Bewegten am Ende der Zeit t erreichten Bogen-Entfernung s 
von einem feiten Punkte und der am Ende dieſes Weges erlangten Ge— 
ſchwindigkeit v finden, wenn man fich denfelben nach ber Zeit +11 
um das Bogenſtück 75 weiter gerüdt, er jeine Gejchwindigfeit um I v 


vermehrt denkt; benn das Berhättnip Z wird dann wieder das Maaß 


einer größern Geſchwindigkeit als v * einer kleinern als v-+ Iv 
- fein, und fich daraus als Anfangswerth diefes Verhältniffes: 





——_F(i)=v (65. 


ergeben, und ber Schluß folgen, Daß auch bei der krummlinigen 
Bewegung das Aendberungsgefeg ber Bogen-Entfernung s 
in Bezug auf die Zeit das Maaß für die augenblidliche 
Geſchwindigkeit ausdrüdt. 

Bei ber Frummlinigen Bewegung tft aber auch die Richtung der 
Geſchwindigkeit veränderlich; denn fie iſt dieſelbe wie die Richtung der 


Bervegung, und demnach diefelbe wie bie der Tangente an der Bahn 
Decher, Handbuch ber Mechanik 1. 18 
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in bem Orte, welchen ber Bewegte in bem betreffenden Augenblicke gerade 
einnimmt. Man wird fi) von biefer Richtung der Bewegung ober der 
Geſchwindigkeit am leichteften dadurch bie richtige Vorftellung erwerben, 
bag man fich einen Menfchen denkt, welcher einen krummen Weg ver- 
folgt und feine Augen auf den vor ihm liegenden Weg geheftet hat; 
diefer wird dann geradeausfehend feinen Blick in jedem Augenblide nach 
einer beftimmten Gegend richten, und feine Gefichtslinte, welche offenbar 
ben beichriebenen Weg berührt, wirb die Richtung feiner Bewegung in 
dem entiprechenden Zeitpunkte vorftellen. Sind demnach 


vll) , eh) 
bie beiden nothiwendigen Gleichungen der Bahn des Bewegten, fo wer- 
ben die drei Winfel I, m, n, welche die Tangente, d. 1. bie Richtung 


feiner Gefchwindigfett in dem Punkte xyz mit ben drei Coordinaten⸗ 
Achſen bildet, nach $. 26 der Einleitung durch 


cos 1 — IX cosm— dY cos n⸗ 
ds ’ ds ’ ds 


ausgebrüdt. Denkt man fich ferner die Geſchwindigkeit v wie eine 
Kraft durch eine auf jene Richtung aufgetragene Länge vorgeftellt, und 
biefe auf die drei Achien ber Coordinaten projicirt, fo werben bie fo 
erhaltenen Projectionen 


vcosl , vcosm , vcosn 


fein, und man wird demnach mit den vorhergehenden Werthen erhalten: 


veosl — 43. dx dx 
nd vw — 
d 
66.) on=-t.1-1=, 
veosn — * de _dz _ 
Od ds dv * 


woraus hervorgeht, daß Die Projectionen der Gefhwindig- 
feit vanf bie breit Achfen auch bie Geſchwindigkeiten ber 
Projectionen des Bewegten in diefen Achfen vorftellenz 
ferner hat man | 


(7) = “ III) + )] 
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de)’ — )* (4 zn (2); 
2—w?2+u?+u2. (67. 


Man kann demnach die Geſchwindigkeiten, ebenjo wie fürbernde Kräfte 
und nach benfelben Regeln in drei unter fich rechtwinklige ober überhaupt 
nach drei Richtungen zerlegen, und umgekehrt Drei oder mehrere in eine 
einzige zufammenfegen, und deßhalb auch fagen, die Geſchwindigkeit der 
Projection des Bewegten in einer der Coordinaten-Achſen jet die zu 
dieſer Achſe parallele Componente der wirklichen Geſchwindigkeit des 
Bewegten; es kann ferner dadurch dieſe Geſchwindigkeit immer gefunden 
werden, wenn die Geſchwindigkeiten der Projectionen bekannt ſind, und 
umgekehrt dieſe letztern, wenn jene gegeben iſt. 


alſo auch 


$. 60. 


Das Vorhergehende berechtigt uns aber noch nicht zu dem Schluffe, 
daß auch bie zu den Goordinaten = Achfen parallelen Gomponenten 
X, Y, Z ber bewegenden Kraft R durch bie Aenderungsgefehe ber Be⸗ 
wegungögrößen: 

Mu ,„ muy ,„ mu 


gemefien werden, ober daß biefe Eomponenten mit ben oben angenom- 
menen Kräften X, V, Z gleichbedeutend find. Denn die Richtung der 
Kraft R fallt im Allgemeinen nicht mit ber Richtung der Geſchwindig⸗ 
keit zufammen, fondern bildet in jedem Augenblide einen größern ober 
kleinern Winkel mit ihr; ihre Wirkung Tann deßhalb nicht blos auf die 
Aenberung ber Geſchwindigkeit gerichtet fein, wie bei ber gerablinigen 
Bewegung, wo bie bereitd vorhandene Geſchwindigkeit und Die bewegende 
Kraft diefelbe Richtung haben und demnach nur eine Aenderung in der 
Stärke, aber keine in der Richtung der Bewegung hervorgebracht 
wird, wo alfo Die ganze Wirfung der Kraft auf die Aenderung der 
Bewegungsgröße gerichtet fein muß, und mo in ber That, wie wir im 
vorigen Kapitel (K. 46) gefehen haben, das Geſetz biefer Aenderung ber 
Bewegungsgröße das Maaß für die augenblicliche Intenfität der be= 
wegenden Kraft vorftellt. 

Bet der Bewegung in einer Frummen Linie wird im Allgemeinen 
fowohl die Grüße als die Richtung ber Bewegung oder der Geſchwindigkeit 
in jedem Augenblide geändert; wir können uns daher, ba keine Aenderung 

18 * 
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ohne eine Äußere Urfache oder Kraft erfolgen Tann, die Wirkung der 
bewegenden Kraft in jedem’ Angenblice in zwei zerlegt denken, nämlich 
in eine, welche nur bie Aenderung in ber Größe der Geſchwindigkeit, 
und in diejenige, welche die Anderung ihrer Richtung erzeugt, ober 
welche in jebem Augenblicke im Begriffe ſtehen, dieſe Aenberungen zu 
erzeugen. Wir werben aljo bie Kraft R, welche an dem Bewegten 
tätig ift, in jedem Augenblicke als die Refultirende zweier Kräfte T 
und N betrachten, von denen bie erfte Die Geſchwindigkeit, bie zweite 
bie Richtung ber Bewegung ändern foll, und beren Intenfitäten und 
Richtungen nun zu beftimmen find, um Daraus bie Beziehungen zwiſchen 
ber Geſchwindigkeit und Lage bes Bewegten und ber beivegenden Kraft R 
oder ihren Componenten X, Y, Z ableiten zu Tonnen. 

Es ift nun nach der Beflimmung, welche die Kraft T zu erfüllen 
hat, einleuchtend, daß ihre Intenfität durch das Aenderungsgefek ber 
Bemwegungsgröße gemeflen werden muß, daß man alſo: 

dv 
T=m oĩ 
haben muß. Nicht minder einleuchtend dürfte es ſein, daß ihre Richtung 
in jedem Augenblicke dieſelbe ſein muß, wie die der Geſchwindigkeit oder 
die der Tangente an ber Bahncurve; dieſer Schluß läßt ſich indeſſen 
aus ben bereit erhaltenen Beziehungen unmittelbar ableiten. 

Nehmen wir nämlich die Abgeleitete oder das Aenderungsgeſetz der 

Sleihung (97) in Bezug auf die Veränberliche t, fo wird 


oder 


und wenn man diefe letztere Gleichung mit m multiplichrt und beachtet, 
daß man hat: 

% _ cosl— dx % — cos m⸗ 2 osı=— 
BT ty T ds’ ds ! 
fo findet man mit Berückfichtigung der Gleichungen (a) in $. 58 den 

Ausdruck: 
b) m ——— 


und ſchließt daraus: 
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1) daß die drei Kräfte X, Y', Z/, von benen jede für fich allein 
dem gegebenen materiellen Punkte Parallel zu der entiprechenden Goor- 
dinaten-Achfe eine folche Bewegung ertheilen würde, wie fie die. Pro- 
jectton besfelben in derfelben Achfe befist, als bie rechtwinkligen Com⸗ 
ponenten einer Kraft R’ angeiehen werben können, deren Richtung und 
SIntenfität fich natürlich in jedem Augenblide Andert, und 

2) daß die Kraft T, welche die Aenderung ber Gefchwindigfeit 
bewirkt und durch Das Henderungsgefeh der Bewegungsgröße jenes ma- 
tertellen Punktes gemefjen wird, nicht Diefe Refultirende R’ felbft ift, 

ſondern durch deren Projection auf die Tangente der Bahncurve oder 
auuf die Richtung der Gefchwindigfeit vorgeftellt wird, daß alfo T als 
die eine von zwei rechtwinfligen Gomponenten der Kraft R’ betrachtet 
werden kann, von welchen die zweite, die wir mit N’ bezeichnen wollen, 
in die Normal= Ebene ber von dem Bewegten beſchriebenen Curve fällt, 
während T felbft nach der Tangente gerichtet if. Denn wenn man ben 
Winkel zwifchen der Richtung ber Kraft R’ und der Tangente mit I 
bezeichnet, fo hat man nad) $. 12, Gleichung (12) 


dx dy dz 
' — Y/ L ⸗ — 
R' cos $ —X is rY Is +2 ds —T 0) 
und demnach auch 
Rsny”"—=N. 


Es fragt fih alfo zunächft, im welcher Beziehung biefe Componente N’ 
zu der Bewegung oder zu der Kraft N fteht, welche bie Aenderung in 
der Richtung ber Bewegung oder ber Gefchwindigfeit zu bewirken hat. 


$. 61. 


Um diefe Beziehung zu erfennen, gehen wir wie bei der Unter- 
ſuchung der Geſetze der gerablinigen Bewegung, von einfachen Fällen 
aus, und betrachten zuerft wieder die gleihfürmige geradlinige 
und die geradlinige Bewegung überhaupt, aber jet in einer be— 
liebigen Richtung gegen das Coordinatenſyſtem und nad) der vorher 
gehenden allgemeineren Auffaffung, wodurch wir zugleich Gelegenheit 
erhalten, bie vorhergehenden Gleichungen und Beziehungen anzuwenden. 

Bei ber gleihförmigen geradlinigen Bewegung iſt ſowohl 


bie Größe als die Richtung der Geſchwindigkeit unveränderlich, alſo 
einmal \ 
v=b, 
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und dann Kat man, wenn a, A, y bie Winkel bezeichnen, welche bie 
- Richtung ber Bewegung mit ben Goorbinaten-Achfen bildet, 
„=bcosa „, u, — h cos . u.=bcosy ; 


es find demnach auch bie Componenten der Geſchwindigkeit oder bie 
Geſchwindigkeiten der Projectionen bes Vewegten unverãnderlich, woraus 
zunaͤchſt wieder 


x“=0, VO, Z7=0 
folgt, und dann 
R=0, 1T=0, N=0, 
wie vorherzufehen war. 
Flir die veränderliche geradlinige Bewegung haben wir ale 


Gleichungen ber Bahn bed Bewegten, mie vorher, bie Gleichungen einer 
Geraden: 








cos Y coSsa 
bie Geſchwindigkeit ift aber eine beliebige Function ber Zeit, alfo 
v=f(tl). 


Die Geſchwindigkeiten der Projectionen oder die Gomponenten berfelben 
find demnach 


w=f(t).osa ,„ w=fft).os® ,„ w==f(t).cosy 
und man erhält daraus die Intenfitäten der Kräfte X’, Y', Z: 








‚_ du 

X=nm Fr —mf(t).cosa 

’ du, 

Y=-n— =mf(). cos ⸗ , 
D=mS"—mf(t).ony 


welche in Verbindung mit den vorhergehenden Werthen von u,, u,, u, 
zeigen, daß Die Bewegungen ber Profertionen bes Bewegten in ben drei 
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Achten ber Bewegung bes Iebtern felbft ganz ahnlich find, daß fie z. B. 
in bem Fall einer gleichförmig veränderten Bewegung desſelben ebenfalls 
gleichförmig veränderte Bewegungen, fen erben. Herner fchließt man 
daraus: 

dv 


T=m m —nf()=R- —R, 


und demnach auch 
N=0. 


Bei der gerablinigen Bewegung ift folglich die Kraft R’ mit der Kraft R 
gleichbedeutend, und ftellt zugleich ihre in Die Richtung der Bewegung 
fallende Componente T vor; die dazu: fenfrechte Somponente N’ IE Null, 
ebenfo wie die Gomponente N der Kraft R, da hier Feine Aenderung in 
der Richtung der Bewegung hervorzubringen it. Es dürfte deßhalb 
ſchon aus dieſen Ergebniſſen der fichere Schluß zu ziehen fein, daß. bie 
Kräfte N und N’ und demnach auch bie Kräfte R und R’, die erftere 
als Refultivende von T und N, bie legtere als Refultivende von T und N’, 
gleichbedeutend find, Wir wollen jedoch diefen Schluß durch die Unter⸗ 
fuchung einer einfachen Bewegung unterflüßen, bei welcher nur eine 
Aenderung in der Richtung und Feine in der Geſchwindigkeit zu bewirken 
I ‚, bei welcher alfo, wenn unfer Schluß richtig iſt, T Null, und 
—=N=R==R fein muß. 
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Diefe einfache Bewegung tft bie gleihfürmige Bewegung im 
Kreiſe, alfo eine Bewegung, bei welcher ber in Bewegung begriffene 
materielle Punkt Immer in gleichen Zeiten gleiche Bogenlängen zurüd- 
legt, bei welcher demnach die Gefchwindigfeit unverändert bleibt, -und 
die Kraft R, bie nun mit ihrer Componenten N gleichbedeutend tft, nur 
die fortwährende Aenderung der Richtung zu bewirken hat. Diefe Rich- 
tungsänderung ift aber, wie in ber Einleitung ($. 31) gezeigt 
worden, analytiſch gleichbedeutend mit der Krümmung, und daher 
wie dieſe beim Kreife unveränderlich, d. h. in allen Bunkten bes 
Kreifes oder in jedem Augenblicfe der Bewegung biefelbe; die Kraft hat 
alfo bei dieſer Bewegung, wie bei ber gleichfürmig veränderten, in jedem 
Augenblicke biefelbe Wirkung hervorzubringen; fie muß demnach auch 
wie bei diefer eine unveränberliche Kraft, und ihre Intenſität bei 
fonft gleichen Umftänden diefer Wirkung, d. h. der Richtungsänderung 
oder Krümmung proportional fein, und man fieht, daß man auch Diele 
Richtungsänderung als Maaß der Kräfte benützen könnte, daß dasſelbe 


a 


aber weniger einfach fein würde, als bas im vorigen Abfchnitte auf die 
Geſchwindigkeitsaͤnderung gegründete, da bie in einer Zeiteinheit bewirkte 
Richtungsänderung offenbar auch von der Geſchwindigkeit des Bewegten 
abhängt. Um alfo die Kraft, welche die Richtungsänderung bewirkt, 
meffen zu Tönnen, müfjen wir unterfuchen, welche Gefchwindigfelt fie 
dem Bewegten ertheilen würde, wenn derſelbe ihrer Wirkung allein 
unterworfen wäre, wir müſſen gleichfam die Richtungsänderung in Er— 
zeugung von Geſchwindigkeit umfehen ober durch diefe verwerthen. 

Es ift aber einleuchtend, daß der Zuftand unferer Bewegung in 
jedem Augenblide derſelbe tft, daß alfo die Richtung ber beiwegenden 
Kraft in jedem Augenblicke dieſelbe Lage haben muß gegen bie Richtung 
ber Bewegung oder Gefchwindigfeit, und leicht zu fchließen, daß fie 
fortwährend ſenkrecht zu Diefer Richtung fein muß. Denn wegen ber 
Unveränderlichfeit der Geſchwindigkeit ift Fein Grund dafür vorhanden, 
baß die bewegende Kraft mehr zum Vortheil als zum Nachtheil ber 
Geſchwindigkeit wirken follfe, oder umgekehrt, während leicht zu fehen 
ift, daß man in jeder andern Richtung als ber fenkrechten bie Kraft 
zerlegen kann in eine zur Geſchwindigkeit fenfrechte Componente, und 
in eine, welche wie fie längs ber Tangente thätig tft, und baß biefe 
letztere zu Gunſten der Gefchwindigfeit wirken und die Bewegung bejchleunt- 
gen wird, wenn ber Winkel zwifchen ber Richtung der Kraft und ber 
Geſchwindigkeit ein fpiker tft, Daß fie Dagegen die Gefchwindigfeit ver= 
mindern muß, wenn biefer Winkel ein ftumpfer ift, wobei die ſenkrechte 
Somponente, wenn fich dieſe beiden Winkel zu 7 ergänzen, biefelbe bleibt 
- amd offenbar in beiden Fällen bie gleiche Wirkung Außern muß, und es 
folgt Daraus nothwendig, daß auch bie Wirkung der ganzen Kraft eine 
befchleunigende oder eine verzögernde fein müßte, wenn fie eine andere 
Richtung gegen bie Geſchwindigkeit hätte, als die ſenkrechte. 

Die Kraft R oder N tft alfo nothwendig, wie bie Gomponente N’ 
normal zur Bahn, d. h. fortwährend gegen ben Mittelpunkt des Kreiſes 
gerichtet, in dem fich ber materielle Punkt bewegt, und bie von ihr be= 
wirkte Richtungsänderung tft die Folge ihres Beftrebens, ben Bewegten 
jenem Mittelpunkte zu nähern oder ihm eine gegen den Mittelpunft ges 
richtete Geſchwindigkeit zu ertheilen. Diefe Geſchwindigkeit iſt aber in 
jedem Augenblicke Null, weil diefe Bewegung gegen den Mittelpunft 
in jedem Augenblide anfängt, oder im Entfichen begrif- 
fen ift, und die Wirkung ber Kraft N Fan deßhalb mit der Wirkung 
einer gegen eine feſte Fläche gerichteten Kraft verglichen werden, welche 
ihrem Angriffspunfte ebenfalls Feine Bewegung ober Gefchwindigfeit zu 
grihetlen vermag, die aber in jebem Augenblide das Beftreben zeigt, 
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ihm eine folche zu ertheilen, eine Wirkung, bie wir bereit mit bem 
Namen: Drud bezeichnet haben. 

Nehmen wir nun, um bie analytifchen Verhältniſſe möglichſt einfach 
zu erhalten, die Ebene des Kreifes, in welchem fich ber materielle Punkt 
bewegt, als Ebene der xy an, legen wir die Achje ber x durch deflen 
Mittelpunkt, welcher zugleich Anfangspunft der Coordinaten fein foll, 
und durch den Ort, in welchem fich der Bewegte am Anfang der Zeit t 
befindet, und bezeichnen wir feine conftante Gefchwindigfett mit b, fo 
haben wir einmal die einfachen Beziehungen: 


s—bt „, v=b 


und dann für die Soordinaten des Bewegten am Ende der Zeit t bie 
Werthe: 


N) bt . 8 ‚ bt 
x 709 ——=T008— ,„ Y=rTs1n— =rsm — . 
r r r r 


Daraus ziehen wir für die Gefchwindigfeiten des Bewegten parallel zu 


ben Achſen der x und der y die Ausdrüde: 
u — — 15 3 — — bin?! lt — beos! 
= 6 Tr” r ’ Tee” nr 7 r ? 


welche durch Zufammenfehung wieder 
| v=Yu +? = 


und durch neue Ableitung bie Werthe der Kräfte X’ und Y’ geben, 
nämlich: 








Komik _ m.P cos da _ _ mon 
dt F. ' rd Tr r 

Y= der _ m sin de _ _ mn. 
-a mn 7 079"7 rd r a 


Diefe beiden Kräfte find demnach die beiden zu den Goordinaten-Achien 
parallelen Componenten einer Kraft R’ oder N’, welche in jeder Lage 
des Bewegten gegen ben Mittelpunkt des Kreifes oder normal zur Kreie- 
linie gerichtet ft, und deren Intenfität durch 


— — pꝰ 
R=N=YX?2+Y3—=m— 


ausgebrüdt wird, während der Werth für T, wie fi Died von felbfi 
verfieht, Null wird. Diele Verhaͤltniſſe zeigen fich uͤbrigens noch einfacher 


— 


und einleuchtender, wenn wir bie Bewegung am Anfange ber Zeit ober 
des Bogens s, mo fie biefelbe tft wie am Ende ber Zeit t, betrachten, 
alfo in dem Augenblide, wo ber Bewegte durch bie Adhfe der x geht; 
benn man findet dann bie Geſchwindigkeiten: 


w—=0 , u, — b, 


welche zeigen, daß der Bewegte in der Richtung der Normalen in jedem 
Augenblicke die Geſchwindigkeit Null bat, und dann die Jutenſität ber 
im Sinne ber Bewegung gerichteten Kraft T, bier Y", 


Y=0, 


während bie Kraft X’, welche ben materiellen Punkt ſenkrecht zur Rich- 
tung der Bewegung abzulenken firebt, und demnach mit unferer Kraft R 
oder unferem Drucke N gleichbedeutend ift, durch ihren Werth für 


s—=0: 


“=-m——=R=—N 


das Maaß ber conftanten und der Krümmung 4 proportionalen Kraft 


gibt, welche die Richtungsaͤnderung hervorbringt, welche alſo in Ver⸗ 
bindung mit ber anfänglichen Geſchwindigkeit bie Bewegung im Kreiſe 
erzeugt. 

Wir finden durch biefe Ergebniffe den Schluß am Ende des vorigen 
$. betätigt, daß die normale Gomponente N’ bie Richtungsänbderung ber 
Bewegung zu bewirken hat und demnach mit ber Somponenten N ber 
bewegenden Kraft R gleichbedeutend ift, daß folglich dieſe ſelbſt und 
ihre Somponenten X, Y, Z ibentifch find mit der Kraft R’ und ihren 
Eomponenten X, Y', 2. Wir fchließen ferner aus ben vorhergehenden 
Betrachtungen, daß eine Kraft, welche Teinen Einfluß auf die Ge⸗ 
ſchwindigkeit ihres Angriffspunttes äußern ſoll, ſenkrecht zu dieſer Ge= 
ſchwindigkeit gerichtet fein muß, und daß umgekehrt eine Kraft, welche 
fenfrecht zur Geſchwindigkeit eines materiellen Punktes gerichtet ift, dieſe 
Geſchwindigkeit nicht Anbert. 


$. 63. 


Derweilen wir noch einen Augenblick, ehe wir zu unfern allgemeinen 
Betrachtungen zurückkehren, bei dem vorhergehenden Ausdrucke für bie 


8 


Kraft, welche die Richtungsänderung bei der gleichförmigen Bewegung 
im Kreife bewirkt. Diefer Ausbrud zeigt unter ber Form: 


b 
—=mb.— r 


daß der Drud N in jedem Augenblide fi zu der Bewegungsgröße mb 
bes Bewegten verhält, ‚wie die Geſchwindigkeit zum Krümmungshalb- 
mefler r, und führt ung zu bem weitern Schlufle, daß dieſes Verhältniß 
auch bei ber Bewegung in jeder andern krummen Linie ftattfinden wird, 
Denn in jedem Augenblide Tann man fich, wie fchon im 6. 31 ber 
Einleitung ausgefprochen wurde, bie Bewegung in dem Krümmungs- - 
kreiſe vor fich gehenb denken, welcher bem Orte des Bewegten in feiner 
Bahn angehört, und in welchem er die Geſchwindigkeit v oder Die DBe- 
wegungsgröße mv befitt, wobei e8 offenbar gleichgültig tft, ob fich biefe 
Bewegungsgroͤße während der Bewegung ändert oder nicht, da fie für 
jeden Krümmungskreis nur eine einzige beftimmte fein Tann. Man er- 
erhält auf biefe Weile ald Maaß der Kraft N am Ende ber Zeit t, 
wo die Geſchwindigkeit des Bewegten v und an einem Orte ber Bahn, 
wo ber Krũmmungshalbmeſſer o iſt, den Ausdruck: 
v v? 
N=m.——m-— , 
_ 4 
welchen man auch unter die Form: 
N=mv?x 
bringen, und als Product aus ber lebendigen Kraft des Bewegten in 
die Krümmung der Curve betrachten Tann. 

Diefe Folgerung wollen wir fogleich auf die Bewegung eines materiellen 
Punktes in einer Parabel anwenden, indem wir das Gefeb biefer Be- 
megung durch die Bedingung beittinmen, daß Die Bewegung feiner Pro— 
jection in einer zur Achſe der Parabel fenkrechten Geraden (der Achfe 
ber y) eine gleichfürmige fet. 

Die Gleichung der Parabel auf Achfe und Scheitel bezogen, hat 
bie Form: 

YP=2px, 
und die eben ausgefprochene Bedingung gibt: 
y=bti, 


wo b die conftante Gejchwindigfeit der Projection in der Achſe der y 
bezeichnet. Eliminirt man mittel® ber letztern Steigung y aus ber 


erftern,, fo folgt: 


und man fließt Daraus, daß die Bewegung ber Brojection des Be— 
wegten in ber Achſe der x ober in ber Achfe ber Parabel eine gleich- 
förmig befchleunigte iſt. Diefe beiden Gleichungen geben dann weiter: 


2 
„x _M , _4y 


dt p dt 


ab? (145%) = (1 + 


Ferner erhält man für die Somponenten X und Y die Werthe: 


d.u — b2 m‘: Uy 
vg un, Yen 
welche zeigen, baß bie bewegende Kraft R mit ber Gomponenten X 
gleichbedeutend tft, daß diefelbe demnach eine unveränberliche Kraft und 
ihre Richtung fortwährend parallel zur Achfe der Parabel tft, und Damit 
für die nach ber Tangente gerichtete Kraft T den Ausdrud: 


2 
T=X en —— 


\ VE 


oder da fich aus der Gleichung der Parabel 


=b, 


und damit: 


—(, 








X=m 


dy_P__P- B 
dx y J7 2x 
ergibt, den Werth: 
b2 2x 
T=m-— — , 
| oo P VE 
Man hat aber auch 
d.VYp2 -1. b212 2 
T= mr _ b .yVP+b®_b _ bi D 
dt p dt P Yp-+ bau 


und demnach mittels des Werthes von x in t, T wie vorher. 


iS _ 


Die Krümmung x — — wird für eine ebene Curve nach 6. 30 
ber Einleitung durch | | 
d?y N 
A 


oT 


ausgebrüdtz zieht man alfo aus der obigen Gleichung ber Parabel oder 
aus ihrem erfien Aenberungögejege dag zweite: 


day "VR__ 
a’ 


dx? 


fo findet man nach ben nöthigen Reductionen und ohne Rüdficht auf 
das Qualitätszeichen für die Parabel die Krümmung: 


=] ___ 
E (p+ 2x)? 


und damit und dem Werthe von v2 den Drud N 


ve? mb? p 
N=-m-- — — 5— . 
e pP \ 2x+Pp 


Endlich hat man noch für die bewegende Kraft R bie Beziehung: 


. R—=YT2-+ N, 
und mit den gefundenen Werther folgt 
bh? 
R=m—=X 
pP 


für jeden Punkt der Curve, wie vorher. 
Für den Scheitel insbeſondere wird 
b2 


T=0 , N=R=n— 
' P 


und in dem Punkte, deſſen Goordinaten =; p: y=p find, aljo im 
Endpunkte der im Brennpunkte errichteten Ordinate, tft 


2 — 


was auch leicht ſo einzuſehen iſt, da in dieſem Punkte die Richtung 
der Reſultirenden R ben Winkel zwiſchen der Tangente und Normale 
halbirt. 

6. 64. 


Kommen wir nun wieder zu den allgemeinen Geſetzen der freien 
Bewegung eines materiellen Punktes zurück, und erſetzen wir nun nach 
ben Ergebniſſen der vorhergehenden F8. in den Gleichungen (a) in 
6. 58 die Kräfte X’, Y’, Z’ burch die Womponenten X, Y, Z ber 
bewegenden Kraft R, fo erhalten wir bie Gleichungen: 


ng mi 
d.uy _ diy 
d.s __ d@z 
dt? dt2 —1 


als die allgemeinen Beziehungen zwiſchen ber Geſchwindigkeit des Be— 
wegten oder ihren Componenten, der Lage desſelben und der bewegenden 
Kraft oder ihren rechtwinkligen Componenten am Ende der Zeit t, ober 
als die allgemeinften Gleichungen ber genannten Bewegung. Die Gleichung 
(b) oder der Wertb von T in $. 60 wirb in gleicher Weiſe, und mit 
Beachtung der Gleichung (65): 
— — _y dx dy dz 

69.) T=n7 ma 1, tr t7G : 
und zeigt, daß bie Geſchwindigkeit bei einer Frummlinigen Bewegung 
fich nach demjelben Geſetze ändert, wie bei einer gerablinigen, bei wel- 
er die bewegende Kraft in jebem Augenblide durch die tangentiale 
Gomponente R cos 3 der Kraft R, welche dieſe Frummlinige Bewegung 
veranlaßt, vorgeftellt wird, wobei I den veränberlichen Winkel bezeichnet, 
den bie Richtung diefer Kraft mit der Tangente in dem Punkte xyz 
ber Bahncurve oder am Enbe ber Zeit t bildet. 

Die normale Somponente R sin$ ober N, welche bie Aenberung 
in der Richtung ber Bewegung oder bie Seftalt der Bahncurve 
bedingt, ergibt ſich nun einfach auf folgende Weiſe. Sind A, u, » 
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bie Winkel zwiſchen ihrer Richtung und ben drei Achien, alfo N cos A, 
N cosu, N cos» ihre rechtwinkligen Seitenkräfte parallel zu diefen 
Achien, jo wie T cosl, T cosm, T cosn bie entfprechenden Seitenfräfte 
der Kraft T find, fo hat man nach $. 12 
X=—=Tcosl +NcosA 
Y=Teosm-+N oosu }. (e. 
Z=Tcosn +4+Ncos»v | 


Seht man nun für X, Y, Z zuerft ihre obigen Werthe unter die Form: 

















dx 
d.v— 
Komi% _ ds 
Ag Ur | 
dy 
Yon vn ds cd. 
dd | 
„gz 
d. u, "ds 
Z=mn, Zu 


und führt dann De angebeuteten Ableitungen aus, wodurch man mit 
ber Beachtung des Werthes: T—=m = die Gleichungen: 


dx dx 
"da. dr), de, „dx 
v 1 775 dt) 





findet, und erinnert fi), daß man hat: 


dx dy — 
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fo wird man leicht fehen, baß ſich aus ben vorhergehenden Gleichungen 
(c) die Werthe: 








d. dx FR 
NcosA=mv ds N — ds 
csA=m 11 ; N cosu =mv Fri 
a. 
N cosv = mv ds — 
— dt ° 


oder auch, da v - ift, und wenn man auf ber rechten Seite den 


Zähler mit v, ben Nenner mit 2 multiplicirt und bie DVeränberliche 
t gegen bie s vertaufcht, die Werthe: 











a. 4x a. 
“ds "ds 
N cos A= mv ds * N cos u=mv 7 * 
a. iz 
Ncosv=mv? ds 
— — ds? 


ableiten laſſen. Bezeichnen dann ferner A,, u, »ı die drei Winkel, 
welche die Richtung des Krümmungshalbmeflerd o in dem Punfte xyz 
mit ben drei Achfen einfchließt, fo bat man nach 6. 30 ber Einleitung: 














d dx dy 42 
» "ds cos, ds cos "ds _cosy 


ds eo ds oe.” ds oe ° 
und in Folge deſſen 


2 2 
N 0a = 006 3 ; Neos = os : 


3 
N cosy = = cosy, . 
Daraus ergibt fih einmal 
70.) N — —, 
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wo e als abjolnte Größe ohne Oualitätszeichen genommen fit, und dann 
osi=FtwsA, , wu—=tosu ,„ wr—=Htcos», .. 


Die Richtung der Kraft N fällt demnach immer mit ber des Krüm- 
mungshalbmeflerd ober der Hauptnormale ber Bahncurve zu— 
fammen, und es folgt aus der Natur der Sache, daß fie immer gegen 
den Krümmungsmittelpumtt gerichtet fein muß. Umgekehrt wird auch 
die Richtung und Größe des Krümmungshalbmeflers und damit die Ge- 
ftalt ber Bahn des Bewegten durch die Kraft N in Verbindung mit dem 
allgemeinen Ausdrucke für Die Geſchwindigkeit beftimmt fein. 


. 65. 


Die vorhergehenden Gleichungen (68), (69) und (70) löſen nun 
einzeln ober in Verbindung mit einander, und mit Beachtung ber unter 
(64) bis (67) aufgeführten Beziehungen, alle -Aufgaben auf, welche 
hinfichtlich der freien Bewegung eines Punktes vorkommen. 

4) M die Bewegung vorgefchrieben, alfo fomohl bie Form ber 
Bahn als die Art der Bewegung in bderfelben beftimmt, fo kennt man 
die Sleichungen der Bahn und den Bogen s oder eine ber Coordinaten 
X, y, 2 als Function der Zeit i. Daraus kann man dann entiweber 
alle drei Coordinaten als Functionen von t ableiten, und mitteld ber 
Gleichungen (64) die Bejchwindigfeiten längs der drei Achſen, durch 
die Bleichungen (68) die parallel zu dieſen Achten thätigen Componen⸗ 
ten X, Y, Z beftftimen, ober man wird, mas meiftens leichter iſt, 
unmittelbar die Geſchwindigkeit v und ihre Gomponenten: *. Er F 
berechnen, und baraus die Kräfte X, V, Z herleiten, welche durch Zu= 
ſammenſetzung bie Größe” und Richtung. der Refultivenden R geben. 
Man kann aber auch bie Gleichungen (69) und (70) anwenden; man 
wird dann zuerft die Geſchwindigkeit v juchen, durch ihr Aenderungsgeſetz 
die tangenttale Componente T und mitteld ihres Quadrates und bes 
befannten Krümmmgshalbmefiers der Bahneurve bie normale Compo⸗ 
nente N beftimmen, durch deren Verbindung mit T bie Größe und 
Richtung der Refultivenden erhalten wird, wie an dem Beiſpiel in $. 63 
bereiis gezeigt worden ift. 

Man fieht leicht ein, daß basjelbe Verfahren zum Ziele führt, 
wenn bie Bahncurve beftimmt und die Art der Bewegung in berfelben 
durch die Geſchwindigkeit, ſei es in Function ber Zeit, oder des Bogens, 
oder einer der Coordinaten gegeben iſt. 

Decher, Handbuch der Mechanik I. 19 








2% 


2) In den meiften Yällen ift jeboch die Größe und Michtung ber 
bewegenden Kraft gegeben und die Art ber Bewegung fowie bie Geftalt 
ber von dem Bewegten beichriebenen Bahn zu fuchen; dabel muß aber 
die Lage und Geſchwindigkeit des Bewegten in einem beftimmten Augen- 
blife oder am Anfang ber Zeit (die anfängliche Lage und Gefchwin- 
digkeit) befannt oder gegeben fein, wenn die Aufgabe eine beftimmte 
fein ſoll. 

SR dann die Kraft conftant ober als eine Function ber Zeit aus- 
gedrückt, fo wirb Died auch für ihre Gomponenten der Fall fein, und 
bie Gleichungen (68) können unmittelbar und einzeln integrirt werden. 
Dasfelbe findet noch ftatt, wenn die Kraft eine ſolche Function ber brei 
Goordinaten des Bewegten ift, daß jebe ber Gomponenten X, Y, Z 
nur eine Function von ber entiprechenden der Veränberlichen x, y, z 
wird. In allen diefen Ballen Tann man demnach bie Bewegung des ma⸗ 
teriellen Punktes parallel zu einer der Achfen ganz unabhängig von den 
Bewegungen betrachten, welche er parallel zu ben beiden andern Achſen 
zu haben fcheintz feine Bewegung kann auf drei einfache von einander 
unabhängige gerablinige Bewegungen zurüdigeführt, ober in dieſe gleich- 
fam aufgelöjet werben. 

Sind dagegen die Gomponenten X, Y, 2 gleichzeitig Functionen 
der drei Beränderlichen x, y, 2, fo koͤnnen bie Gleichungen (68) wur 
in gegenfeitiger Verbindung angewendet werben, wie bies ſchon bei ben 
Gleichungen (69) und (70) der Ball ik. Die Beivegung der Bro: 
jeetton bed bewegten materiellen Punktes in der Achſe ber x iſt zwar 
noch immer bdiefelbe, al& wenn an demſelben in jedem Augenblide nur 
eine ber Seitenfraft X gleiche bewegende Kraft thättg, und feine an- 
fängliche Geſchwindigkeit die zu dieſer Achfe parallele Gomponente der 
wirklichen anfänglichen Gefchwindigkeit geweſen waͤre; aber jene Seiten- 
kraft X Anders fih gemäß der Bewegungen. ber Projectionen in den 
beiden andern Achſen, und. dieſe — können deßhalb nicht mehr 
unabhängig von einander unterſucht werben 

Dasfelbe würde, wie leicht zu fehen, au dann ſtattfinden, wenn 
die Refultivende R eine Function der Gefchwindigfeit wäre, aber nicht 
biefelbe Richtung hätte, wie diefe. Denn wenn bas lehtere ber dall iſt, 
ſo wird die Componente N Kuh und 


bie Bahn bes Veweglen alſo ‚sine gerade Knie, beren. age wu, de 
Richtung der anfänglichen Gefchwindigfeit behingt Wi 
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Die Gleichungen (69) und (70) oder die Werthe der Componen⸗ 
ten T und N werben indeflen mit Vortheil nur dann angewendet, wenn 
eine Beftimmung über die Lage der Refultirenden in Bezug auf bie 
Tangente getroffen tft, wenn man alfo aus dem gegebenen Werthe von 
R unmittelbar auf die Werthe von T und N fchließen kannz in allen 
übrigen Fällen führen fie wegen ber verwidelten Beziehungen zwiſchen 
den Coordinaten, dem Bogen und dem Krümmungshalbmefler auf jehr 
zufammengefegte, ſchwer zu behandelnde Ausdrüde. Man hat bephalb 
aus den obigen Gleichungen andere abgeleitet, welche für befondere Auf- 
gaben leichter zum Ziele führen, welche namentlich bei den in der Natur 
vorkommenden Bewegungen am meiften Anwendung finden und zugleich 
wegen ber allgemeinen Gefege, die fie ausdrücken, von Wichtigkeit find. 


‘Ss. 66. 


Derbindet man nämlich, wie bei. der gerablinigen Bewegung ($. 47) 
die Sleichung (69) mit der Gleichung (65), fo ergibt ſich: 





dv 
T "dv 
va is 
dt » 
oder: 
IRLEEE ER BE 
ds 2 ss 0° 


und benmach durch Integration: 


4. mv?—2 | ds. 1=2 fas(x4 —A +24)» 


wo T forte die Componenten X, Y, Z und bie Gosrbiiaten x,Y, 
als Functionen des Bogens s zu nehmen find. Iſt dann fir t _p, 
=, vn fo hat man als allgemeines Integral: 


’—aW= —* T= bie ser +2 =) | 


Diefem Ausdrucke kann man noch eine. einfachere Form geben, wenn 

aan, wie bei den virtuellen Geſchwindigkeiten, die Projection des kleinen 

Bogens As, ben der Bewegte in der Fleinen Zelt 41 beſchreibt, ober 

feiner. Sehne Aw auf die Richtung ber Kraft R in. dem Bunte xyz 
19* 
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mit Ar bezeichnetz nimmt man nämlich das Verhältniß dieſes Bogens 
As zu bem Probucte aus der Kraft R in ihren Weg Ar, fo wird 
wie in $. 34 (31): 


RAr dr 
an: = Rs en ae =T, 
alfo auch 
| i dr 
71.) mvY— mv? == jerz . 


Um biefes Geſetz in Worte einzuffeiden, nennt man einmal, wie ſchon 
früher in $. 46 bemerkt wurde, das Product mv? die Tebendige 
Kraft des Bewegten, und das Product RAr aus ber Sntenfität ber 
Kraft in die Projertion Ar bes Eleinen Bogend As auf die Richtung 
berfelben, oder ba8 Product aus der Kraft in ihren Weg, bas 
ähnliche Product alfo, welches wir bei der Lehre vom Gleichgewicht 
virtuelles Moment der Kraft genannt haben, heißt nun Arbeits- 


änderung der Kraft R; das Product R n tft demnach das Aenbe- 
rungsgefeß biefer Arbeit in Bezug auf die Aenderung des Bogens s, 


und das Integtlfll 
. 8 
|: Ss. V 
BSo 


drückt die ganze Arbeit der Kraft in ber Zeit t oder für den Bogen 
s—s, aus. Man kann damit das in der obigen Gleichung enthaltene 
Geſetz fo ausfprechen : 

Die Zunahme bed Bewegten an lebendiger Kraft tft 
für eine gegebene Zeit gleich der Doppelten Arbeit ber 
bewegenden Kraft in biefer Zeit. 

Es tft ſchon darauf aufmerkſam gemacht worden, daß wir in dem 
obigen Ausdrucke ähnlichen Größen und Verhältniffen begegnen, welche 
wir bei dem Princip ber virtuellen Gefchwindigkeiten angewendet haben; . 
e3 muß daher noch auf den Unterſchied hingedeutet werben, welcher zwifchen 
beiden Betrachtungen und in Folge deſſen in ber Bezeichnung ftattfindet. 
Bei der Betrachtung ber virtuellen Geſchwindigkeiten tft 8 der belte- 
bige Weg, welchen ber freie materielle Punkt vermöge irgend einer 
leinen Kraft, die man an ihm angreifen YAßt, in der kleinen Zeit 
At beichreibt, oder ben man ihr in Gedanken kann beichreiben laſſen, 


293 


weßhalb denn auch ber Anfangswerth bes Verhältniffes von As zu PAp 
durch das Zeichen d angedeutet wurde, während in bem Yalle, ber ung - 
jebt beichäftigt, „Is ber eine beftimmte Weg tft, ben der materielle Punkt 
vermöge ber an ihm aggreifenden Kräfte in der Heinen Zeit At 
zurüclegen muß und wirklich zurüdlegt, und man wird nach dem Worher- 
gehenden einfehen, daß. jenes Prinzip nur mit andern Worten fagt, im 
Ball des Gleichgewichtes fei Die Arbeitsänderung ber an 
einem Punkte angreifenden Kräfte für jede Ortsverän- 
derung besfelben Null, oder müffe Null fein. Im Uebrigen 
finden aber, wie fchon bemerkt, zwiſchen ben Componenten und ihrer 
Refultivenden und ber Arbeitsänderung für eine jede dieſelben Beziehun⸗ 
gen flatt, wie bei ben virtuellen Momenten; benn wir werben nad 
unferer jebigen Vorftellung die Producte X 4x, VAY, Z1z ebenſo 
als Arbeitsänderung ber Componenten X, Y, Z erflären, wie wir 
Das Product RAr Arbeitsänderung ber Refultirenden genannt 
haben, Wir können daher fagen: _ 
| Das Aenderungsgejeg der Arbeit der Refultirenden 
tft dem Aenderungsgefebe für die Summe der Arbeiten 
aller Kräfte gleich, 
und werben daraus den Schluß ziehen, daß fich bie Aenderungsgefebe 
der Arbeiten der Kräfte auf diefelbe Weiſe zerlegen und zufammenjehen 
laſſen, wie dieſe Kräfte felbft. 


$. 67. 


Nehmen wir in dem obigen Ausdrucke R als eine unveränberliche 
Kraft an nnd feßen auch ihre Richtung als beftändig voraus, fo daß 
T mir eine Function von s wird, wie dies 3. DB, der Fall tft, wenn 


R das Gewicht des materiellen Punktes vorftellt, jo haben wir 


s 


m? — mw2=?2R(r—r,); (72. 


die Arbeit der Kraft wird alfo in diefem Falle einfach durch das Pro- 
duct aus der Kraft in die Projection bes von bem Bewegten zurück⸗ 
gelegten Weges auf ihre Richtung ausgedrückt. 

Sp haben wir in dem in $. 63 ausgeführten Beiſpiele der Bewegung 
n einer Parabel für bie lebendige Kraft des Bewegten am Ende ber 
zeit ı den Werth: 


- mv2 — mad -+ 2ma? — 
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gefunden, und für bie Intenfität ber bewegenden Kraft. welche conſtant 
und immer parallel zur Achfe der Parabel gerichtet war, 


R=m—. 


Am Anfang ber Zeit oder im Scheitel der Parabel war aber bie 
Geſchwindigkeit des Bewegten a, es war demnach der Zuwachs an 
lebendiger Kraft 


a3 
mv? — ma? — 2m Ts 


folglich derſelbe, als wenn fich der materielle Punkt längs der Achſe 
ber Parabel, der Achſe der x, im Sinne ber Kraft bewegt hatte; benn 
die Arbeit wählt, wie man flieht, in dieſem alle nur mit der Abfcifie 
x, d, i. mit der Profection des von bem Bewegten beichriebenen Bogens 
auf bie Richtung der Kraft. 

Der vorhergehende Ausdruck (72) für eine conflante Kraft mit 
unveränderlicher Richtung wird uns bazu dienen, bie Arbeit irgend 
einer Kraft mit der Arbeit eines Gewichtes zu vergleichen, und zwar 
in ähnlicher Weiſe, wie wir das Maaß ber fördernden Kräfte durch die 
Betrachtung ber durch eine beftändige Kraft erzeugten Bewegung und 
ihre Beſchleunigung feſtgeſtellt haben. 

Zuvor will ich jedoch den Begriff, der mit der Bezeichnung: Arbeit 
zu verbinden iſt, näher erläutern. 

Nenn eine Kraft an einem materiellen Punkte angreift, aber burch 
irgend eine Urfache verhindert wird, dieſen Punkt in ihrem Sinne in 
Bewegung zu feßen, oder genauer und allgemeiner ausgebrüct, etwas 
zur Aenderung feiner Geſchwindigkeit beizutragen, fo leiftet fie in Wirk⸗ 
lichtett Nichts, oder doch nichts Wahrnehmbares, d. t. feine Arbeit, 
ihr Beftreben, den Punkt zu bewegen, kann nicht unmittelbar wahr- 
genommen werben, und bringt nur einen Druck hervor, ohne daburch 
den örtlichen Zuftand des materiellen Punktes im geringften zu ändern *). 
Ein Gewicht 4: B., das auf einer feften wagrechten Ebene liegt, wird 
fo fange dieſe Ebene feinem Drude widerfieht, ganz wirkungslos er- 
ſcheinen; feine Wirkung wird fich erft Außern, wenn die Ebene nachgibt, 
und das Gewicht in Bewegung kommt. Die Kraft muß alfo, um 


*) Man hat fonft auch eine ſolche unwahrnehmbare Wirkung im Gegenſatze zur 
wahrnehmbaren oder zur lebendigen Kraft, welche mit Arbeit homogen 
ift, eine todte Kraft genannt. 
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eine Arbeit zu verrichten, einen Weg machen, d. 6. tr An- 
griffspunkt muß fich fo bewegen, daß bie Profection feines Weges auf 
die Richtung ber Kraft. nicht. Null iſt, ober daß der Aufangswerth bes 
Berhältniffes zwifchen dem wirklichen Wege und feiner Projection auf 
die Richtung der. Kraft. nicht Null iſt. Dies wäre z. B. ber Fall, 
wenn fich ein ſchwerer materieller Punkt auf einer feſten wagrechten 
Ebene bewegt, in Beziehung auf ſein Gewicht, und es iſt leicht zu 
ſehen, daß dieſe Bewegung dieſelbe ſein wird, als wenn der materielle 
Punkt nicht ſchwer wäre *); fein Gewicht leiſtet folglich Feine Arbeit. 

. Mir. verfichen demnach unter Arbeit die Wirkung, welde 
eine Krafthervorbringt, während fieeinen gewilfen Weg 
macht, und nah dem Vorhergehenden wird es nun einleuchten, Daß 
bie Arbeit einer conftanten Kraft von unveränderlicher Richtung nurna ch 
ihrem Wege ober nach der Profection des von ihrem Angriffspuntte 
beichriebenen Weges auf ihre Richtung bemeſſen werben Tann, wie dies 
auch aus ber Gleichung (72) hervorgeht. Es müflen aber bei gleichen 
Wegen die Arbeiten zweier folchen Kräfte ſich auch wie biefe Kräfte 
ſelbſt verhalten, und demnach allgemeiner die Arbeiten zweier conftanten 
Kräfte von unveränderlicher Richtung in demſelben Verhältniffe ftehen, 
wie die Producte aus der Intenfität der Kräfte in ihre Wege. Be— 
zeichnen demnach A und A, bie Arbeiten der Kräfte P und P, für bie 
Pege 1 und 1,, fo hat man 


A:A,—=Pl:Pjl 


u) 


wobei es gleichgültig tft, ob dieſe Wege oder jene Arbeiten in gleichen 
oder verſchiedenen Zeiten gemacht oder geleitet worden **), 

Nehmen wir daher diejenige Arbeit A, ald Einheit für bie Arbeit, 
als Arbeits-Einheit an, welche von ber Einheit der Kraft geleiſtet 
wird, wenn ſie die Einheit des Weges macht, ſo haben wir zugleich 


A=1, P=1, ,=1 


*) Wenn zwifchen dem materiellen Punkte und der Ebene Reibung flatifindet, 
fo if diefe wohl eine Folge feines Gewichtes ober vielmehr des Drudes auf 
bie Ebene; man nimmt aber in ver Borftellung von dem Gewichte gänzlich 
Umgang, und bringt die Reibung als eine unabhängige conflante Kraft in 
Rechnung. 

”*) Soll inbefien die Intenfität einer Kraft nach einer von Ihr geleifleten Arbeit 
beurteilt werben, fo muß allerdings gefragt werden, in weldger Zeit dieſe 
Arbeit gelelſtet wurde, und welche Arbeit demnach von ihr im der Einheit 
der Zeit geleiflet wird. 


— 
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und demnach Ar 


als Man für die von einer Kraft P, welche in der Zeit t ben F 
macht, in dieſer Zeit geleiſtete Arbeit. Nach unferm Maaßſyſtem, 
welchem das Kilogramm bie Einheit für bie Kraft, br Meter Bi 
Einheit für die Länge tft, wirb daher bie Arbeits-Einheit die— 
jenige fein, welche ein Kilogramm Teiftet, bas in loth— 
rechter Rihtung 1 Meter zurücklegt, Wir wollen biefe Arbeit 
ein Meterfilogramm nennen, und demgemäß unter jeber andern 
Arbeit, alfo unter jedem Probucte PI eine gewiſſe Anzahl Meterkilg- 
gramm verftehen. 

Hinfichtlich der Homogenettät iſt dann noch zu bemerfen, daß bie 
Arbeit jedem Producte aus Kraft und Länge, alfo auch mit jedem Pro— 
ducte aus Maffe in Geſchwindigkeit und Länge, ober aus Maffe und 
Fläche, oder aus Mafle und Quadrat ber Gefchwinbigfeit (lebendiger 
Kraft), u. |. w. homogen iſt, übereinftimmend mit ber Gleichung (72). 
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Es wäre nun nachzuweiſen, daß nach den vorhergehenden Beitim- 
mungen über das Maaß ber Arbeit einer Kraft von unveränderlicher 
Intenfität und Richtung, das Aenderungsgeich für die Arbeit einer ber 
Stärke und Richtung nach veränberlichen Kraft in Bezug auf bie Aen⸗ 
berung des von ihrem Angriffspunfte befchriebenen Bogens durch 

dr 
er 
ausgebrüdft wird; dieſer Nachweis kann ſehr leicht auf biefelbe Weite 
geführt werden, wie bei der gerablinigen Bewegung das Maaß einer 
veränderlichen Kraft aus dem einer nicht veränderlichen abgeleitet murbe, 
und mit Hülfe des bei dem Beweiſe bes Princips der virtuellen Ge— 
ſchwindigkeiten angewendeten Verfahrens. — 

Man kann ſich die Sache aber viel einfacher darſtellen, wenn man 
von ber Aenderung in der Richtung der Kraft Umgang nimmt; denn 
es iſt einleuchtend, daß biefe Anderung auf das Aenderungsgeſetz ber 
Arbeit keinen Einfluß haben Tann, da dieſes nur für einen beftimmten 
Augenblick ober nur für eine beftimmte Lage bed Bewegten, aljo auch 
nur für eine beftimmte Richtung ber Kraft gilt. Derfelbe Schluß 
könnte offenbar auch in Bezug auf die Intenfität der Kraft R gemacht 
werben; es laͤßt fich biefe indeflen einfach genug im Zufammenhange mit 





' 
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ihrem Weg betrachten. — Laffen wir nämlich den Bogen s, an beffen 
Endpunkt M der Bewegte am Ende der Zeit t angekommen tft, durch 
befien fernere Bewegung während der Heinen Zeit. At um Is wachen, 
und bezeichnen wir die Projection diefes Leinen Bogens auf die Rich— 


-tung ber Kraft R im Punfte M mit Ar, fo wird die Aenderung 1A 


der Arbeit A während dieſer Zeit At, während welcher die Kraft B auch. 
um IR zugenommen bat, offenbar größer fein, ald RAr und Fleiner 
als (R+AR) Ar; man hat daher wieber, wenn « einen ächten Bruch 
bezeichnet, Die Gleichung: | | 
JA—=(R+aAR)Ar 
und die Verhaͤltniſſe: 
AA 
ds” As’ 
wodurch ſich in m Pant M ober xyz, wo /R Null wird und 
dA dr 
die Berhältnifie: mn , — ihre Anfangswerthe: is’ 1, erhalten, das 


Aenderungsgeieh : 





ergibt, worin A, R und r ald Functionen von s zu betrachten find. 
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An dieſes Aenderungsgeſetz und bie Gleichung (71) knüpfen ſich 
nun folgende einfache Sarafe: 


Iſt der Ausdruck Rd 5; Null, ſo kann entweder R ober n Null 


fein; im erften Falle galten fih die Kräfte an dem Bewegten bas 
Gleichgewicht, im zweiten tft, mie in $. 34 gezeigt wurde, Die Richtung 
der Refultivenden fenfrecht zur Richtung der Bewegung. Soll dann bie 


Borausfehung: R re —=0 für die ganze Bewegung oder für jeden Werth 
von t ftattfinden, jo erhalten wir durch die Gleichung (71) 
nY?—mw?2=(0 ,  v=W, 


und demnach jedenfalld eine gleichfürmige Bewegung, und zwar ent- 
weder eine gerablinige gleichfürmige, für welche RO tft, ober eine 


frummlinige gleichförmige, für melche n —0 fein muß, bei welcher alfo 


— 


bie Richtung ber Kraft fortwährend ſenkrecht zur Richtung ber Bewegung 
bleibt. Die Kraft wird daher in dieſem Yale mit ihrer Componenten N 


gleichbedeutend, und ihre Sntenfität nach (70) der Krümmung Pr ber 


Bahncurve proportional fein. Der einfachfte Fall einer folchen Bewegung 
tft die oben ſchon betrachtete gleichfürmige Bewegung im Kreiſe, und 
wir fchließen aus dem Vorhergehenden weiter, daß bie bloße Aende⸗ 
rung ber Richtung einer Bewegung feine Arbeit ift, fon- 
dern nur ein Drud, übereinftimmend mit der in 6. 62 ausgefprochenen 
Anficht. In der That kann man auch bei ber ebengenannten Bewegung 
im Kreiſe, ohne fie zu ändern, die Kraft durch einen Faden von unver 
änberlicher Ränge erſetzt denken, mittels befien ber Bewegte mit bem 
feften Mittelpunkte der Bewegung verbunden tft, was nie bei einer 
arbeitenden Kraft gefihehen kann. Bei der gleichfürmigen Bewegung 
in anderen krummen Linten müßte bee Faden, ber bie Kraft erſetzt, in 
jebem Augenblicke die Länge bes entiprechenden Krümmungshalbmeffers 
haben; er müßte fich alfo an die feſte Evolute der zu befchreibenden 
Bahn anlegen und bei der Bewegung von ihr abwickeln. 


Wenn das Aenderungsgefeb R zn nur in beftimmten Punkten der 


| Bahn Null wird, in welchen dann wie vorher Die Refultirende entweder 
Null ober fenkrecht zur Bewegung gerichtet ift, fo gibt die Gleichung 
(71) für diefe Punkte die abgeleitete: 


und dieſe drückt wie man weiß auch die Bedingung aus, daß in ben 
betreffenden Punkten die lebendige Kraft einen größten 
ober Fleinften Werth hat. Sollte fich aber der Bewegte mit ber 
Geſchwindigkeit Nu von einem folchen Punkte aus zu bewegen anfan- 
‚gen, fo würde er im Falle, daß R=O ift, an biefem Orte in Ruhe 


bleiben, im zweiten Falle dagegen, nämlich wenn dr —( wäre, un 


ds 
mittelbar der Richtung ber Kraft folgen. 
Findet man endlich für einen beftimmten Punkt der Bahncurve den 
Ausdruck: 


fo hat man für dieſen Punkt 
m? — my? =0 , 0 
und ber Bewegte befitt feine anfängliche Geſchwindigkeit wieder; die 
bewegende Kraft hat folglich in der Zwiſchenzeit ihre eigene Arbeit durch 
Gegenwirkung wieder verzehrt, oder gleiche und entgegengejehte Arbeiten 
geliefert. 


1 
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Der zuletzt berührte Fall gehört indeffen einem viel allgemeineren 
Geſetze an, welches in der Gleichung (71) enthalten iſt. 

Sind nämlich Die Somponenten X, Y, Z folche Functionen ber 
Coordinaten x, Y, 2, “ ber Audend;. 


X141343 14241 


das vollſtaͤndige Aenderungsgeſetz * Function jener drei Beränberlichen 
darſtellt, daß man alſo nn 


_4. FG.IBM, 
x HZ ds + 1. ds 


wo F(x, y, z) eine beliebige un der Veränderlichen x, y, z 
bezeichnet, fo gibt die Gleichung (71) den Ausdruck: 


m? — mw? —=2F(x, y,2)—2F(x, y: 2), (7. 


in welchem x,, Yo, zo die Werthe der Coordinaten x, y, z am An 
fange ber Zeit vorftellen, und aus welchen man fchließt, daß unter der 
gemachten Borausfehung die lebendige Kraft, alfo auch Die Geichwindig- 
Teit des Bewegten immer wieder dieſelbe wird, fo oft die Function 
F(x, y, z) diefelben Werthe wieder erhält, daß demnach die lebendige 


Kraft nur von ber Lage bed Bewegten am Ende ber Zeit, und nicht 


von dem Wege abhängt, ben er jeit bem Anfang ber Zeit zurückgelegt 
hat. — Mean hat biefem Sabe den Namen: Princip von ber Er- 
haltung der lebendigen Kraft gegeben. 

Die diefem Prineip zu Grunde liegende Vorausſetzung findet wirklich 
flatt in allen Fällen, wo nur foldhe Kräfte an dem Bewegten angreifen, 
deren Richtungen in jeder Lage besielben durch feſte Punkte gehen, und 
beren Intenfität eine Yunstion ber Entfernung bes Bewegten von bem 
‚entfprechenbden feiten Punkte tft. 

Um dies zu beweiſen, feien a, b, c die Gosrbinaten bes erften 
diefer feſten Punkte, durch welchen bie Richtung ber Kraft R in jeder 
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Lage des Bewegten geht; die Entfernung r bed letztern von jenem feften 
Punkte wird an einem Orte, beffen Goorbinaten x, y, z find, durch 
bie Gleichung: 

R=(x—ajl + {y—b)’+(2— co) 
ausgedrückt, und bie zu ben Goordinaten -Achfen parallelen Gomponenten 
der Kraft R find: 


x—a yv—b z—cC 
» FR» FR 








FR 


9 


wo gleichzeitig entweber Die obern ober die untern Zeichen genommen 
werben, je nachdem bie Kraft R ihren Angriffepunft bem feften Punkte 
nähern oder ihn davon entfernen will, Der Theil des Ausdrudes: 


dx 
K ds +2 41% ’ 
° welcher son ber Kraft R berührt, wird demnach 
+ [a9 +09 140-945]; 


und da aus dem obigen Werthe von r? das ebene 





dr 


— 40-9 I4a-0)2 
folgt, fo nimmt bderjelbe die Form: 


an, welche fogleich zeigt, Daß wenn R, wie oben vorausgefeht wurde, 
nur eine Function von r tft, das Integral: 


s dr | r 
fang in ejür-n 
So r. 


übergeht, wenn man r felbft als unabhängige Veränderliche nimmt, 
und daß es folglich das Integral einer Function von einer einzigen 
Beränderlichen wird. 

Für die übrigen Kräfte R', R’, etc. erhält man’ natürlich Inte⸗ 
grale von ähnlicher Form, und die Gleichung (71) wird damit 
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mv? — mvj? —r2 [er R2 jr fe .R’ ete. 


oder einfacher: 
r 
—E—— [irn ; - (A. 


To 


worin nun die Kräfte, welche ihren. Angriffspunft von bem entſprechen⸗ 
den fetten Punkte entfernen, oder die Entfernung r vergrößern wollen, 
als pofitive, diejenigen dagegen, welche ben Abftand r zu vermindern 
ſtreben, ald negative Größen eingeführt werden müffen. 

Daß übrigens auch die Fälle hieher gehören, bei welchen bie Kraft 
eine unverhnberläie Sntenfität und Richtung hat, wird von felbit ein⸗ 
leuchten. 


g. 71. 


Die zweite der erwähnten allgemeinen Gleichungen, welche fich 
durch bie Berbindung der Gleichungen (68) ergeben, erhält man einfach 
auf folgendem Wege. 

Man multiplicirt die erfte jener Bleichungen (68) mit y, Die 
zweite mit x, und zieht das erfte Product vom zweiten ab; dann nimmt 
man bie Differenz zwiſchen ber erften, nachdem fie mit z, und ber 
britten, nachbem- biefe mit x multiplicirt worden iſt; ebenfo verfährt 
man mit der dritten und zweiten, von denen man bie erſtere mit y, 
die letztere mit z multiplieirt, unb gelangt fo zu den ganz allgemeinen 
Gleichungen : 


day ax _ 
(re )Sta-rr, 
dx 
n(2:75 — x (75. 
J d?z 
(rare. 


Die Bedeutung biefer Gletchungen kann erft fpäter ar dargelegt 
werden, was im zweiten Buche bei ber Bewegung eines feiten Syſtems 
gefchehen ſoll; für jebt möge es genügen anzubdeuten, daß hie obigen 
Gleichungen die Bewegung bes materiellen Punktes hauptfächlich injo- 
ferne darftellen, als fie um ben Anfangspuntt ber Coordinaten 


Mm 


ftattfindet,, alfo infoferne, als fie wie eine drehende Bewegung anzufehen 
tft. Berner kann bemerkt werben, daß in einer jeden diefer Gleichungen 
ohne die Zeit nur zwei Veränderliche vorfommen, und daß deßhalb in 
ähnlicher Weife, wie bie Gleichungen (68) einzeln bie Bewegungen ber 
Projectionen des Bewegten in ben drei Goorbinaten=Achfen vorftellen, 
burch die Gleichungen (75) die Geſetze der Bewegung für die drei Pro- 
jectionen bed Bewegten in ben drei Goorbinaten- Ebenen ausgebrüdt 
werden, fo baß durch fie bie Bewegung in einer beliebigen krummen 
Linie auf die Bewegung in brei ebenen Curven, welche offenbar bie 
Projectionen der Bahn bed Bewegten in ben dret Coordinaten ⸗ Ebenen 
find, zurückgeführt oder gleichſam zerlegt wird. 

‚ Eine jede ber vorhergehenden Gleichungen fiellt alfo Die Bewegung 
ber Projeetion des Bewegten im ben betreffenden Coordinaten = Ebenen 
um ben Anfangspunkt vor, mweßhalb fie denn auch eine einfachere Korm 
annehmen, wenn man auf ber Linken Seite berjelben Polarcoordinaten 
ftatt der rechtwinkligen einführt. Bezeichnet man nämlich die Länge des 
Zahrftrahls in der Ebene der xy, d. h. die Projertion bes Fahrftrahles r 
tm Raume auf diefe Ebene, mit r,, bie in ben beiden andern Coordi⸗ 
naten= &benen ebenfo mit r,, rg, ferner ben Winkel, welchen ber Fahr⸗ 
fteahl r, in der Ebene der xy mit dee Achfe ber x bildet, durch w,, 
ben, melchen r, in der Ehene ber xz mit der Achfe der 2 bildet, durch 
wg, endlich den, welchen r; in der Ghene ber yz mit der Achfe ber y 
einſchließt, Durch ws, fo daß alle dieſe Winkel pofittv find, wenn bie 
Bewegung in der entiprechendben Ebene von ber darauf ſenkrecht flchen- 
ben pofitiven Achfe angefehen, von ber Linken gegen die Rechte, ober 
beftimmter, in bem Sinne, wie ſich ber Zeiger einer Uhr bewegt, vor 
fich geht: mit dieſen Bezeichnungen erhält man in ber Ebene ber xy 
zwiſchen den gewöhnlichen und ben Polar-Coordinaten bie Beziehung 
(Einleitung $. 11): 


y 
zung a, , x=T 008W, ; 


und damit durch die erfte und zweite Ableitung: 





d4. 
au? 
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Aechnliche Ausdrũcke geben. die Beziehungen: 
X 2 
7 — tang wW , y un w3 ; 
z=nNC008W ; y=r300805 , 


in den Ebenen ber xz und ber yz, wobei zwifchen den Winkeln w, , 
We, wg und ben Winkeln w und 3, durch welche die Lage des Fahr⸗ 
ſtrahls im Raume beſtimmt wird, die Beziehungen: 


tang co —tang w , tang 0, = lang? c0osw , colg. wg = tang sin co ‚ 
und zwiſchen dieſem Fahrſtrahl und feinen Projertionen die Gleichungen: 
n=rsny, B= Vi—sin2$ sin?y , far Vi— sin 3 008? © 


fattfinden. Die Gleidungen (75) nehmen damit die Zorn an: 








d. 12 „dw, 
de — Yı—X 
" dt Ya 
a. mag En vu (76. 
m ” 
d. r, * | 
— dt _y—_ Ya 


unter welcher wir fpäter bei ber Unterfuchung der Bewegung eines feften 
Syſtems um eine feſte Achſe Anwendung von ihnen machen werben. 

Hier wollen wir ihre Anwendung mm für den zwar nicht ganz. 
Allgemeinen, aber ſehr ansgebehnten Fall betrachten, wo bie rechte Seite 
derſelben Null wird. 

Dieſe Vorausſehung wird ſtattſtuden, einmal, wenn bie Refulttrende 
aller Kräfte fortwährend Null tft, dieſe alfo fich in jeder Lage des Be— 
wegten das Gleichgewicht halten, und zweitens, wenn die Refultirende 
immer gegen den Anfangspunkt der Coordinaten gerichtet if. Dean in 
biefem Falle fallt die Richtung der Reſultirenden R mit der bes: Zahr- 
ſtrahles r zuſammen, und bilbet folglich mit ihren Componenten X, Y, 2 
diefelben Winkel, als jene min dem entiprechenden Gonchinaten = Achfen 
ober mit ihren Projectionen x, Y, 2 in benfelben: es flehen demnach 
much bie Componenten X, V, Zi demſelben Verhältniſſe zu ihrer 
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Refultivenden, wie bie parallelen Goorbinaten bed Bewegten zu bem 
Fahrſtrahler, und man bat: 
x x Y Y 2 x 


oder daraus 


R_X 
ex 


| 


alfo auch 
Yx«—Xy=0 , Xz—Zı=0 , Zy—Vı=0 
wie behauptet wurde, 


Mit diefen Werthen gehen benn die Gleichungen (76) durch In⸗ 
rn in " Miaerh über : 


dw 


77.) rn? 06,0, Mt G= 0, ee _—0, 





worin bie enlanten Größen C,, Ca, Cz die anfänglichen Werthe ber 


verimderlichen Probucte: r,° SL, etc, vertreten, und mit Veachtung 
ber oben aufgeführten Beziehungen zwiſchen ben Polar- Coorbinaten und 


ben vechtwinklichen findet man daraus für bie lebtern die Gleichungen: 


dy dx 

air Te Ar Te 
dx dz 

78.) | "ar = 0, 
dz dy 

ir Tr Tees 


Multiplicirt man dann dieſe drei Gleichungen der Reihe nach mit z, y 
und x, fo gibt ihre Summe zwiſchen den Goorbinaten x, y z des 
Bewegten in irgend einem Augenblicke die Gleichung: 


179.) Gz+0y+0x=0 3 


und zeigt in biefer- Form, welche die Gleichung einer durch ben An⸗ 
fangspuntt gehenden Ebene vorſtellt, daß bie Bewegung immer in einer 
Ehene vor fich geht, deren Rage durch bie Conftanten C,, Ca, C, und 
durch den Anfangspunkt beſtimmt iſt. Offenbar muß biefe Lage auch 
durch Die anfängliche Richtung bee Kraft und ber Geſchwindigkeit be- 
fiimmt fein, und da bie erftere immer durch den Anfangspuntt geht, 
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alfo immer in jener Ebene liegt, fo ift in der That fein Grund denkbar, 
weßhalb der materielle Punkt diefe Ebene verlaflen follte. 
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Unterfuchen wir nun, welche Bedeutung den Gonftanten C, , Ca, Cs 
unterlegt, und mie barnach bas Geſetz der Bewegung in jener Ebene 
. ausgefprochen werben Tanın. 

Bezeichnet man die Oberfläche des Sectorg BAM, Fig. 62, welcher 
durch ben Fahrſtrahler, in ber Shene der xy vom Anfang der Zeit an 
bejchrieben wurde, mit O,, fo hat man ald Aenderungsgefeb derſelben 
in Bezug auf die Aenderung des Winkels w, , wie man fih in $. 42 
des 2ten Buches überzeugen Tann, 


4, _1,. 


— — If 


d oT 
und demnach ald Aenderumgsgefeb in Bezug auf bie Zeit 
40, _1 ,,do 
dt 2° di’ 
und in ähnlicher Weiſe ergeben fich für die beiden andern Coordinaten⸗ 
Ebenen die Aenderungsgefehe: 


dO, _1,: dwg dO, 1 „„d@s 


Ir Tr Tadlr TE, 4 7°'m’ 
indem man bie Oberflächen der entiprechenden Sectoren DAM, und 


CAM, mit O, und Oz bezeichnet. Die Gleichungen (77) merden damit 
umgewandelt in: 


do, 1 40, 1 do, 1 
arzt mr mot 
und geben durch Integration die einfachen Geſetze: 
1, 1 1 
y=-zGt N) =, Ct $) G=z0t. (80. 


Die Eonftante C, drücktdemnach die Doppelte Oberfläche 
des Sertors BAb aus, der von dem Kahrftrahl r, in ber 
Ebene der xy in der Einheit ber Zeit beſchrieben wirb, und 
die beiden andern Gonftanten C, und C, haben gleiche Bedeutung für bie 
Bewegungen in den Ebenen ber xz und ber yz; das durch bie vorher- 
gehenden Gleichungen ausgebrüdte Gefeb der Bewegung läßt fie barnaqh 
ſo ausſprechen: 
Decher, Handbuch ver Mechanik 1. 20 





— — — 


Der materielle Punkt bewegt ſich fo, daß bie Projee⸗ 
tionen fetnes Fahrſtrahles r in ben drei Goorbinaten- 
Ebenen Sectoren befchretben, beren Oberflächen ber Zeit 
proportional find. 

Bezeichnet man ferner bie Oberfläche bes Sectors DAM, der von 
dem Fahrftrahl r vom Anfang der Zeit an in der Ebene ber Bervegung 
felbft befchrieben wird, mit O, fo hat man nach ber Lehre von ben 
Projectionen ber Flaͤchen 

0? — 0,2 -+0.2+0;, 


und demnach mitteld ber Gleichungen (80) 
_1 2 2 2 . 
0— zV & +6,310,%.t; 


das oben für bie Brojectionen bed Fahrſtrahles r ausgefprochene Geſetz 
findet alfo auch in ber Ebene ber Bewegung felbft ftatt, wie dies übri- 
gend auch einfach daraus gefchloffen werben Tann, baß wenn man bie 
Ebene der xy mit ber Ebene der Bewegung zufammenfallen läßt, ober 
was auf dasfelbe hinauskommt, dieſe letztere fogleich ald Ebene der xy 
annimmt, bie .erfte der Gleichungen (77), (78) oder (80) die einzige 
Gleichung der Bewegung iſt, da die andern wegen 10, r3=0 weg⸗ 
fallen. Dan hat demnach in ber Ebene ber Bewegung ſelbſt einfach 


81.) 0—= z6 ‚ 
indem man nun mit C bie doppelte Oberfläe YC,? + 6,34 0,2 
bes in ber Zeit= Einheit befchriebenen Sectors bezeichnet. 

Iſt z. B. BC, Fig. 63, die Bahn bes Bewegten und bern Ebene 
nun bie Ebene der xy, und läßt man bie Zeit von dem Augenblide 
anfangen, in welchem ber Bewegte bie Achſe der x in B fchneibet, fo 
wird berfelbe in den aufeinanderfolgenden Zeiteinheiten ſolche Bogen 
Bm, mm, me mg, etc. zurüdlegen, baß bie Sectoren BAm, , 
m, Am, , my Amg, etc. gleiche Oberflächen haben, baß aljo die ganzen 
Sectoren BAm, BAm, , BAm;, etc. der Zeit proportional ſind, und 
Et wird das Man der Oberfläche von einem jeden der Kleinen Sec- 
toren fein. 

Umgekehrt laͤßt ſich leicht ſchließen, daß wenn bie oben ausgeſprochene 
Bedingung für die Bewegung eines materiellen Punktes erfüllt iſt, wenn 
ber Fahrſtrahl desfelben ebene Sectoren befhreibt, deren 











-.- — ST — -— 
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Oberflächen der Zeit proportional find, bie Richtung ber 
bewegenden Kraft immer durch den Anfangepımlt geht, ober bie Kraft 
ſelbſt Null iſt. Denn biefe Bedingung führt nothwendig auf bie 
Sleihungen (80), und durch deren erſtes Aenderungsgefeb in Bezug 
auf die Zeit, auf die Gleichungen (77) zurück, und wenn man bie 
Abgeleiteten diefer letztern in die Gleichungen (76) einführt, fo findet 
man bie Bedingungsgleichungen: 


Yx—Xy=0, Xz—2x=0 ,„ Zy—YVz:=0 


wieder, welche ber ausgeſprochenen Behauptung gemäß nur befriebigt werben 
fönnen, wenn entweder X = Y—=Z —=R=0 if, oder wenn die Rich» 
tung der Refultirenden R für jede Lage des Bewegten burch ben An⸗ 
fangspunkt geht. 

Der beiondere Fall: R—O gehört übrigens, mie wir wiffen, nur 
ber gleichförmigen geradlinigen Bewegung an, und daß bei biefer bex 
Fahrſtrahl in der That Dreiecke befchreibt, deren Oberfläche ber Zeit pro- 
portional tft, wird ber Anblick der Figur 64 einleuchtend machen. 

Das vorhergehende Geſetz ber Bewegung wird gewöhnlich Princip 
von ber Einhaltung der Oberflächen genannt. 


§. 73. 
Der conftanten Größe C ober bem Ausdrucke r? Er fann aber 


noch eine andere Bebeutung unterlegt werden, welche in engerer Beziehung 
zu ber Natur ber Bewegung ficht, als bie vorhergehende geometriſche 
Borftellung, indem fie unmittelbar die nothwendigen Gegebenen aude 
drückt, und die und Gelegenheit gibt, und mit eimem neuen Begriffe 
bekannt zu machen, den wir in ber Folge häufig anwenden werben. 
Um dazu zu gelangen, betrachten wir noch einmal die gleichförmige 
Bewegung im Kreife, bei welcher die Kraft conftant und immer gegen 
ben Mittelpunki gerichtet it, für welche alfo auch bad vorhergehende 
geometriſche Geſetz alitig erflärt werben müßte, wenn es nicht unmtitek- 
bar ans ber Natur ber Bewegung folgte, und bezeichnen wieder, wie 
vorher, ben Winkel, welchen ber unveränderliche Fahrſtrahl r am Ende 
ber Zeit 1 mit feiner Richtung am Anfang ber Zeit bildet, durch w. 


Es if dann einleuchtend, 





Fahrſtrahl Hefchriebenen Winkel ebenjo wie das: 2 für die ganze ' 
Bewegung unverändert bleibt, und daß für zwei verichiebene ſolcher 
20 * 
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Bewegungen, welche aber in Kreifen von gleichen Halbmeflern vor ſich 
gehen, bie Winkel » und w’, welche in berfelben Zeit beichrieben wer⸗ 
den, ober daß überhaupt bie in ber Zeiteinheit befchriebenen Winkel : 


w cu 

* und — 
in demſelben Verhaͤltniſſe ſtehen, wie bie in der Einheit der Zeit zurüd- 
gelegten Bogen: 

* und 

t v 
vorausgeſetzt, daß auch bie Bogen s und s vom Anfang ber Zeit an 
gemeflen find, alfo auch wie die Geſchwindigkeiten: 


vom vv, 


und man hat deßhalb dieſes Verhältniß: — bie Winkelgeſchwin— 


digkeit bes Bewegten genannt; es fol Tünftig immer durch den Budy- 
ftaben ꝙ bezeichnet werben. 

Für gleichförmige Bewegungen in Kretfen von verfchtebenen Halb- 
meflern, hat man ferner bie gleichen Berhältniffe : 


u Ba Bu 
o,0. r,r — tt _r1.V 
ı'r Tr Orr Orr 
Segen wir alfo = g—=1, wodurch andy zufolge unferer Wintel- 


Ginfeit- (Einfeitung $. 11 Anm.), 5-—v—r ich, fo erhalten wir: 


11) — — V — 
Se95 
und wir koönnen darnach ſagen: die Winkelgeſchwindigkeit eines 
materiellen Punktes, der ſich gleichförmig in einem Kreiſe bewegt, iſt gleich 
der fördernden Geſchwindigkeit eines andern, welcher ſich 
in der Einheit der Entfernung vom Mittelpunkte um 
dieſen ſo bewegt, daß er mit dem erſten ſich immer auf 
demſelben Halbmeſſer befindet. 

Denken wir uns ſodann eine veränderliche Bewegung im Kreiſe, 
ſo haben wir als Maaß der fördernden Geſchwindigkeit 

de 
di’ 
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und demnach auch, da s=rw und r conftant ſt, 


woraus folgt, daß beider veränderlihen Bewegung im Kreiſe 
die Winkelgeſchwindigkeit durch Bas Aenderungsgeſetz bes 
Winkels w in Bezug auf die Zeit ausgebrüdt wird, wie bie 
fördernde Geſchwindigkeit Durch das Aenderungsgefeh bed Bogens s. 
Nehmen wir endlich eine beliebige ebene Curve BC, Fig. 65, fo 
wird die Aenderung bes Winkels BAM ober w immer der Aenderung 
des Kreisbogend bm gleich fein, der von einem Punkte m in ber Ein- 
heit der Entfernung vom Anfangspunfte fo befchrieben wird, daß biefer 
mit dem in der Bahn BC fich bewegenden materiellen Punkte M fidh 
immer auf bemfelben Fahrſtrahl befindet, und man hat folglich auch hier 


als Maaß der Winkelgeſchwindigkeit. 

Nach dieſen Auseinanderſetzungen kann nun das durch die Gleichung: 

„u_ 56. —. 
4 > men 

ausgebrückte Geſetz auch -fo ausgefprochen werden: -Wenn bie bewe—⸗ 
gende Kraft in jeder Lage des Bewegten gegen einen als 
Anfang der Soorbinaten genommenen feſten Punkt ge 
richtet ift, fo bewegt ſich ihr Angriffspuntt fo, baß feine 
Winkelgeſchwindigkeit in jedem Augenblide dem Quadrat 
bes Fahrſtrahls verkehrt proportional iſt. 

Wir haben aber ferner noch bie Beziehung: 


-E. 


oder wenn man für x und y ihre Werthe in Polarcoordinaten : 
X=TC008W , y=rsnw 
nimmt, woraus dann | 


dx _ dr —— 008 r sin du 
dt dt o ” dt 
N dw 


5 dr “ 
11T sin u +7 008 Wr 


folgt, , nach einigen —e 


di 
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Te: F 


Dieſe Ausdrücke zeigen, ap © Fre und 9 ir — ziel unter fich recht⸗ 


winklige Gomponenten ber Gefßteinbigeit v des Bewegte find, während 
aus dem obigen Werthe der Winkelgeſchwindigkeit im Kreiſe: 


dw 
dt ’ 


folgt, daß r en auch die fürbernde Geſchwindigkeit eines Punktes M 


vorftellt, welcher am Ende ber Zeit t die gleiche Entfernung r von dem 
Anfangspuntte und biefelbe Gefchwindigkeit hat, wie ber gegebene Be⸗ 
wegte, ber fich aber in gleichbleibender Entfernung ober in einem Kreis- 
bogen um ben Anfangspunft A bewegen will; bie Richtung biefer 
Geſchwindigkeit it die der Tangente MN, %ig. 65, an jenem Kreis⸗ 
bogen, und demnach jenkrecht zu dem Fahrſtrahl r. Mir fchließen 


baraus, baf r Se bie zu dieſem Fahrſtrahl ſenkrechte, und folglich T 


bie längs besfelben gerichtete Eomponente der Geſchwindigkeit v if. 
Unfere Gleichung nimmt darnach die Form an: 
dw do 
ra "it =r.r —=tC 3 
und kann nun fo gedeutet werben : 

Unter den gegebenen Verhäffiffen bewegt fich ber materielle Punkt 
fo, daß das Produet aus feinem Fahrſtrahl in feine bazu 
ſenkrechte Geſchwindigkeit (jemkrechte Gomponente ber Gefchwin- 
bigfett) unveränderlich ift, und bie Größe C drüdt das Product 
aus der anfänglichen Entfernung r, von bem Anfangspunfte in bie 
rechtiwinflige Gomponente v, sin a, ber anfänglichen Geſchwindigkeit v, 
aus, wobei a, den Winkel XBv,, ig. 65, bezeichnet, welchen bie 
Richtung diefer Geſchwindigkeit mit der Verlängerung bed erften Fahr⸗ 
ftrahle8 AB bildet, fo daß dieſer Winkel Null wird, wenn bie Ge— 
ſchwindigkeit längs dieſer Verlängerung gerichtet tft, und Die Entfernung 
r, zu vergrößern ftrebt, ein Ball, welcher inbeflen nebenbei bemerkt, fo 
wie der, wo o, = fit, eine gerablinige Bewegung zur Zolge bat. 

Mit diefen Bezeichnungen nimmt denn die obige Gleichung bie 
beftimmte Form: 


v 
ya = 
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on ain xp (84. 
an, unter welcher fie bie nothwendigen Gegebenen ausgebrüdt enthält, 
nämlich bie anfängliche Entfernung und bie Größe und Richtung ber 
anfänglichen Geſchwindigkeit. 

Endlich iſt leicht zu fehen, daß r, sin a, ‘auch. bie Länge p, ber 
vom Anfangspuntt A auf die Richtung ber anfänglichen Geſchwinbdigkeit 
gefällten Senkrechten Ap mißt; ebenfo wird man finden, daß wenn man 
ben Winkel zwiſchen bem Fahrſtrahl r und der Richtung der Geſchwindigkeit 
(dev Tangente) am Ende der Zeit t mit 3 bezeichnet, man 

Pe —vsind , le ey sin9=pr 
bat, wo bann p=rsinY bie Ränge ber vom Anfangspunkt auf bie 
Tangente gefällten Sentrechten vorftellt. Unſer Bewwegungsgefeh wird 
daher auch . 
pP v=Po®Y » (85. 


und zeigt, daß bei der bisher betrachteten Bewegung bie 
Geſchwindigkeit in jedem Augenblide ber von dem An- 
fangspuntt auf ihre Richtung gefällten Senkrechten ver- 
kehrt proportional iſt. 


$. 7A. 


Gehen wir nun zur näheren Betrachtung einiger bemerfenswerthen 
freten Bewegungen eines materiellen Punktes über. 

Die gerablinige Bewegung tm Raume iſt zwar in F. 61 ſchon bes 
handelt worden, wir wollen aber ber Vollftändigkelt wegen iwieber mit 
ben einfachften Fällen anfangen, und nun bie Kraft als gegeben vor⸗ 
ausſetzen. — Set demnach zuerſt R=0. Diefe Annahme gibt bie 
Gleichungen: | 

du %$ du, 


du, 
Breit I 
alfo durch Integration, wenn vo die anfängliche Geſchwindigkeit tft, 
und a, 8, y die Winkel ihrer Richtung mit ben brei Achfen bezeichnen: 
u. — vo cos =0, wW-Veoß—=0, u. — vo 008 ο, 
und | | 


—Z2—0, 








v=yartuitni- ve. 
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Sind ferner a, b, c die Coordinaten ber Lage des Bewegten am An- 
fang ber Zeit, fo ergeben fich durch fernere Integration ber Gleichungen: 
dx, cos & dy_, cos ß 2 _, co3 
dt — 50 — *0 t — *0 ⸗ 
die Beziehungen: 
xXx— a— vot ceose, Y—b=vtoosß „ 2—-votcosy, 
welche noch einfacher werden, wenn man den Punkt, deſſen Coordinaten 
b, o find, als Anfang ber Coordinaten nimmt, d. h. a=b==c—=0 
fest, nämlich : 
Xx vo t cos ,  y=vtosß „ z=Ypg1 (005% , 
wo natürlich die x, y und z vom neuen Anfangspunkte an gemeflen 
werben, Durch Glimination von t findet man die Gleichungen ber 
Bahn: 


— — — — —— 2⏑ — — 
— 


cos & cos £ c08 / 
im erften, und einfacher 

_—_ _ _I _ 2 

cos .cosß C08 y 


im zweiten alle, und außerdem hat man in biefem noch 


— ——— 
alſo lauter Geſetze, welche der geradlinigen gleichförmigen Be 
wegung angehören. 
NMehmen wir zweitens bie bewegende Kraft ber Größe und Richtung 
nach als unveränderlih an, und bie Richtung ber anfänglichen Ge= 
ſchwindigkeit yo parallel zur Richtung der Kraft, fo daß bie Compo— 
nenten der erftern nach ben drei Achien wieber 


Vvo eos , vo cos , vg 008% , 
bie ber Iehtern, welche mit P bezeichnet ſei, 
P cos , Pcosß , P cos y 
find, fo geben.die Gleichungen (68) die Ausprüde: 
mu, — mv; cos e —P oosa .t ; mu,— mv, c0o8ß=P cos . t 


MU, — MY c08y —P co8y.t, 


* 
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aus denen man, wenn zur Abkürzung — —=c6 gefeht wird, 
v=w-+tel 
zieht. Werner findet man burch eine zweite Integration, nachdem wieder 
für u. IL für u, GE für u geſeht wörben, bie Gleichungen: 
x a= (v4 Zi) sc , y—b=(nt+z e1R)oosß, 
2 0= (v4 2 0tR)cosy ’ 


worin a, b, c wieder die Coordinaten der anfänglichen Lage bed Be- 
wegten find, und dann aus diefen durch Glimination von t, wie vorher 
die Gleichungen einer Geraden: 








cos a cos - coBy 


Die Bewegung tft alfo wieder eine gerablintge, und zwar nach dem 
Werthe von v, ebenfo wie bie Bewegungen der Projectionen des ma= 
teriellen Punktes im den drei Achfen, eine gleihförmig veränderte, 
. Nimmt man daher den Anfang ber Goorbinaten auf ber Geraden ſelbſt 

an, und bezeichnet die anfängliche Entfernung bes Bewegten von biefem 
Anfang mit r,, fo tft | 


a=T, 0080 . =nWwß , | c=T, 008%, 
und damit ergibt ſich 
— tnttzor, 
wie vorauszuſehen war. 

Im Allgemeinen wird man aus dem Borhergehenben fhlteßen, daß 
bie Bewegung immer eine gerablinige fein wirb, wenn bie Richtung ber 


bewegenden Kraft unveränberlich ift, und mit ber Richtung ber anfäng- 
lichen Geſchwindigkeit zufammenfällt; benn man hat dann 


= R cosa ; Y- R cos ß Z=Rcosy 


unb erhält durch die Gleichungen (68), wenn R in Function von 
ausgedrückt angenommen wird, | 
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—E y- (——9 co, 
er 
‚anti R 


Daraus ziehen wir dann wieder ruͤckwaͤrts 
dv 
T=aT=R, N - 


folglich auch 


alſo für jeden Werth von t 
s=0 , go =» 
was nur bei eimer geraden Linie flattfinben Tann. 


5.7. 


Als Beifpiel einer Frummlinigen Bewegung, welche durch eine Kraft 
von unveränderlicher Intenſitaͤt und Richtung hervorgerufen wird, fol 
nun die Bewegung eines ſchweren materiellen Punktes unterfucht wer- 
den, dem eine beliebig gerichtete anfängliche Geſchwindigkeit ertheilt 
worden, und ber während ber Bewegung nur ber Wirkung feines un- 
veränderlichen Gewichtes unterworfen fl. 

Seien wieder vo. dieſe anfängliche Gefchwindigleit und &, A, 7 
die Winkel ihrer Richtung mit den drei Goordinaten= Achfen, von denen 
die der z parallel zur Richtung der Schwere, und zwar beren pofitive 
„ Hälfte aufwärts gerichtet angenonmmen werben foll, und p=mg bas 
Gewicht des materiellen Punkte. Die Gleichungen (68) werben 


du, du, ds — 
mn 0 $) nm =0 ’ a p=rm, 


und geben durch erfte Integration 


u,=V,0080 , u, — vo cos 3, u. vo cos/ — gt. 


Führt man dann wieder fuͤr die Gomponenten ber Geſchwindigkeit ihre 


analytiichen Werthe: 3 1. — ein ‚ und integrirt non neuent 
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unter der Borausfehung, daß ber Anfang ber Bewegung zugleich An⸗ 
fang ber Coordinaten ſei, ſo findet man bie Gleichungen: 


2 


welche zeigen, daß bie Bewegungen der PBrojertionen in ben Achſen ber 
x umb y gleichförmige find, während die in der Achſe ber z eine gleich 
förmig veränderte iſt. Die beiden erften geben dem auch durch Elimi⸗ 
nation von t: 


x=yti0osa ,„ y=Ytcosß , 1—vot cos — gl, 


— —— 

wa cosß ’ 
db. h. die Gleichung einer durch Die Achſe ber z gehenden Ebene, in 
welcher bie Bewegung flattfindet. Mar wird demnach die fernere Unter- 
fuchung vereinfachen, wenn man das Coordinatenſyſtem fo um bie Adyfe 
ber z dreht, daß bie Ebene ber xz mit der Ebene ber Bewegung zu⸗ 
fanmenfällt, aljo um ben Winkel e, für welchen man hat: 


tung a = RP . 
‘ cos 


Darnach findet man als Geſchwindigkeit ber Projection des Bewegten 
in der neuen Achſe der x: 


Vu2+u?=% Veos? a + 0088 = v siny , 
und als Ausdruck der Entfernung biefer Projection vom Anfangspunkt 
am Ende der Zeit 1 ober als Werth der neuen x 
_ Ver+yp=ntsiny ; 

und bie beiden Gleichungen der Bewegung werben demnach 

x—=vtsiny 

2vol oosy — gi 
Dieſe beiden Gleichungen beſtimmen die Coordinaten des Bewegten für 


irgend einen Augenblick, und geben auch durch Elimination von t bie 
Gleichung der in der Ebene der xz enthaltenen Bahncurve, nämlich 


— 1 x3 
zz=ı 00 ‚7.8 v.3 sin?y N) 
alſo bie einer Barabel, deren Achſe zur Achſe der = ober zur g 
der Schwere parallel iſt, und die wie ſich von ſelbſt verſteht, durch den 
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Anfang ber Eoorbinaten geht, ba z mit x Null wird. Daß bie Curve 
eine Parabel ift, erkennt man baraus, daß bie Goeffizienten A und B 
in ber allgemeinen Form ber Gleichung bes zweiten Grades: 


Ar+Bxz-C+ Di +Ex+-F=0 ; 


Null find, daß man alfo au 440 —B20 hatz ferner zeigt bie 
Abweſenheit des Gliebes mit dem Producte xz in unferer Gleichung, 
daß Die Achfe dieſer Parabel zu einer der Coordinaten-Achſen parallel 
ift, und zwar zur Achſe ber z, weil auch das Glied mit z2 fehlt. 

Um nun die Verhältniffe diefer Curve genauer zu unterfuchen, Tann 
man zuerft ftatt der anfänglichen Geſchwindigkeit vo Die entiprechende 
Geſchwindigkeitshöhe ho, für welche man bekanntlich (6. 49) 


vor 
hr = 7, | 
bat, einführen, woburch die Gleichung berjelben bie Form: 
- „3 


2 — X coly — Ah, sin? 
annimmt. Für z=0 erhält man daraus zuerft 
x—=0 md x=4h, siny cosy—=?2h, sin2y 


als Abſciſſen ber Durchſchnittspunkte der Parabel mit der Achfe ber x; 
ben zeiten dieſer MWerthe nennt man bie Wurfweite; er zeigt, daß 
biefe für biefelbe anfängliche Geſchwindigkeit am größten ift, wenn man 


y- n sc hat. Im Scheitel unferer Parabel hat z offenbar feinen größten 
Werth; man beftimmt deßhalb die Abſciſſe desſelben Durch die Gleichung: 


dz Fu x 
dr NT Zain, —O N) x—=h, sin2y , 
und durch Einführung dieſes Werthes in die Gleichung ber Curve folgt 
2a — ho cos? Y- 


Set man baher in derjelben Gleichung 
z—h, cs?y—z ,„ x=xr-+?2hsiny ooy, 
fo nimmt diefe die gewöhnliche Form: 
x? —4h sin?y.z 


an und zeigt, daß ber Parameter unferer Parabel durch .2h, sin? y, 
und die Orbinate bed Brennpunktes durch h, cos2y ausgebrüdt wird. 


= 


317 


Alle biefe Ausdrücke laſſen ſich Abrigens auch leicht durch Gon- 
ftruction barftellen. Iſt A, Big. 66, der Anfang ber Coordinaten, 
AB die Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit, alfo der Winkel 
ZAB gleich y, AC die Geſchwindigkeitshöhe hu, CD fenkrecht zu AB, 
und DE zu AC, fo hat man AD=h, cosy, AE==h, cos?y, und 
es tft bemnach die Verlängerung DT von DE die Tangente im Scheitel G 
der Barabel. Ferner it DE h, cosy siny und dadurch der Scheitel G 
gefunden, wenn DG — DE gemacht wird; die zur Achſe ber z parallele 
GJ ift die Achſe der Curve, und die doppelte AJ oder AH gibt ben 
Durchgangspunkt H in ber Achfe der x. Zuletzt fieht man, daß bie 
Verlängerung von CD bie Achſe GI im Brennpuntte F fehneldet, da 
GF=CE=CD siny=h, sin?y tft, daß alfo auch die doppelte 
Länge 2FG—=FK ben Parameter der Parabel vorftellt, womit dann 
alle nothwendigen Größen beitimmt find. 

Mas endlich noch bie Geſchwindigkeit betrifft, fo erhalten wir Durch 
das Gefeg von der Erhaltung ber lebendigen Kraft (71) zuerft 


3 dz Z 
ana ii. ar .’I1=—?2pz, 
o © 0 


w“—v2—2gı. 
Die Geſchwindigkeit hat demnach den Fleinften Perth dba, wo z 
einen größten hat, nämlich im Scheitel der Curve; dort iſt ‚aber 
z—h, pt cos? y , aljo wird 


v=YVvw2— v2 cos?y = vo 8iny ; 


d. h. die Geſchwindigkeit im Scheitel ift diefelbe, wie die der Projection 
bes Bewegten in ber Achfe der x, mie dies offenbar fein muß, da ihre 
Richtung im Scheitel zu biefer Achje parallel if. Für z—=0 if v 
jedenfalls gleich vo, alfo diefelbe am Anfang wie bei der Rückkehr des 
Bewegten in bie Hortzontal= Ebene, wie denn überhaupt bie Gejchwin= 
Digfeit in gleichen Abftänden vom Scheitel diefelbe ift. 

In dem befondern Falle, wo die Richtung der anfänglichen Ge- 


ſchwindigkeit eine wagrechte, ale, y -; re iſt, wird einfach 


wd——Abz; 
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bie Barabel bat dann ihren Scheitel im Anfangspunkt und bie Achſe 
der negativen = zur Achſe; ihre Parameter it 2h,, unb ihr Brennpunkt 
um bie Länge kb, vom Scheitel entfernt. 


S. 76. 


Bei ber eben betrachteten Bewegung kann bie Aufgabe geftellt 
werben, bie Größe und Richtung ber anfänglichen Geſchwindigkeit 
fo zu beflimmen, baß bie Bahn bes Bewegten burch einen gegebenen 
Punkt geht. 

Legt man zur Löfung biefer Aufgabe bie Iothredhte Ebene der xz 
burch ben gegebenen Punkt und burch denjenigen, von welchem die DBe- 
wegung ausgeben fol, und nimmt biefen lebten ald Anfang ober 
Schnittpunkt einer wagrechten und einer lothrechten Coordinatenachſe am, 
auf welche bie Lage bes erftern durch bie Gleichungen 


x—a , ı—h 


bezogen ift, fo leuchtet zuerft ein, daß bie Richtung ber anfänglichen 
Geſchwindigkeit vor Allem in biefer Ebene liegen muß; ferner nimmt 
bie oben abgeleitete Gleichung der Bahn des Bewegten mit den voran- 
ſtehenden Werthen von x und z bie Korm dh 


Ah, sin?y(acoty—h) — a* 
mb gibt, wenn y beftimmt iſt, für h, dem einzigen Werth: 


a? 
ho = 4(acoty—h) sin?y ’ 


welcher als Bedingung der Möglichkeit 
acty—h_>0 


voraudfeht, weil vo für ein negatives h, tmaginär würde. Diefe Be- 
bingung brüdt aber aus, daß ber gegebene Punkt C, Fig. 67, nicht 
wetter von ber Achſe AX entfernt liegt, ald ber Durchſchnittspunkt D 
ber durch C gelegten Lothlinie BD mit der Richtung AD ber anfäng- 
lichen Geſchwindigkeit; denn da AB=a, BC—h, mb Winkel 
ZAD=y tft, fo hat man 


BD=aca Y- 
Diefe Anſchauung kann auch dazu dienen, ben vorhergehenden Werth 
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von bh, durch Eonftruction zu erhalten, und zwar auf verfchiebene Weiſe; 
bie einfachfte dürfte wohl folgende fein. Man hat offenbar 

AB D a a 


 — 4 AO 55 32 — 








— I. E53O3C — 


siny siny Any 
bildet man daher aus dem Werthe von ho bie ſtetige Proportion: 
acoy—h: — = — : ho- 


fo fieht man, daß wenn CE rückwärts bis C’ verlaͤngert, AC’—=DC 
nach AG, AE nah AF, DE nad DF übertragen, und durch E eime 
Parallele EH zu FG gezogen wird, bie abgefchnittene AH die ver⸗ 
langte h, fein muß, mit welcher dann bie zur Sonftruction der Bahn⸗ 
curve nothiwendigen Stüde nach der Angabe bed vorigen 6. gezeichnet 
werben Tonnen. 

Iſt dagegen bie anfängliche Geſchwindigkeit vo alſo auch die ent⸗ 
fprechende Höhe h, beſtimmt, und y zu ſuchen ‚fo wird man sin?y 


durch ir TFot, erſetzen, und fo die Gleichung: 


a2u2 — Ash, u+a?Ahh,=0 
erhalten, in welcher zur Abkürzung u für coty ſteht; fie gibt in Bezug 
auf diefe Größe aufgelöfet, den zweifachen Werth: 


„2 VER-UR 


— 2 
a 


und zeigt Dadurch, daß der beabſichtigte Zweck im Allgemeinen auf zwei 
verſchiedenen Wegen erreicht werden kann, wenn die Wurzelgröße einen 
reellen von Null verſchiedenen Werth hat. Dieſe letztere Bedingung 
wird aber durch die Ungleichheit: 


Ah. — Ahbbb — a3 > 0 


ansgebrüdt, und fie muß vor Allem durch die gegebenen Größen be- 
friebigt werben, wenn bie Erfüllung ber Aufgabe überhaupt möglich 
fein fol, fo baß der Fall: Ah? —Ahh,— a? 0, für welchen fich ber 


obige Werth auf u= a rebuzirt und bie Aufgabe nur auf eine 
einzige Weiſe gelöfet werben Tann, bie Grenze für die Möglichkeit ber 





a _ 


Auflöfung bildet. Stellen wir und befhalb die legte Gleichung unter 
der Korm: 
x? —4h, (ho — 2,) 


anſchaulich dar, indem wir uns die Gegebenen a und h als veränderliche 
Goordinaten denken, und fie deßhalb durch x, und z, erfeten, fo zeigt 
fih uns wieder eine Parabel, deren Achfe nun mit der Achfe der z zu: 
fammenfält und im Sinne der negativen z gerichtet ift,, deren Scheitel 
auf der pofitiven Hälfte berfelben in einer Entfernung — h, vom An- 
fang entfernt liegt, und deren Parameter glei) 2h, ift, wornach denn 
bet Anfangspuntt der Goordinaten zugleich Brennpunft der Gurve ifl. 
Machen wir bemnah AD, Fig. 68, gleich h,, AE glei 2h,, und 
eonftrutren ben Parabelbogen DCE, fo werden alle Punkte dieſes Bo- 
gens burch ihre Goorbinaten bie letzte Bebingungsgleichung befriedigen; 
man wird alfo den Punkt C nur unter einem einzigen Winkel y erreichen, 


‚ befien Cotangente u — iſt, und dieſen demnach dadurch finden, daß 


man bie Lothlinie BC verlängert, bis man BE—=2AD=—2h, hat, 
und AF zieht. Zeichnet man dann wieder die Wurflinie AGC nad 
ber frühern Angabe, fo fieht man, daß biefe die vorhergehende Parabel 
DCE in C berührt. 

Für alle Punkte, die wie C’ außerhalb diefer Parabel Itegen, tft 


a3 4h0 (ho — h) 
ober 22 44h, >4h,®, 


und der beabfichtigte Zweck kann mit ber gegebenen anfänglichen Ge- 
ſchwindigkeit auf Teine Weife erreicht werben. Für biejenigen Punkte 
dagegen, welche wie C, Fig. 69, innerhalb ber Eure DGE liegen, 
gibt es immer zwei Winkel y ober zweit Richtungen der anfänglichen 
Geſchwindigkeit, unter welchen der Bewegte durch den gegebenen Punkt 
C geht. 

Will man diefe Richtungen durch Zeichnung erhalten, fo wirb man 
ben Werth von au oder acot y fuchen, und dazu den obengefundenen Werth 
von u auf die Form bringen : 


au — 2ho& V2ho (2, —2h)— a2 . 


Man conftruirt num zuerft die Wurzelgröße: V? ho (2 ho —%h) dadurch, 
daß man AD —=2AD=?2h,, BÜU—=2BC=?2h macht, durch eine 
Parallele C’J zu AB die BC’ = AJ son AD’. abfihneider, und zu. 
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AD’ —=2h, und JD’=2h,—2h eine mittlere geometrijche Bropor- 
tionale D’K zeichnet; bejchreibt man dann mit Diefer letztern als Halb- 
meſſer von D’ aus einen Kreisbogen KH’H, fo fehneidet diefer die durch 
C gelegte Rothlimte BF in zwei Punkten H und H’ fo, daß man 


⸗ 


FH —=FH’—DK — DF’—2h (2ho — 2h) — a2 
und demzufolge auch 
BH—BF+FH— 244 VAh (dh an) 
BH—BF_FH—2h, — Yah, 22h) 


erhält, und die Geraden AH und AH’ die verlangten Richtungen vor- 
ftellen. | 

Führt man nun wieder nach dieſen beiden Richtungen und mit ber 
gegebenen Gejchwindigfeitshöhe h, die Gonftructton der entfprechenden 
Bahnen aus, wie fie Fig. 70 zeigt, fo findet man, daß auch Diefe von 
dem Parabelbogen DGE berührt werden, und zwar in den Punkten G 
und G’, in denen diefe Curve von den durch die Punkte M und M’ ge- 
zogenen Bertifalen MG und MG gefchnitten wird, für welche man 
alſo die Abſciſſen hat: 


x, =2h, tangyı ; —2h, lang yg - 


Man wird daraus ſchließen, daß * Berührung für alle Parabeln 
ſtattfindet, welche der Bewegte mit derſelben anfänglichen Geſchwindigkeit 
unter allen möglichen Richtungen derſelben beſchreiben kann. In der 
That findet man nach dem in der Einleitung ($. 44) angegebenen 
Berfahren, indem man nämlich den veränderlichen Winkel y aus ber 
Gleichung ber veränderlichen Gurve: 


x2 
z,=X, ‚by Ah, sind, sin? y 


mitteld ihres Aenderungeheſehes in Bezug auf y: 
x,— 2ho tangy , 
welches bie Bedingung ber Berührung ausbrüdt, eliminirt, die Gleichung : 
x,2 Aho (hy — 2,) — 


der umhüͤllenden Curve DGE wieder. 
Decher, Handbuch ver Mechanik ı. 21 


$. 77. 

Nach ben vorhergehenden, durch eine unveränderliche Kraft veran- 
laßten Bewegungen find diejenigen bie einfachften unb bemertenswertheften, 
welche durch eine Kraft hervorgerufen werden, beren Richtung im jeder 
Lage bed Bewegten durch einen feften Punkt gebt, und deren SIntenfität 
eine Function der Entfernung des erftern von dem letztern iſt. Che ich 
jeboch dieſen Fall unter der Vorausfeßung, daß die Kraft beftimmt fet, 
allgemein mittels ber im SS. 71 und 72 erhaltenen Geſetze burchführe, 
wollen wir einige einfache Bewegungen dieſer Art betrachten, unter der 
Borausfegung, daß die Bahn bes Bewegten vorgejchrieben und ber fefte 
Punkt für die Richtung ber Kraft beftimmt ſei, und daß bie Intenfität 
ber letztern ausgedrückt werben fol. 

Die Bahn des Bewegten fet zuerft wieder eine Parabel und bie 
Kraft immer gegen ben Brennpunkt dieſer Curve gerichtet; der Anfang 
ber Bewegung fei ber Scheitel A, Fig. 71, und bie Geſchwindigkeit 
berfelben in dieſem Punkte — v,. Bezeichnet dann m bie Maffe bed 
Bewegten, fo bat man in biefem Punkte, wo bie Tangente ſenkrecht 
zum Fahrſtrahl AF, oder zur Richtung ber Kraft iſt, wenn p den 
Parameter vorſtellt, 


T = 1) J N zn e = 
Sn einem beliebigen Punkte M dagegen, deſſen Abſciſſe AP=—=x fet, 
und für melchen ber Fahrſtrahl FM und bie Krämmung x =, durch: 


1 i 
=Vo-grHIp=etzP 


1 _ ı/  _y/» 
oe YV (?2x-+p) Er? 


ausgedrückt werben, bildet der Fahrftvahl einen Winkel I mit der Tan⸗ 
gente, welcher dem Winkel zwifchen der Tangente und ber Achſe der 
Parabel oder ber Achſe der x gleich if, und für ben man hat: 


und 
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Iſt demnach R die Sntenfität der Kraft in diefem Bunfte, fo hat 
man au: — 


— ——— 
r 2r 


wobei zu beachten iſt, daß bie Kraft R pofitiv genommen wird, wenn 
fie im Sinne der Verlängerung ded Fahrſtrahls wirkt, und daß die 
Gomponente N immer gegen den Krümmungsmittelpunft gerichtet iſt. 
Ferner hat man nach dem in $. 73 audgefprochenen Satze (84), da 


1 
in unferm Falle r, — 7 P a=,n tft: 
dw 1 
uzpuomt, 


und weil die Richtung der Geſchwindigkeit mit dem Fahrſtrahl den 
Winkel 9 bildet, fo wird: 


do a __ P „dw 1 
nz y — Jν— 


folglich hat man 


1, _1 — pP 
‘V gp'r=„P% ’ v— vo I, 


und ſchließt daraus, daß die Geſchwindigkeit der Bewegung 
abnimmt, wie der Sinus Des Winkels zwifchen der Zan- 
gente an ber Bahncurve und ihrer Achſe. 

Mit diefem u von v folgt dann weiter: 


_n® P pP 
N=m mn? Ir Ve 9r 


und daraus 





R=— Zmp!% 
Die Intenfttät der Kraft ſteht demnach im umgefehrten 
Berhältniffe des Quadrats ber Entfernung des Bewegten 
von dem Brennpunfte F, und ihre Wirkung tft eine an- 
ziehende, db. b. fie ftrebt Diefe Entfernung zu vermindern. 
Endlich gibt ber Lehrfak von der Einhaltung ber Oberflächen 
($. 72) auch fehr einfach die Beziehung zwiſchen der Lage bes Bewegten 
21* 


a 


und ber Zeit, welche ex zu feiner Bewegung vom Scheitel an his dort- 
hin gebraucht hat, Dean bat bekanntlich als Oberfläche des Segmented 
AMP (vergl. $. 43 im 2ten Buche) 


0, =— xy 
und. für die des Dreieckes FPM 


woraus für den Sector AFM 


2 1 1, _1 Ä 
0=zıy- Zt zPY=nlrt3P)y 


folgt. Nach (81) iſt aber 


‚_20 (2x + 

6° 3pvo 
Dieſer Werth von t ergibt fih indeſſen auch ohne Schwierigkeit auf 
dem gewöhnlichen Wege, indem man für v feinen analytiichen Werth: 
ds dx ds 


T-’TITı jet; denn man findet jo 


alſo t= 





dx „ix p 2x VW — 
us » Ver — 3. V?rx 
und damit durch Integration 


vw)o Varx 


woraus mit ben nöthigen Reductionen wieder ber obige Werth folgt. 
Schließlich dürfte noch zu bemerken fein, daß man bier viel went- 

ger einfache Ausdrüde erhalten würde, wenn man die Gefchwindigfeit 

und die Sntenfitat dev Kraft in Function ber Zeit darftellen wollte, 


'g 78, 


Anf Ähnlichen Wege wollen wir noch einen zweiten Fall unter- 
fuchen, nämlich die Bewegung eines materiellen Punktes in einer Ellipſe, 
vermöge einer Kraft, bie beftändig gegen den Mittelpunkt biefer Curve 
gerichtet iſt. 
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Sei dieſer Mittelpunkt der Anfang ber Coordinaten, bie große 
Achſe die der x und ber Scheitel auf ber pofitiven Seite der Anfang 
der Bewegung; bezeichnen wir ferner bie Geſchwindigkeit in dieſem Punkte 
wieder mit v,, bie halbe große Achfe der Curve mit a, bie halbe Heine 
mit b, fo findet man zuerit: 

aꝰ hꝰ 
in + b2 cos? w 


als Gleichung der Ellipfe durch ihre Polarcoordinaten r und w aus⸗ 
gedrüct, wo alſo r den Fahrſtrahl vom Mittelpunfte aus, und w den 
Winfel vorftelt, den dieſer mit der pofitiven Achſe der x bildet. Ferner 
hat man als Ausdruf für die Krümmung in einem Punkte, deſſen 
Coordinaten r und w find, 


1 at b* 


x — — — ö—— — 7575 9 
a: (« sin? a + b* cos? o) D 


und wenn man aus ber vorhergehenden Gleichung den Werth von sin? w 
und cos? w zieht, nämlich: 


2(o2__r2 2{r2__h2 
N ; cos? w — 
fo nimmt der Werth von x die einfache Form an: 
1 _ ab 
E 


_ (40) 


Der Winkel 7, welchen die Tangente in bemfelben Punkte ber Curve 
mit der Achſe der x bildet, wird durch Die Gleichung: 


_dy_. Mesa p— 
ieng I = 29 sin o — — Pr} cot w 
beftimmt, und ber Winkel I, den diefelbe Tangente mit der Verlänge— 
rung des Fahrſtrahls einfchließt, iſt offenbar gleich = — w und demnach 


sin I —sin (T— 0) asain cos w — cos ⁊ sin , 
oder mit der Beachtung, daß man nach dem Obigen für die Functionen 
sin z und cos bie Werthe: 


1 ra? sinw 
csr—= — — — — 


ö— I TI 
Vi-+ tang? x ab Ya? +b2— 12 
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sin une = — rb? cos 
Vitwge abVYarbııs 
findet, und mit Rüdficht auf bie Gleichung der Ellipſe 
ab 
— 


Der Lehrſatz (81) in 8. 73 führt dann zu den Gleichungen 


sin 9 — 


dw 
C=av , r — —ıvsiny, 


dt 
und gibt für Die Geſchwindigkeit den Werth: 
— a Va: +b2 — r2 
rung lo b ’ 





die Componente N wird dadurch 





v2 a 
N=m— = mv? 
e bYa?-+b? —r2 
und daraus folgt endlich 
— — N __nE% 
— sin 9 br 


* Die bewegende Kraft ift Demnach wieder eine anziehenbe, 
gegen den Mittelpunft hin wirkende, und ihre Intenfität 
ſteht im geraden Verhältniffe der Entfernung des Be 


wegten von dDiefem Mittelpunfte, 


Was noch die Zeit der Bewegung betrifft, fo leuchtet nach dem 
Princip von der Einhaltung der Oberflächen ein, baß dieſe für jeben 
Quadranten der Ellipſe diejelbe fein muß, da dieſe Bogen Sectoren von 
gleicher Oberfläche begrenzen. Dieſe Oberfläche iſt aber bekanntlich gleich 


A 
_20 1b. 
— ar 7 
Die ganze Umlaufgzeit in ber Ellipſe wird folglich 
T=2ın, 


vo 





Ei seab, und demnach die Zeit für die Zurücklegung eines Quadranten: 


327 


und ift denmach, verglichen mit dem in 6. 52 gefundenen Werthe, die⸗ 
felbe, als wenn fich ber materielle Punkt blos in der Heinen Achfe ber 
Ellipſe mit der anfänglichen Geſchwindigkeit vo vom Mittelpunfte aus 
bewegt hätte. 

Eine fsiche Bewegung, auf welche wir übrigens wieder zurückkom⸗ 
men, und bie wir noch genauer werben kennen lernen, Tann annähernd 
das freie Ende eines mit dem andern Ende befeftigten elaftifchen Stabes 
annehmen, wenn man denfelben aus ber Gleichgewichtslage bringt, und 
ihm beim Loslaſſen einen Seitendrud ertheilt. Vollkommen befikt dieſe 
Bewegung ein Aethertheildhen, welches fogenanntes elliptiſ ch⸗p ol a⸗ 
rifirtes Licht fortpflanzt. 


$. 79. 


Ich nehme nun bie allgemeine Auflöfung der Aufgabe vor, bie 
Geſetze der Bewegung eines materiellen Punktes zu beftimmen, wenn 
die Richtung ber bewegenden Kraft immer durch denfelben feſten Punkt 
geht und ihre Intenfität eine Function der Entfernung bed Bewegten 
von biefem feiten Punkte tft. 

Wir haben bereits in 66. 71 bis 73 gefunden, daß die Bewegung 
immer in einer Ebene erfolgt, welche durch ben feften Punkt und durch 
die anfängliche Lage und Geſchwindigkeit des Bewegten beftimmt wirb; 
ferner, daß das Geſetz der Bewegung in biefer Ebene burch die Gleichung: 


d . 
r? = C=r, Vo sinag (a. 
ausgedrüdt wird, deren Erflärung in dem genannten Paragraphen ge= 


geben worden iſt. Verbinden wir nun mit biefer Gleichung ben Ausdruck 
für das Prineip der lebendigen Kraft (74): 


r 
mv? — mv? —= jr ; 
x Te 


durch welchen wir bie Geſchwindigkeit des Bewegten für einen Ort, 
defien Bahrflrahl r if, unmittelbar erhalten, fo Tann daraus durch 
Elimination von t eine Gleichung zwifchen zwei Veränderlichen erhalten 
werden, welche die Gleichung ber Bahncurve fein wird. Am zweck⸗ 
mäßigften wählt man dazu die Bolarcnorbinaten, und erfeht dazu in der 
vorhergehenden Gleichung v? burch den in 6. 73 gefundenen Werth (83): 


(+) 


328 


wodurch man bie obige rom unter die Form bringen Tann: 


ICH] efs. 


Eliminirt man ſodann ben erften Factor mitteld der Gleichung (a) fo 
ergibt ſich mit Beibehaltung der Bezeichnung C für r, vo sinao bie 
Differentialgleihung: 


d 1 TI 

'r _ TUR C? 

Ar ee 1 +2. 8 

ald Aenderungsgefeb bes verkehrten Fahrſtrahls in Bezug auf ben 
Winkel w, und damit folgt durch Integration j 
r 





d. 


86.) w—- w=r — 
ro 
oral nn 7 


als Bolargleichung ber Bahn bes Bewegten, mworin wo, ben Winfel 
zwiſchen dem anfänglichen Fahrſtrahl r, und der Bolar = Achfe bezeichnet, 
welche in einer beliebigen Richtung durch ben feften Punkt gezogen iſt. — 


Das Aenderungsgefeb von 4 in Bezug auf r iſt offenbar für ein 














wachfendes r negativ; es wird daher auch 


i 1 
d.— d. — 

nr oT dr 
do dr do 


negativ fein, wenn r mit w wählt. Da fih nun das Zeichen-vor bem, 
Integral immer nach den anfänglichen Verhältniffen richten muß, und 
da die anfängliche Geſchwindigkeit den Winkel @ mit dem Fahrſtrahl r, 
bildet, wonach r im Anfang wachen wird, fo lange @ Fleiner tft als 


3" jo muß man für n Fall das obere Zeichen nehmen, das. 


untere dagegen, wenn « >41 Zm weil der in C enthaltene Factor sin &g 
zum Seichenmwechfel nichte beitagl 
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Umgelehrt wird man ‚ wenn bie Bleichung der zu beichreibenden 
1 
d._ 
Bahn gegeben tft, aus ihr das 8 Aenderungegeſch: in Function 


von r ableiten, dadurch zuerſt die Arbeit ber Kraft mies der Gleichung 
(b) unter der Form: 


j 4.49⸗ 
—“J — Ir +5 — my? 
Io 


erhalten, und daraus durch eine zweite Ableitung in Bezug auf r bie 
Antenfität der bewegenden Kraft, alſo 


(87. 


-Im0 





N 


in Function der Entfernung r finden. 

Sn beiden Fällen wird man die Beziehungen zwiſchen ber Lage 
des Bewegten ober zwifchen feinen Coordinaten und der Zeit t aus bem 
Aenderungsgefege diefer letztern mitteld der Gleihung (a) erhalten; denn 
hat man dieſem Aenderungsgefege die Form: 


dr 
gegeben, indem man wmitteld der Gleichung ber Bahn bie Veränderliche 


«vo daraus elimintrt hat, und multiplicirt dasfelbe Glied für Glied mit 
ber Gleichung: 





do _ © 
di rn 
. fo folgt: 
i dr _ en) 
di rn 


und gibt umgekehrt das allgemeine Integral: 


ee 
Ct - |. (88. 





0 
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In dem Balle, wo die Kraft in Function von r gegeben tft, hat man 
nach dem Vorhergehenden unmittelbar 


dt 


nr _ PR (u 
FT — Vwrrf 


alfo auch durch Umkehrung und Integration ben Ausdruck 


j 1 

89.) , 4 (1 Ze — 
/ r 

ro j R C2 

V. — 5 





rd 


als Beziehung zwiſchen t und r. Dan wird daraus ben Werth von r 
in Function von t ziehen, und mittel Einführung desjelben in den 
durch die Gleichung (86) erhaltenen Werth von wo, auch für dieſe 
Veränderliche einen Ausdruck in Function der Zeit ableiten. Hinfichtlich 
der Wahl bes Zeichens tft hier leicht zu fehen, daß das obere Zeichen 


wieder für ben Fall gelten wird, wo a, <; zw, wo alfo r mit t 


wächſt. — Auf dieſe Weiſe hat dem bie Aufgabe ihre vollftändige 
Löſung gefunden, und es foll dieſe nun an einigen weitern Beifpielen 
fowohl mit gegebener Kraft, als mit vorgefchrtebener Bahn durchgeführt 
werden, um feinen Zweifel über bie Anwendung ber vorhergehenden 
Formeln beftehen zu laſſen. 


6. 80. 


Beginnen wir mit dem leichtern Kalle, wo bie Bahn des Bewegten 
vorgefchrieben tft, und nehmen mir zuerit das in 6. 78 behandelte Bei- 
ſpiel noch einmal auf, jo erhalten mir fogleich aus der bort aufgeführten 
Gleichung der Ellipfe unter der Form: 


1 a? sin? cu + b? cos? w 1 aa —b2 
m °B ur ur 


als erfte Ableitung 








sin(y COS ( 
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alfo mit dem Werthe von z 








1 ad + b3— 2r3 
Va ue ν—, 
oder 24b2 2r2 2462 2r,.2 
Ct — Sab( rc COS pa arc COS — ) 


Für unſere obige Annahme: 1, — a, a, = 3 z und für r—=b 
folgt daraus, mit der Beachtung, daß dann r im Anfang abnimmt, 
wie dort: 

1 ab 1 
Em - =y" 
für die Zeit der Bewegung burch einen Quadranten. 


A 
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Ein ferneres Beiſpiel bietet uns die Bewegung ber Planeten um 
bie Sonne, indem wir von ihrer gegenfeltigen Wirkung aufeinander 
Umgang nehmen,. und ihre Maffe in ihren Mittelpuntten vereinigt 
benten, um fie als materielle Punkte betrachten zu können. 

Die nad ihrem Entdecker Keppler benannten Gefebe biefer Be— 
wegungen find nämlich folgende drei: 

1) Alle Planeten befchreiben ebene Euren, und ihre von dem 
Mittelpunkte der Sonne ausgehenden Fahrſtrahlen befchreiben Sectoren, 
deren Oberflächen ben Zeiten proportional find. 

2) Die Planetenbahnen find Ellipfen, deren einen Brennpunkt ber 
Mittelpunkt der Sonne einnimmt. 

3) Die Quadrate der Umlaufgzeiten ber verfähtebenen Planeten 
ftehen in demſelben Verhältniſſe, wie die Würfel der großen Achſen 
ihrer Bahnen. 

Aus dem erſten dieſer Geſetze folgt nach F. 72, daß die Kraft, 
welche die Planeten in Bewegung erhält, in jeder Lage berjelben gegen 
den Mittelpunkt der Sonne gerichtet fein muß. 

Um fodann aus dem zweiten bie fich darbietenden Folgerungen zu 
ziehen, namentlich die Intenfität diefer bewegenden Kraft abzuleiten, fet 
ber Mittelpunkt der Sonne der Anfang eines Polar-Syſtems, 2a bie 
große Achfe der Bahn eines der Planeten, e deren relative Excentricität, 
und & ber Winkel, welchen bie Achfe ber Bahn mit der Polar-Achſe 
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einfchließt. Den Bol alfo in einem Brennpunkt angenommen, ift dann 
die Gleichung der Ellipſe: 
a(1—.e?) 


— 1+ecos("—e) 
 1+ecos(W—e) 


or — 
r  all—e) 


Die erfte Ableitung derfelben in Bezug auf w zum Quadrat erhoben 


wird demnach: 


ce e? sin? (W—&, m. 
a? (1 — 
und damit ergibt Ai ber Ausdruck: 





_ 1ret2ecos(w—e) 


aa (1—eR) 
oder mit dem aus der Gleichung ber Ellipfe gezogenen Werthe von 
e cos(w— E) nad den erforderlichen Reductionen: 





( J 21 
r 1 
dw ra Tdi-e) 2 
daraus folgt ſofort nach Gleichung (87) 
R— C2 1 


N ae) 
Die bewegende Kraft ift demnach eine anziehende, gegen 
die Sonne hintreibende, und ihre Intensität flebt für 
einen und denfelben Planeten im umgekehrten Verhält- 
niffe des Quadrats feiner Entfernung von der Sonne. 
Durch das dritte Gefeß endlich können wir die Wirkungen, welche 
biefe Kraft auf bie verfchtedenen Planeten ausübt, unter fich vergleichen. 
Drücken wir nämlich die Conſtante C durch die Umlaufszeit T des 
Planeten und die Oberfläche O der befchriebenen Ellipfe aus, wodurch 
man nad $. 71 











20 2nab 2?na Vie 
(=7-7T77- T 
erhalt ‚, fo wird der vorhergehende Werth von R 
Ana? 1 


-— — 
— 


T2 rı 


Nach dem dritten Geſetze ift aber das Verhaͤltuiß —z für alle Planeten 


basfelbe; es Tann fich demnach die bewegende Ruuft nur proportional 
ber Maſſe diefer Körper und verkehrt proportional dem Quadrate ihrer 
Entfernung r von der Sonne ändern, und deßhalb Fein Unterfchieb in 
der Wirkung jener Kraft in Betreff der Beichaffenheit ber einzelnen 
Planeten ftattfinden, fo daß wenn zwei diefer Körper in ihren Bahnen 
ausgewechſelt würden, jeder bie Bewegung des andern annehmen müßte. 
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Nun wollen wir umgekehrt die Kraft als gegeben vorausjehen, 
und unfere Aufgabe für mehrere einfache Functionen ber Entfernung 
möglichft allgemein und vollftändig zu löfen verfuchen. 

Set zuerft die Intenſität ber bewegenden Kraft der Entfernung des . 
bewegten materiellen Punktes von dem feften proportional und für eine 
beftimmte Entfernung befannt. Man wird ſich damit wie in F. 52 
diejenige Entfernung 1 berechnen, in welcher jene Sntenfität dem Ge- 
wichte P=mg bes bewegten materiellen Punktes an der Oberfläche der 
Erde gleich iſt, wodurch man alsdann die Proportion: 


R:P=r:]| 
und daraus ben Werth: 


pr R  r_g 
R = P T s Mm — g T = T r 
erhält, und die Gleichungen eine folche Form annehmen, daß fich ihre 
Homogeneität leicht überblicken läßt. 

Damit ergibt fih nun fogleich als Ausdruck für die Arbeit der 
Kraft in der Zeit t: 


r R g 
2|ür m Teen) 
und es wirb 


v4 I (r?— 192) 


der Ausdruck für das Quadrat ber Geſchwindigkeit. Ferner nimmt die 
Gleichung (68) die Form an: 


— — — — 


die Achſe der x mit der Richtung zufammenfällt, welche ben Winkel: € 
mit der Polar-Achſe bildet (Fig. 72 und 73), und man wird 


C=o(x?2-+Y?) —Ver+f 4 —* (x? — y?) 
oder in der gewöhnlichen Geftalt: 


(2+ Ver + 8®)y2+(a — Varta) —=c 
als Gleichung der Bahncurve in Bezug auf rechtwinklige Goordinaten 
finden. Diefe Form zeigt, daß die Curve eine Ellipfe oder Hyperbel 
fein wird, und daß ihr Mittelpunkt mit dem feften Punkte in der Rich- 
tung ber Kraft zufammenfällt. ' 
Der Eoeffizient @, deſſen eigentlicher Werth 


voꝰ — ro voꝰ — —8 
az 2C — Ir, Vo sin ceo 
ift, wird pofitiv fein, wenn vo? — - r02 >0, und wenn C pofitiv 


ift ; das Verhältniß 42 — I dagegen wird noch $. 70 pofitiv, wenn 
bie Kraft eine abftoßende, negativ, wenn fie eine anziehende iſt. Neh— 
men wir zuerft das lehtere an, fo wird 


voꝰ Aꝛ rn? 
20 


oa = 


und hat dann immer dasfelbe Zeichen wie C; die Gleichung ber Bahn 
nimmt damit die Form an: e 


(-VAAMCAVAM)MSC, 


und wird demnach, da a — Ver — 9 8? immer pofitiv iſt, Die einer 
Ellipfe auf Mittelpunkt und Achfen bezogen (Fig. 72). 

Wird dagegen 42 pofitio, bie Kraft als eine abftoßende voraus- 
geſetzt, jo können @ und C gleiche oder entgegengefebte Zeichen haben, 
und die Gleichung der Bahncurve kann die Form: 


(VetRite)»(Vertazre) ec 


erhalten, welche zeigt, daß biefe eine Hyperbel tft, deren Achfe mit 
der Achfe der y zufammenfänt (Fig. 73). 





u 


337 


Die Ellipſe wird ein Kreis, wenn Ya? — 9? —=0 ift, d. h. wenn 


(n?+ Pr? —4RO— 


48% r,®v,2 sindoy ; 


dies kann aber nur ber Fall fen, wenn 0, = m, sinup—1 iſtz 


2 


benn ber vorſtehende Ausdruc zeigt unter der Form: 
v+ß'rt—=2P%r? Vo? (2 sin?a,—1), 
und wenn man beachtet, daß die Summe der Quadrate: zweier Größen 


nie Fleiner werden Tann, als ihr Doppeltes Product, daß berfelbe nur 
noch für 2 sin, — 11 möglich iſt; dann iſt aber: 


VW, Wen S=at, 


alfo auch die Gleichung des Kreiſes 


mie vorauszufchen war. 


Unter derfelben Vorausfehung: v2 — 82r,? wird im ‚weiten Falle, 
wo 82 pofitiv if, «= 0, bie Gleichung der Bahn demnach 


6 —x?)=C 


und die Hyperbel eine gleichſeitige. 


Wäre ferner in einem beſondern Falle C—=0, alſo entweder r, —0, 
oder vo — O oder a, —=0, fo würde = wo . Syn diefem Kalle wird 
man bie allgemeine Gleichung, bie wir für Die Bahncurve erhalten 
haben, durch « bivibiren ‚und dann mit dem Werthe & = 0 


y=0 


finden ‚, woraus folgt, daß die Bewegung eine geradlinige wird, deren 
Richtung mit der Achfe ber x ober mit der Geraden zufammenfällt, 
welche mit der urfprünglichen Polar-Achſe den Winkel & bildet. Nun 


haben wir aber 


Vo? +22 


cos 2e = 


oder ba 


2 
Cz, = 3= vo® sin? org ’ 


iſt, in entwidelter Form: 
Deher, Handbuch der Mechanik I. 


— œC-C0220 . 


Varta 
a0 =. (mtr?) 


22 
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w(1—2 sin? o,) — B?ry? 
Wird alfo C—=0, wegen n—0, fo ergibt ſich 
| cos22e—=1—?2sina, =c820, ;, Ee=0y 
wie vorherzufehen war; tft dagegen «,—0, fo bat man 
cos2e—=1 , e=0 


unb die Bewegung geht in ber Richtung bes erften Fahrſtrahls vor ſich; 
in dem Falle endlich wo vu = 0 wäre, hätte man zwar dasſelbe Refultat, 
allein es tft einleuchtend , daß dann gar Feine Bervegung flattfindet. 

Um nun auch ben Ausbrud für bie Zeit der Bewegung barzuftellen, , 
gibt man der Gleichung (89) durch biefelben Subftitutionen wie oben,” 
die Form: 





coo?2Ee— 


= fa. ————— , 
22V 8° +2a 02 — (322 
% 


unter‘ welcher biefelbe nach ben bekannten Regeln rational gemacht und 
integrirt werben Tann. Es mag aber bie Ausführung dem Leſer zur 
Hebung ‚empfohlen und nur bemerkt werben, daß je nachdem 2 pofitiv 
ober negativ iſt, die Zeit t durch einen Logarithmus ober durch eine 
Winkelfunctton ausgedrückt erfcheint, mas wieder darauf hindeutet, daß 
im eriten alle, welcher der Hyperbel entfpricht, Die Bewegung eine in 
gleichem Sinne fortgehende, im zweiten Zalle, in der Ellipfe, eine 
wieberfehrende oder pertodtiche fein wird. 
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Die Geſetze ber eben betrachteten Bewegungen Türmen nämlich gemäß 
der in $. 65 gemachten Bemerkung viel einfacher als durch die Formeln 
des 6. 79, Durch die Gleichungen (68) gefunden werben, da man durch 
dieſe jebe derfelben auf zwei gerablinige zurüdführen, und jebe einzelne 
Ordinate des Bewegten unmittelbar in Function der Zeit erhalten fan. - 
Nehmen wir aljo bie Ebene, tn melcher die Richtung der anfäng- 
lichen Geſchwindigkeit und der fefte Richtungspuntt der Kraft liegt ale 
Ebene der xy, diefen Punkt felbft als Anfang ber Gonrbinaten, und 
drücken die Intenfität der bewegenden Kraft, wie vorher, durch 


r 
R=P-- 
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aus, fo find ihre beiden Gomponenten in der Ebene der Bewegung und 
parallel zu den beiden Coordinaten-Achfen: 


— pri —p . — pi 
i=-77,-'f7, YI=-F77-f7T 


und demnach nur Yunctionen einer Veränderlichen, und zwar derjenigen, 
welche ber parallelen Achſe entipricht. Die dritte Componente Z tft 
natürlich Null, ebenfo wie bie entiprechende Gomponente ber anfäng- 
lichen Geſchwindigkeit; es genügen daher bie beiden erften. ber Gleichun⸗ 
gen (68), welche nun die Form annehmen: 
d?x x d2y y 
amt m—=FT 
zur Beitimmung der Bewegung; biefe find, wie man flieht, ganz unab- 
hängig von einander und eine jede kann für fi) allein auf dieſelbe 
Weiſe, wie es in $. 52 geichehen ift, behandelt werben. Hier wollen 
wir jedoch die Integration ber vorftehenden Gleichungen allgemeiner 
- halten, und dann erft die fo gefundenen unbeftimmten Integrale auf 
unfern Fall anwenden. 


Seben wir dazu wie oben ben Quotienten J —g, und bie erſte 
der obigen Gleichungen unter die Form: 


indem wir wie in dem vorhergehenden $. das Verhältniß 2 durch 2 


erſetzen, und diefe Größe für eine anziehende Wirkung negativ, für eine 
abftoßende bei bezeichnen, und multipliciren wir dann auf beiben 


Seiten mit 2 =, fo wird fie 


und die erſte Integration gibt ben Ausdruck: 


26 :) - Eat, 


22* 


—0 


und wenn wir die Differenz: ta (Te) der Werthe von 
2 
+HRx? unb (7) für ben beliebigen Werth t, von t durch bie 


“eonftante Größe 9% h? vorftellen, fo wird das allgemeine Integral bie 
Form: 


dx\? 
(= — t#°%(x2—h?) . 
annehmen. Yür bie fernere Integration müflen wir nun zwiſchen ben 


beiden in dieſer Gleichung enthaltenen Fällen unterſcheiden; wir erhalten 
Dadurch für den 'erften bie Gleichung: 


für ben zweiten bie Gleichung: ' 
dx — = Vin , 


und bie zweite gnegratin gibt für jene das allgemeine Integral 


BR—U)= ix. 1 = jo te ’ 
Xe Ve—h? h 





worin k für + Y x? —h? ftchtz für biefe Dagegen 


x 1 "x 
X Vr—. h 
worin ebenfo arc sin = durch e erſetzt iſt. 


Löſen wir nun dieſe Gleichungen in Bezug auf x auf, ſo ziehen wir 
aus der erſten, indem wir die Zahlen ſtatt der Logarithmen nehmen, 
einmal 








Bli—t) x+Yxr—n2 —pt-4) | x—Vxr—h2 
e =— 0,0. = k— 1 — 
k h? 
und dann durch Elimination ber —— 


11 .f (t—t,) 


_ Pe 
x = zi +3r 5 . 
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In biefem Ausdrude kann man aber die von bem beilebigen XBertbe ; 
abhängigen Factoren " 


” 1 — At. be at. 
zKke N Ik ° 


durch bie allgemeinen Größen A und B erfegen, und erhält auf biefe 
Weife den Ausdruck: 


t 
x—A E + Be 
als unbeſtimmtes Integral dev Gleichung: 


d?x 
3 fx . 


-Bt 


Auf Ähnliche Weile ergibt fich aus ber zweiten ber obigen Gleichungen 
zuerſt J 
x—hsin(ft— Pt +e) 
oder durch Entwickelung 
 xz=hsin(e— Pt) os ßt-+hcos(2— ty) sin At 
und wenn auch hier bie von dem willfürlichen t, abhängigen Factoren: 
hsin(e— 4) h eos (e — ft,) 
durch A und B erfeht werden, fo wird man 
x=Acosßt+B sin Pt 
als unbeſtimmtes Integral der Gleichung: 


erhalten. 
Die allgemeine Auflöfung unferer Aufgabe liegt alfo in dem Kalle 
einer anziehenden Kraft in den Gleichungen: 





x=A cosßt-+-Bsinßt, | (A 
y=Acoßt-+PBsinßt, j 
und im Falle einer abftoßenden Wirkung in ben Gleichungen: 
Adi Bet (B 
pt — pt 
y=Xe +Be 
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Sede dieſer Gleichungen enthält’ aber zwei Goeffizienten, welche aus ben 
GSegebenen ber Aufgabe zu beftimmen find, und dazu reicht eine einzige 
Sleihung nicht Hinz es müſſen .alfo noch die erften Abgeleiteten in 
Bezug auf t, nämlich für bie Gleichungen (A) die Aenderungsgeſetze: 


== —ABsnpt + BB sg 
A.) 1. 
Ir — — AB sinßt + BB cospı 
und für die Gleichungen (B) bie Aenderungsgeiebe: 
dx — gg Be 
dt 
B'.) 1 
az Kie — Be 


zu Hülfe genommen werben, welche wie wir wiſſen "bei ber Bewegung 
bie zu ben Coordinaten-Achſen parallelen Gomponenten ber Geſchwin⸗ 
bigfeit ausbrüden, woraus hervorgeht, daß außer ber Kenntnif der 
Coordinaten des Bewegten für eine beftimmte Zeit ty, die man in bie 
Gleichungen (A) oder (B) einzuführen bat, auch noch die Kenntniß 
ber Gomponenten der Geſchwindigkeit für benfelben Augenblick noth⸗ 
wendig ift, um fie in bie Gleichungen (A’) oder (B’) fubftituiren, und 
damit bie vier Goeffizienten A, B, A’, B’ beſtimmen zu Tönnen. 
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Um diefe Gleichungen num fuͤr unfern Fall anwenden zu Tönnen, 
fee ich voraus, daß die Achfe der x durch ben anfänglichen Ort des 
Bewegten gelegt und die anfängliche Entfernung und Geſchwindigkeit 
wieder r, und v, fei, und bezeichne wie früher ben Winkel, welchen 
die Richtung ber letztern mit dem anfänglichen Bahrftrahl oder jetzt mit 
ber Achje der x bildet, mit @,; man hat dann zugleich 


| d 
t—0 .„ AT ; y=0 J— Ar = V0 0800 N In sin ge N 


und die Gleichungen (A) und (A’) werden dadurch 
ro = A N 0 = A’ N) 


vcsa =Bß ,„ „sung =BBß; 


SB 


Daraus ergeben fich bie vier Goeffizienten 

A=n, X=0, —— B 
Für den Fall einer anziehenden Wirkung find ſonach die Gleichungen 
der Bewegung: 


x—n cosßti + 7 c08 &, sin Fi 


, cc. 
y= 3 sin 127 sin ß t 
und die Ausdrücke für die Componenten der Geſchwindigkeit ſind 
u = vo 0080, cos At— Pr, Ssinfßt (D 


u, = vo sina, cosßt . 


Eliminirt man nun in ben Gleichungen (C) bie Veränberliche t, 
indem man zuerft in ber obern sin At durch feinen Werth aus ber 
untern erſetzt, wodurch jene die Form: 


rg Sina, 008 Bl — XSinag —Y 005g (a. 


annimmt, diefe dann Ins Quadrat erhebt, und cos? Bt—1— sin? Pi 
aufs Neue durch die untere Gleichung ausbrüdt, fo findet man 


B?ro?y? + vo: (x sinag — Y 08a, )?—= 19? 19° sinta, —[? 
als Gleichung der von dem Bewegten befchriebenen Ellipſe, welche wie 
man flieht, ihren Mittelpunft im Anfangspunkt, aber ihre Achlen gegen 
die der Coordinaten geneigt hat. 


Diele Gleichung wird daher einfacher, wenn man bie Bewegung 
von einem folchen Punkte anfangen laßt, wo bie Geſchwindigkeit ſenk⸗ 


vecht zum Fahrſtrahl gerichtet, oder &p — 5 iſtz fe wird nämlich 
Any? Wwfmniv , Er „gm ' 


und zeigt, daß bann ber erſte Fahrſtrahl r. bie der Achſe der x ent- 
fprechende Achfe der Ellipſe iſt; die andere ber Achfe der y entiprechende 


iſt 7— =), V : . Soll demnach die Bewegung in einem Kreiſe 


vor ſich gehen, ſo muß 


® y,sino, 
— — — —4 


— — — — — — 


Paz v=ftT 


werben; dann hat man aber auch 


vw—=— vsinßt , u, = vo cos Pi - 
und folglich 
vw=Yua+y=y 3 


bie Bewegung wird alfo in biefem Falle eine gleichfürmige. 

Die Gleichungen (C) und (D), welche die Lage und Geſchwindigkeit 
bed Bewegten amt Ende einer gegebenen Zeit ausbrüden, zeigen, baß 
die Bewegung nach jebem Umlauf, wozu die Zeit: 


Ir ı 
T—- 7 —2 — 
ß ” V g 
erfordert wird, wieder von vorn anfängt; insbeſondere erficht man aus 
benjelben, daB 


1) frt=0, x=n, Y=0, WW =V 008%, U Vo Sin ag 
wird , übereinftimmend mit unſerer Annahme, 


2) bah für = oe Ya: un zum. 


az sing, W=—Tr Vi ‚wuy=0 wird, yalfo feinen 


größten Werth hat, und die Geſchwindigkeit zur Achſe ber x parallel 
ift, was offenbar dem Punkte B, Fig. 74, entipricht, wo die Tangente 
zum Durchmeffer A C parallel if alſo bem Endpunfte des confugirten 
Durchmeſſers BD; 


3) daß für At=n oder (==; ‚xı=—n, Y=0, 


u = — vo 00809 , yv—=—vsino, wird, was im Punkte C ftatt- 
finden muß; bier tft demnach die Geſchwindigkeit biefelbe, wie in A, 
nur im een Sinne gerichtet; - 


4) daß für At m oder =; «V; ber Bewegte in D 


IB _ 


T 7 
ankommt, wo x—=— vy 7 on, Y=—y 7 sin &g, 


. iz e) u, — 0 iſt, und endlich 


5) daß er für i=2m, 20 )/z- wie ſchon erwähnt, 


bie Bewegung in A von neuem beginnt. 


Der Bewegte gebraucht alfo, wie man daraus allgemein 
ſchließen wird, immer von einem Endpunkt eines Durch 
meſſers bis zu dem der Richtung der Bewegung nach näch— 
ſten Ende des conjugirten Durchmeſſers ein Viertel ber 
ganzen Umlaufszeit, und dieſe Umlaufszeit iſt unab—⸗ 
hängig von ſeiner anfänglichen Lage und Geſchwindigkeit; 
ſie wird blos durch die Intenſität der bewegenden Kraft 
beſtimmt. 

Dieſe Berhältnifie werden übrigens noch anſchaulicher durch bie 
Gleichung (a) ausgedrüdt, wenn man beachtet, daß 


x Sin &g — Y 008 ag 


bie Länge. ber Senkrechten OP, Fig. 74, vorftellt, welche vom Aufango⸗ 
punft O auf eine burch ben Punkt M oder xy gezogene Gerade MP 
gefällt werben Tann, die zur Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit 
oder zu dem eonjugirten Durchmeſſer BD parallel iſt, ebenfo ift, wie 
ſchon früher bemerkt wurde, r, sing die Länge der .auf bie Richtung 
Aa oder av, ber anfänglichen Geſchwindigkeit gefällten Sentrechten O a. 
Dezeichnen wir alfo die letztere mit po, die erftere mit p, fo ergibt fich 
aus ber Gleichung (a) einfach 
pP 
cos ft = — 
⸗ Po" . 

und daraus iſt Teicht zu fchließen, Daß wenn man mit dem Halbmefler p, 
von O aus einen Kreis beichreibt, und von irgend einem Punkte M bie 
zu OB parallele MP zieht, der dadurch abgefchnittene Bogen am bie 
Zeit At vorftellt. 

Diefe Berhältniffe nach ben Gleichungen (C) und (D) in dem 


einfacheren Falle zu betrachten, mo oo =5 rs tt, und dieſe Gleichun⸗ 
gen mit den ähnlichen in F. 52 zu vergleichen, ſoll dem Leſer überlaſſen 
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bleiben, und nur bemerkt werden, bag man durch dieſe Bergleichung zu 
dem folgenden Schluffe kommt: 

Wenn brei Atome gleichzeitig von ben Punkten A und a ausgehen, 
der eine von a mit ber Geſchwindigkeit Null, ber zweite von a mit der 


Geſchwindigkeit r, V+ sin &g , welche fentrecht zu dem Fahrſtrahl 


Oa gerichtet ift, und ber dritte von A mit einer beliebigen zu Oa ſenk⸗ 
recht gerichteten Geſchwindigkeit, und bie alle brei berfelben anziehenben 
Kraft unterworfen find, von denen ſich alfo ber erſte in bex Geraden ac, 
ber zweite in ben Kreife abe, und der dritte in einer Ellipfe ABC 
beivegen wird, fo befinden ſich diefe Drei Atome in jedem Augenblicke 
auf derfelben zur ac fenfrechten Geraden, 3. B. das erfte in P, bas 
zweite in m, und das britte in M. 

Für den Fall, wo bie Kraft eine abftoßende Wirkung äußert, wo 
alfo die Gleichungen (B) anzuwenden find, wird man finden, daß 
biefe unter benfelben Borausfeßungen für die anfängliche Lage und Ge- 
ſchwindigkeit wie vorher, die Formen anuchmen: 


Brot Yo 6080, et Are san „At 


28 28 


i t — pi 
at), 


und wenn man bie erfte unter bie Form 
vo gr ( + e%) en er _ e 


bringt, und den Factor 55 ( — e ) mittels ber zweiten elimi⸗ 
nirt, fo ergibt ſich: 
b.) x sin nos To Sing (+ e 
oder mit berfelben Bezeichnung wie oben 
| 41 pt — pt 
zn (+). 
Diefer Ausdruck zeigt dann durch feine Vergleichung mit ber Gleichung 


der Kettenlinte, beren Ableitung man im Zien Buche finden wird, 
daß wenn man Über ber verlängerten auf bie Richtung Aa der anfäng= 


x — 
E.) 
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lichen Geſchwindigkeit gefällten Senkrechten Oa, Fig. 75, als Achſe ber 
veränberlichen p und mit dem Parameter Oa>— p, eine Kettenlinie amb 
eonftruirt, und von irgend einem Punkte BE ober M ber Bahn bes 
Bewegten eine Parallele MP zu An zieht, das durch die Kettenlinie 
abgefchnittene Stuͤck Pm ber Zeit t proportional iſt; denn offenbar ftellt 
die Senkrechte OP =—=p die Ordinate des Punktes m ber Kettenlinie 
vor, beffen Abſciſſe Pm iſt; bezeichnet man biefe mit q, fo hat man 
nach der Gleichung der Kettenlinie 


und durch Vergleichung mit dem vorhergehenden Ausdrucke 


q — 
* pt; | 
woraus dann folgt, daß man bie Zeit, welche der Bewegte braucht um 
von A nach M zu gelangen, wenn v, pofitiv ift, oder um ben Bogen 
AM zu befchreiben, wenn. v, negativ ift, durch bas von ber Ketten⸗ 
linie abgefchuittene Stück Pm der zu Aa Parallelen Pm anſchaulich 
darftellen Tann. 

Sn ber Figur iſt nach dem frühern bereits angebeutet, Daß bie 
Bahn eine Hyperbel iſt; die Bleichung biefer Curve ergibt ſich aus den 
vorhergehenden Gleichungen wie in dem vorigen Falle, indem man bie 
Gleichung (b) zum Quadrat erhebt und die Summe 

2 pt — 2pHt 
e - e 


mittels ber zweiten ber Gleichungen (E) daraus eliminirt; man finbet fo 
voꝰ (x sin — ycosa)?— AAry?—=(R,. | 


und fieht, daß dieſe Gleichung aus ber frühern der Eflipfe einfach durch 
den Zeichentwechfel von 42 folgt, wie es in ber Natur der Sache liegt. 


$. 85. 


In $. 81 Haben wir aus ben Kepplerichen Geſetzen den Schluß 
gezogen, daß bie Kraft, welche bie Planeten in ihren Bahnen erhält, 
als eine von dem Mittelpunkte ber Sonne ausgehende angenommen 
werden muß, und daß ihre Intenfität im umgekehrten Verhaͤltniſſe zu 
dem Quadrate ber Entfernung eines Planeten von ber Sonne fteht. 


— — 


Nehmen wir nun dieſen Fall ebenfalls umgekehrt auf, indem wir dieſes 
Geſetz für die Kraft als gegeben voransſezen, und bie Geſetze ber da⸗ 
raus erfolgenden Bewegungen unterſuchen. 

Sei alſo P=mk bie Intenſitaͤt dieſer anziehenden Kraft, wenn 
fih der Bewegte, deſſen Mafle wie immer mit m bezeichnet ift, in ber 
Entfernung 1 von dem feften Punkte befindet, gegen welden die Kraft 
fortwährend gerichtet bleibt, und ben wir als Anfang ber Polarcoordi⸗ 
naten r und w annehmen, bie Polars Achfe natürlich in ber Ebene ber 
Bewegung vorausgefeßt. In ber Entfernung r wird bie Kraft durch 

2 12 
ausgebrüdt fein, unb demnach bie Arbeit berfelben vom Anfang ber 
Zeit an ben Werth: 


.fAr r 
dr. R=—Pl3 dr. 4 — pj3 (---- 
nt! r To 


17" 


erhalten. Der Ausbruck für bie Aenberung ber lebendigen Kraft bes 
Bervegten nimmt baburch die Form an: 
1 


av — my —=2mkl? (-—- _ — 
Io 

und gibt bie Geſchwindigkeit durch die Den 
v2 ⸗ voꝰ -24— ax — 


Führt man dann benfelben Werth von fi dr. R, nachdem er durch m 
bividirt worden, in bie Gleichung (89) ein , fo wird dieſe 


o—- mE TEE. 1 DE 
ca 


Wk +2 + * 





oder, wenn man zur Abkürzung wieder 


2225. 1240 1 
vor — 7** kl —=ß > >=: 


— wu — — — 
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feßt, und die beiden Iehten Glieder unter dem Wurzelzeichen zu einem 
vollſtaͤndigen Quadrat ergänzt: 


0—-w=F de. — —— 5 
M Vr+R—lB— 0r)% 
bie Ausführung ber angebeuteten Integration gibt alfo 











—ı=TF) ar cos P—6z _ go co PC 
VertR Vaei-p;- 
Den Winkel, defien Eofinus durch 
a—Cz 
Ver 


ausgedrückt ift, bezeichne ich mit &,, und nehme das obere von beiben 
Zeichen, fo daß r im Anfang mit » wachſend, und ber Winkel &, ber 
anfänglichen Geſchwindigkeit mit dem anfänglichen Fahrſtrahl r, als 
ein fpiher vorausgeſetzt ift; man zieht damit aus bem vorhergehenden 
Ausdruck in Bezug auf z den Werth: 


Cz=8—Var+ 2 cos{(w + —w) 
und wenn barin für z wieber I eingeführt, und von Neuem wo --& 


durch ã 6 erſetzt und beachtet wird, daß 
cos (n+2— 0) = ws(n—- (w—E))=— oos(w—e) 


iſt, ſo folgt 
r— — ——— — (A. 
A+Va?+ß? cos(w—e) 
Diefer Ausbru zeigt fehr große Achnlichkeit mit der Form ber 
Polargleihung ber Curven bes zweiten Grabed, wenn der Bol im 
Brennpunkt fich befindet, nämlich mit ber Gleichung: 


ro — — 
ITe cos(w—e)’ 
worin p den Parameter der Curve oder die auf der großen Achſe er⸗ 
richtete Orbdinate im Brennpunkt, e die relative Ereentitzität oder das 
Verhaltniß der Entfernung bes Brennpunkte vom Mittelpuntte zu ber 
halben großen Achſe, und e ben Winkel zwiſchen dieſer letztern und ber 


__ 0 
Bolar: Achſe bezeichnet, von welcher aus der veränberlice Winkel w 
gemefien wird. Diefe Gleichung gehört demnach einer Ellipfe an, wenn 
e <1, einer Hyperbel, wenn e > 1, unb einer Parabel, wenn 
e—1 if. Für bie beiden erften Gurven gibt man berfelben auch bie 
Formen : 
a(1—e?) a(1—e?) 


- u —TTreos(n—e)’ 


1+ecos(w—e) 


indem man bie halbe große Achfe mit a bezeichnet. — Bringen wir 
alfo Die oben gefundene Sleihung (A) unter bie Form: 


F 


Ver Sen eos (w— E) 


um fie mit ben vorhergehenden vergleichen zu können, fo fehen wir 
zuerſt, daß 


V'+t5=-: ‚ 





7 =p=a ( 1 —.e?) 

zu ſetzen iſt; daraus folgt dann 

a3 

FL ’ 

oder wenn man für «2 und SC ihre Werthe einführt: 
„ke _ kl8 kla 


a a — 0 nn 


—2k — 


a.) 1—-d=— 


— 
a me 


— — — &p 
= ce ak 


Die Hauptform der Bahn bed Bewegten hängt demnach blos von dem 
- Zeichen von a oder wie biefes felbft von bem Zeichen von a2, d. i. von 
bem Zeichen ber Differenz : 








18 
voꝰ — 2k T 
ab, alſo blos von der Größe der anfänglichen Geichwinbigkeit in Bezug 
auf die anfängliche Entfernung bes Bewegten, aber nicht von ihrer 
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— — 





Richtung, und zwar wird nach den vorhergehenden Ausdrücken die 
Bahn des Bewegten 


2k12 
eine Elfipfe, wenn — — v2 > 0 
To 


eine Barabel, wenn akt _ v2 = 0 
To 


_ 2k1 
eine Hyperbel, wenn — — vw 0 
0 


ft. Um aber die Bedeutung biefer Bedingungen Tennen zu lernen, 
bringt man die mittlere unter bie Form: 


2k12 
r 


indem man v, und ro veränderlich nimmt, und num biefen Werth mit 
bem obigen allgemeinen von v? vergleicht. Man fleht, daß jener Aus- 
dru in den vorhergehenden übergeht, wenn dort w=0, 1, = @ 
geſetzt wird, daß alfo biefer letztere Die Geſchwindigkeit andbrüch, welche 
ber Bervegte erlangen müßte, wenn er aus umendlicher Entfernung mit 
ber anfänglichen Geſchwindigkeit Null durch die Wirkung unferer Kraft 
in geraber Richtung gegen den Pol bis in die Entfernung r, bewegt 
würde, wozu übrigens, wie aus dem Werthe von t in $. 53 zu erfehen 
ift, eine unendlich große Zeit erforderlich wäre. 

Auch ber Ausdrud für die Achfe a der Curve ift ebenfo wie der 
für die Geſchwindigkeit v unabhängig von ber Richtung ber anfänglichen 
Geſchwindigkeit; diefe Richtung hat jedoch Einfluß auf die Excentricität 
und auf ben Barameter ber Bahncuve, wie man aus dem Ausdrude: 

6 C r,v,2sin?a, 
dr Kur ee u 
eſchen wird, aus welchem insbeſondere für die Parabel mit der obigen 
Bedingung der einfache Werth : 


1 2 
P= z 1 Sin’ay 


vt — 





gezogen wird. 
Mit dem Werthe von a Tann man nun auch dem allgemeinen 
Werthe der Geſchwindigkeit eine einfachere Form geben, nämlich die Form: 


"kr ( 2), u (B. 


82 
welche ſich geradezu auf die Ellipſe bezieht; für die Hyperbel hat 
man nur das Zeichen von a zu ändern, und für bie Parabel wirb 


2=0, alfo 


wie in F. 77. 

Will man endlich die Bahncurve durch eine Gleichung zwifchen 
rechtwinkligen Coorbinaten ausbrüden, fo wird man bie Achſe der x 
mit der Hauptachfe der Curve zufammenfallen laſſen, und demnach 


r2 — 12 y2, r cos (bo — ) — x 
in die Polargleichung einführen; mit dem letztern Werthe nimmt ſie 
zuerſt die Form an: 
arC—-xVor- 4 


und nachdem dieſe zum Quadrat erhoben worden, findet man mit 
dem erſten: 


py?— ax? + 2CxVo? + = C. 


Diefe Gleichung enthält noch ein Glied mit x und ein conftanted Glied, 
weil der Anfangspunft der Sonrdinaten zwar auf den Achfen ber Eurve, 
aber weder im Mittelpunfte noch im Scheitel liegt. Subſtituirt man 
daher x=x’+c, und febt das Glied mit x’ gleich Null, fo erhält 
man bie Mittelpunftsgleihung; macht man dagegen das neue conftante 
Slied Null, fo ergibt fih die Scheitelgleichung. Der Coeffizient von 
x wid 
a? +? — 2alc 

und gibt 


Wird dann die Größe c in der neuen Gleichung ber x’ burch dieſen 
Werth eliminirt, jo erhält man einfach: 


en-arı=- Ma, 
ober in anderer Form 
a? a* 
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und man fieht daraus wieder, daß biefe Gleichung bie einer Ellipſe tft, 
wenn a? einen negativen Werth hat, daß fle einer Hyperbel angehört, 
wenn a2 pofitio iſt, und daß fie tlluforifch wird, wenn man & — 0 
hat, weil fie fich in diefem Falle auf die Parabel bezieht und es für 
biefe einen Mittelpunkt gibt; in dem erften Falle erfennt man auch 
leicht, daß 

RT — 4 und E — b 

174 G 
die beiden Halbachjen dev Ellipſe find. 

Um bie Gleichung der Parabel zu erhalten, wird man fogleich 
in ber auf den Brennpunkt bezogenen Gleichung «0 eben, und 
dadurch die Gleichung 

3272 C(O -24x) 
finden, welche zeigt, daß der Scheitel der Parabel in einer Entfernung: 
— — 
** 
von dem Anfangspunkt auf der poſitiven Seite der x liegt, daß aber 
die Achſe der Curve im Sinne der negativen x gerichtet, und der Pa= - 


rameter derſelben p =; tft , wie mir ſchon wiſſen. 


X. 


$. 86. 


Es erübrigt uns nun noch, die Beziehungen zwiſchen ber Lage des 
Bewegten und ber Zeit der Bewegung feftzuftellen. Dazu gibt ung 
wieder die Gleichung (89) mit den frühen Abkürzungen und mit ber 


2 
Abänderung, daß a? für er — v0? , alfo mit entgegengefehten 
0 


Zeichen genommen wird, fo daß fich die Unterfuchung geradezu: auf bie 
Bewegung in ber Ellipfe bezieht, den Ausdruck: 


t — 
1 1 
Jr V + 2pC- C r? 


welchem man bann mit ben aus ben Gleichungen (a) gezogenen Werthen: 
3 
— pC=ao" , 


Decher, Handbuch ver Mechanik 1. 23 


die Form geben Tann: 


R j pr . r 
u I —— — — — 
2r r2 
2— — — — 
u e 1+ r == 


Beachtet man ferner, daß ber größte und Fleinfte Werth von r in der 
Ellipſe a(l1-+-e) und al1—e) tft, daß man daher jeben beliebigen 
Werth biefer Größe durch 

r—=a(1—e o0su) 
vorftellen kann, fo ift Teicht zu jehen, Daß Das vorhergehende Integral 
mit diefem Werthe rational gemacht werden Tann, und bie Form au- 
nimmt; 





u 
2: =: [ün.di-e cosu), 
a u- 
alſo durch Ausführung der angedeuteten Integration und mit dem obern 
Zeichen 


* t=u—my—e(sinu—sinu) 


gibt. Diefer Ausdruck verwandelt fi durch Einführung der Werthe 
von u und e in den folgenden: 


1 k a—r 9r- rn 
— — —— — 2 — — — — 4 
:V „ars — 272 1+ r at" eSINUg, 


aus welchem man für r—=a(1—e), alfo für bie Zeit, welche ber 
Bewegte braucht, um vom Anfangspunkt ber Bewegung bis in den 
dem Brennpunkt zunächfiliegenden Scheitel ber großen Achfe zu gelangen, 
ben Werth : 0 





Sam — e si 
t W SIn ug 


zieht; dadurch ergibt fich dann ein einfacherer allgemeiner Ausdrud für 
die Zeit, nämlich: 
C.) ni=u—esiau, 


indem man biefelbe non dem Augenblicke an zählt, wo der Bewegte 
burch den dem Brennpunkt zunächft liegenden Scheitel. ber großen Achfe 
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— — nenne 


geht, mb ben Goeffizient von t durch m abklirzt. Für die zanze Um⸗ 
laufszeit hat man offenbar u — 27 zu nehmen, und findet damit 


2 a3 
— Ze ae 


Würden fi) demnach mehrere materielle Punkte mit verfchtedenen an- 
fänglichen Entfernungen und Geſchwindigkeiten alfo auch in verfchiebenen 
Ellipfen vermöge berfelben Kraft um benfelben feften Punkt bewegen, 
fo wiirde für alle derfelbe Werth für k und 1 bleiben; es müßte alſo 
auch für einen jeden von ihnen der Quotient 


a ke 
T2 An? 
ben gleichen Werth haben, und demnach für alle das dritte Kepplerfche 
Gefeb gelten. 

Mitteld der obengefundenen Ausdrüde Tann man nun leicht bie 
Zeit der Bewegung beflimmen, wenn die Lage des Bewegten als befannt 
vorausgefeßt: wird; denn für ein gegebened w erhält man aus der 
Gleichung der Curve den entiprechenden Werth von r, und mit diefem 
durch die Sleichung (0) in der entwickelten Form: 


kia a—r 2r r2 
—t = are cos — e ea — 1 — — —* 
a? ae V + 


unmittelbar den Werth von t, 1 Weider fich indeffen leichter mittels bes 








angegebenen Form berechnen Täpt 

Die umgekehrte Aufgabe: die Lage bes Bewegten für eine 
gegebene Zeit zu beftimmen, das fogenannte Keppler?iche 
Broblem hat aber, namentlich für die Lehre von. ber Planetenbewegung 
nad deuen Anwendung auf bie Aſtronomie, eine viel größere Wichtigkeit, 
und gerade diefe Aufgabe kann nicht Direct geföfet werden, da man aus 
der Gleichung (0) keinen allgemeinen begrenzten Werth für u in Yune- 
tion von t erhalten Tann. Man muß alfo für gegebene Zahlenwerthe 
von t bie entiprechenden für u aus ber genannten Gleichung annähe- 
rungötveije berechnen ‚und damit ben entiprechenden Werth für r durch 

r=a(l—e cos u) 
23 * 
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beitimmens führt man alebann biefen in bie bekannte Gleichung ber 
Gurve ein, fo gibt Diefe auch ben Winkel wm. Es iſt jeboch für biefen 
Zweck einfacher, zwiſchen ber Gleichung dev Curve und ber vorfichenden 
ben Fahrſtrahl r zu eliminiren, und co unmittelbar in Function von u 
auszudruͤcken. 
Die Polar-Gleichung der Curve auf die große Achſe bezogen gibt 
r _ 1-e 
a Tteoso 


und mittel ber vorhergehenden Gleichung erhaͤlt man demnach die 
Beziehung: 


I 


1— e? 
Treosa mem, 
woraus man leicht bie Werthe: 
| u — cosu—e ou — cosw--e 
gt1—ecsu ’ —1-+eoso 


zieht und fchließt, daß für e=0, u=w wird. Es ergeben ſich 
daraus ferner bie Ausprüde: 


(1--e) (1 — cosu) 1400, - Msn) 


1— ecosu 1— ecosu 


und wenn man bamı ben erften derſelben durch den zweiten dividirt, 
und die bekannte See: | 


ta 1— 000 
170 — 1--ces0 


beachtet, fo findet man die einfache Gleichung: 


‚1—ecosw— * 





— 1+e 1 
ang z 0 = Te zu 


Es dürfte indeffen nicht überfläfftg fein, dasſelbe Ergebniß aus 
ben Gleichungen ber Bewegungen felbft abzuleiten. Wir haben nämlich 
oben ſchon durch Elimination von r mittels der Veränberlichen u als 
Aenderungsgeſetz von t in Bezug auf a ben Ausdrud 

dt 
—_—H+ _ 
e = — tza(1—e cosu) 


erhalten, und daraus den Werth von t gezogen; multiplicirt man aber 
biefe Gleichung mit der Gleichung: 





_ SB 

R 2 dw 

7 

fo ergibt fh mit der Beachtuug, daß r!=at(1—ecosu)?, aac 


—=(C, 
I 


— Vier iR, und mit Beibehaltung des obem Zeichens, bat 
Aenberungsgefeh: 


do _ Yi—e 
du “ 1—ecosu 
Seht man ferner: 
1 — 3 
mg zu, osu=(1—ı8) ar ui 
fo findet man für das vorhergehende Aenderungsgejeh das folgende: 


, 1 
. 7 w _ Vie 1—e? 
da —41-—e+zlite) 
und wenn w mit u und z zugleich Null wird, das allgemeine Integral; 


va 
. 1—e 
zo - |* — u ung h br; 
14 
Ze 
alfo auch umgekehrt: 


1 i-+e 1+e 
we go= Vize Vrltm 


wie vorher. 











6. 87. 
In den drei Gleichungen 


nt = u— 6 sinu 


1—e 


r=a(i1—ecosu) , mzu— Yu: 


iſt alſo die Aufföfung bed genannten Problem’s enthalten, und es 
handelt fih nun darum, aus ber erften biefer Gleichungen ben Werth 
von u zu ziehen, was ebenfo wie bie Beitimmung ber Lage bes 


— — 


Bewegten annähernd durch eine ziemlich einfache Conſtruction erreicht 
werden kann. 

Unterfuchen wir dazu vor Allen die Bedeutung des Winkels u, 
und fehen wir, wie man bie beiden Goorbinaten r und w oder bie 
Lage bes Bewegten durch Zeichnung finden Tann, wenn ber Winkel u 
befännt ift. . 

Die oben gemachte Bemerkung, daß für e=0, alfo im Kreile, 
bie Winkel u und w gleichbebeutend werben, führt ſchon darauf, daß 
der Winkel u feinen Scheitel im Mittelpunkt der Ellipfe haben werde; 
und die Vergleichung bed Werthes von r in Function von u, nämlid: 


r=a(i1-—ecosu) 


mit dem bekannten Werthe dieſes Fahrſtrahls in Function von der im 
Mittelpunkte anfangenden Abfeiffe x, nämlich 


rz=a—eX 


zeigt, baß man xa cosu hat, daß aljo u der Mittelpunftswinfel ift, 
dem in einem Kreife vom Halbmeſſer a ein Coſinus — x zugehört. Iſt 
demnach C, Fig. 76, der Mittelpunft, AB die große Achſe ber von 
dem Bewegten befchriebenen Ellipfe und F der Brennpunft, gegen wel 
hen die Kraft gerichtet ift, M die Lage des Bewegten am Ende der 
Seit t, alſo MF=r, Winkel AFM= w, und befchreibt man über 
AB einen Halbireis ADB, errichtet auf AB die durch M gehende Or⸗ 
dinate PM, welcher verlängert den Halbkreis in N fchneidet, und zieht 
die Gerade CN, fo tft offenbar auf der einen Seite 
CP=x=acosACN; 


auf der andern 
FP=rcosw=a(cosAUN—e) 


| m 1—e 
und wenn: in dieſer Gleichung für r der Werth: a TIe os 
eingeführt wird, fo zieht man daraus 
_.608W-e 
os AULN=L I sn Te oosw: 


d. 1. denfelben Werth, den wir oben für cos u erhalten haben. 

Es ift demnach der Winkel ACN der mit u bezeichnete Winkel, 
und man fehlteßt daraus, daß wenn biefer befannt und durch ihn ber 
Bogen AN in dem über der großen Achfe der Ellipfe befchriebenen 
Dalbfreife befttimmt tft, man nur von dem Endpunfte N dieſes Bogens 
eine Senfrechte NP auf die große Achſe ziehen darf, um die Lage M 
bes Bewegten durch den Durchſchnitt diefer Senkrechten mit ber Ellipſe 


zu erhalten, wodurch Dann auch Die Coordinaten r und ww‘ gefun- 
den find. 

Um num u für einen gegebenen Werth von t zu finden, ziehe man 
durch den Mittelpunft C der Ellipfe, Fig: 77, eine Gerade CN unter einem 
Winkel — - zr — 45° gegen die große Achſe AB, befchreibe Dann von 
demfelben Punkte aus zwei Kreife, den einen über ber Achfe AB, ben 
andern über dem Abſtand FF’ der beiden Brennpunkte, theile beide in 
eine gleiche Anzahl gleicher Bogen, wie Au, , u, ug, etc., Fa), 2,9, ete., 
und trage bie Bogen des großen Kreifes, zu Geraden ausgeſtreckt, auf 
die Ordinaten-Achſen CU auf; durch die Thellungspunfte u,, u,, etc. 
auf diefer Achfe ziehe man bie Geraden u, v4, Ug Yg, Ug vg, eic., Durch 
die Thellungspunfte a, , a,, etc. auf bem Fleineren Kreife die Geraden 
&b;, ab,, etc., zu AB parallel, und endlich durch die dadurch 
entitehenden neuen Theilungspunfte b, ,. ba, etc. , auf der Achſe CU die 
Parallelen b,t,, batz, etc., zu ber Geraden CN, bis fie die ent- 
fprechenden Barallelen u, v, , ug va, etc. , in den Punkten t, , ty, 13, etc., 
fohneiden, deren Abfciffen u; t,, ug ig, etc. die Zeiten vorftellen, welche 
den durch die Ordinaten Cu,, Cu,, etc. dargeftellten Winkeln u ent- 
fprechen. Denn dnrch die Conſtruction hat man offenbar Cu, — Bogen 
Auy=au, Cb,=ae sinu, uud demnad) 


CT, = UF 7 = uV — bu Va = Cu, — Cb, — a(u—e sinu) 


oder 
CT, anti. 


Berbindet man daher die erhaltenen Punkte durch eine ftetige krumme 
Linie Ot, iz tz ...., ſo wird man auch umgefehrt, wenn t gegeben ift, 
u finden, indem man den Zahlenwerth von ant ald Abſciſſe von C an 
auf der Achfe CT aufträgt, und in deren Endpunkt eine Ordinate bis 
zu ber ebengezeichneten Curve errichtet; die Länge diefer Ordinate wird 
den Bogen au, und damit ben Winkel u geben. Um indeſſen der Curve 
feine zu große Ausdehnung geben zu müflen, Tann man ihre zweite 
Hälfte Ot, ig tg ... wieder von C anfangen laſſen, und den Sinus 
son u durch diefelbe”beftimmen, da diefer ohnehin zur ferneren Ver— 
wendung des Winkel! u brauchbarer tft, als der in eine Gerade aus- 
geitrekte Bogen au. Dazu darf man nur durch den Endpunkt der 
durch die Abſciſſe ant. beſtimmten Ordinate eine Parallele zur Achfe CN 
unferer Hülfscurve ziehen, um auf der Achfe CU den Werth von 
ae sinu und durch eine neue Barallele den Bogen acu auf den Kleinen 
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Kretfe zu erhalten, womit denn auch ber Winkel u und der Bogen zu 
auf dem größern Kreife gegeben iſt. 

In Fig. 78 find die vorhergehenden Gonftructionen vereinigt an- 

gewendet, um bie Lagen bed Bewegten in ber einen Hälfte der Ellipſe 
nach ſechs gleichen Zeitabfchnitten zu beftimmen, wozu bie ber halben 
Umlaufszeit entfprechende Abfeiffe CT, in ſechs gleiche Theile getheilt 
wurde; das Uebrige dieſer Gonftruction wird nach dem Borhergehenben 
feiner meitern Erklärung bedürfen, und fol dem Nachdenken bes Lefers 
überlaflen bleiben. 
"88 Tenchtet nun ein, daß diefe Eonftruction um fo weniger genaue 
Ergebniſſe liefern wird, je Kleiner e tft, je mehr ſich alfo die Ellipfe 
einem Kreife nähert, wie dies 3. DB. bei den meiſten Planeten der Fall 
tft. Für fehr Tleine Werthe von e Tann man aber bie zweite und bie 
höhern Potenzen von e bei ber erften Annäherung vernachläffigen, und 
demnach den Werth von u zuerft unter bie Form: 


u=ni-+ esinu 
bringen, und dann auch 
u=nt-Fesin(nt-+esinu) 

ſchreiben. Gntwidelt man dann den Sinus ber Summe, feht für 
sin.e sinu und cos.e sinu ihre Werthe 

sin. e sinn = esinu— e? sindu , 

cos.esnu—1— 5 e? sin?u , 
und vernachläffigt alle höhern Potenzen von e, bie zweite mitgerechnet, 
fo hat man einfach 
«.) u=nt-+esinnt 


s 


als eriten Annäherungswerth von u. 
Auf gleiche Weife Tann man dann auch r und o unmittelbar tn 
Function von t annäherungsweife ausdrücken; man findet nämlich zuerft 


r=a(l1-—ecosu)=a[l—ecos(nti-+esinnt)], 
und daraus mit derjelben Vernachläfftgung wie vorher - 


b’.) r=a(l—ecosnt). 
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| do € (1—e2)? ce. 


di RR ° (1-+ecosw)? * 4? 
und mit Weglaffung aller Glieder, welche mit e? multiplicirt find, 


do C 
(1—2 su) = y 
k12 k12 . 
febt man dann C= —— , a= — * und beachtet, daß für 
unſere Annäherung: 
'& 
2 = V1-e = 
ift, ſo folgt aus dem vorhergehenden Ausdrucke 
a dt dt 
Fur ri =n 7 =1—2ecosw ; 


und das Integral: 


ntt=m—?2esinw, 


wenn w mit & Null wird, alſo auch umgekehrt für denfelben Grab ber 
Annäherung wie vorher 


o=nt-+2esinnt. (cd. 


Für die Zwecke der Afteonomie hat man die Größe u, welche bort 
ben Namen: ercentrifhe Anomalte führt, in eine nach ben Po— 
tenzen von e auffteigende Reihe in Function von nt entwidelt, und 
damit den Fahrftrahl r und die wahre. Anomalie w ebenfalls als 
Bunctionen von nt in ähnlichen Reihen dargeftellt, von denen bie eben 
gefundenen Werthe (a), (b’); (c’) der genannten Größen jedesmal 
die beiden erften Glieder find, mit deren Entwicelung wir ung indeflen 
bier nicht befaffen könnten, ohne bie vorgeftecften Grenzen zu überfchreiten. 


g. 88. 


Bet ben frühern Unterfuchungen über den freien Fall eines ſchweren 
materiellen Punktes gegen die Oberfläche ber Erde, haben wir biefe als 
unbewegt angenommen, unb baburch eine gerablinige Bewegung erhalten; 
in der Wirklichkeit ift Dies aber nicht ber Fall; wir wollen daher jegt 
als engere Anwendung des Vorhergehenden die wahre Bewegung eines 


I _ 


ſchweren materiellen Punktes betrachten, indem mir dabei nicht nur bie 
Beränderlichleit der Schwere, fondern auch die Umdrehung der Erde, 
an welcher der Bewegte vor dem Anfang feiner Bewegung Theil ge- 
nommen hat, berüdfichtigen, und insbeſondere den Ort beftimmen, wo 
er an ber Erbaberfläche ankommt. 

Sind demnach C, Fig. 79, der Mittelpuntt, NS die Achſe, AB 
bie Projection des Aequators der Erbe, welche wir als vollfommene 
und unveränderliche Kugel annehmen; D fet die Rage bes Bewegten 
in dem Augenblide, wo er fich felbit oder der Wirkung feines Gewichtes 
überlaffen wird, und ben wir als Anfang der Zeit nehmen; DE fei die 
Richtung ber Schwere und bie Verlängerung ECF bie Projection 
durch den Fußpunkt E ber Lothlinie DE gelegten größten Kreiſes, wel⸗ 
cher auf ber durch die Ebene der Figur vorgeftellten Meridian = Ebene 
desfelben Punktes fenkrecht fteht und mit der Ebene bes Aequatord den 
Winkel 8 einfchließt, wonach diefer Winkel auch die geographiſche 
Breite des Fußpunktes E fein wird. Die Figur 80 zeigt bie Pro- 
jeetion dieſes Kreifes in der Geraden O W auf ber Ebene bed Horizontes 
GH, während bie Ebene ber Figur 81 bie Ebene besfelben Kreifes 
felbft iſt. 

Bezeichnen wir nun bie Winkelgeſchwindigkeit der Erde bei ihrer 
täglichen Umbrehung, welche andy die des materiellen Punktes ift in 
dem Augenblicke, wo ex fich felbft überlaffen wird, mit ꝙ, die Höhe 
der Bertifalen DE mit h, den Dalbmefler der Erde mit R, und dag 
Gewicht des Bewegten an ber Oberfläche berfelben, wenn fie unbeweglich 
wäre, mit py , fo haben wir für den Bewegten die anfängliche Entfer- 
nung u —R-+h, und die anfängliche Gefchwindigkeit vg, (R+h)gcosß, 
bern Richtung offenbar fentrecht ift zur Ebene des Meridiankreiſes 
NES, alfo auch fenfrecht zu dem Halbmeffer CD, Fig. 81, woraus 


u = 5 rc folgt. Berner wird die bewegende Kraft gleich p, =ıng, , 
wenn r—=R tft; man hat alſo k—=g,, I=R, und damit 

a R2 
R+h’ 


die Geftalt der Curve, welche der niaterielle Punkt beſchreibt, wird 
daher von biefem lebten Ausdrude abhängen, und zwar wird fie eine 
Stlipfe, wenn _ 





C=(R-+h)’pcosß, BC=g; R?, =(R+h) ꝙꝛꝰ cos? — 


— 2 — (2 cos? 8 > 0 
R+N) | 
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iſt. Die Umdrehungszeit T ber Erbe it nun 86164 Sekunden, alfo 
die Winkelgeſchwindigkeit: j 2 
zT vi 7 


IT’ 


und- demnach felbft im Aequator, wo cos 4 ben größtes Werih hat, 
und wenn wir felbft 2R für R-+h regen, 


da g. nahezu — — 108, R= 6366000, © AR 7, = 0,000000385 tft, wäh 


rend 9? nur einen Werth gleich 0,0000000053 erhält; bie Gurve ti 
alfo auf der Erde ſelbſt für eine dem Halbmefler gleiche Fallhöhe eine 
Ellipfe. 


Sür Die große Achfe und die Ereentricität diefer Curve finden wir 
Dann nach den Gleichungen (a) in $. 86 die Werthe: 


g,R: 
a=,(R+h) 1 mg 
| 8, R®—-(R-+h)'Q? cos? 8 


ea _ (Rh) p? 00828 
a.g, R? 


h) 
81 


öbngefähr 55 ft, mit 02 bezeichnet, 


1 
a—=„(R-+h) 1 


e=[1-#(143) ]- 


woraus man leicht jchließt, Daß die Ellipfe eine ſehr ercentriiche tft. 
Die Shene, in welcher die Bewegung ftattfindet, ift offenbar Die 
des größten Kreiſes ECF, Fig. 79, ober die Ebene der Fig. 81, und 
die Zothlinie DC bie Richtung der großen Achſe Dd der Ellipfe, da 
man fich leicht überzeugen wird, daß für a, = 5 7, sinag=—1, der 
Ausdruck für cos a, in $. 85 gleich 1, #9 alfo Null wird, und daß 


ober wenn man ben Bruch — deffen Werth für A — 0 
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bemnach in biefem Falle bie anfängliche Lage bed Bewegten immer ein 
Scheitel ber großen Achſe iſt; ferner zeigen die vorhergehenden Werthe 
von a und e, daß man hat 
R+h=a(i+e); 
daß ber Punkt D folglich der vom Brennpunkt C entferntere Scheitel 
ber großen Achſe if. Werben demnach bie Winkel w von ber Lothlinie 
CD an nad Often genommen, fo wird bie Gleichung ber Cuipſe 
1— e? 


ra — — 
1—eco0sw’ 


und in dem Punkte J, mo ber Bewegte an ber Oberfläche ber Erbe 
anfommt, wird r—=R, alio 


% 


cos , —⸗ _ UN 
e Re 


die Gleichung zur Beflimmung bed Winkels », — ECJ: 
Mit den obigen Werthen bat man aber 


ee]. 


und damit folgt einfach: 
auZe).. — 62 (i +) 


alfo auch noch mit Goltommene Genauigkeit: 
1-9 (147 2) 


008 ©, -[-(4W)]- 73 hy 


Wenn wir nun, wie dies für alle ähnliche Verfuche auf der Erbe ber 
Ball ift, h gegen R fehr Klein annehmen, fo können wir mit hin⸗ 


reichender Annäherung bie höhern Potenzen als die zweite von M 


2 
und 0? vernachläffigen, fowie bie Producte aus d* und . und da⸗ 
mit dem vorſtehenden Ausdrucke die Form geben: 


. 3 
1-02 (144) (14 02), 


woraus man bann zieht: 


sin zu, = 39 - d V —A (+0 . 


Man fieht daraus, daß der Winkel > co, fehr klein it, und bat 





deßhalb, wenn für d fein Werth: 9 Vr cos 8 gelebt wird, 


0,=g VCH) a +89), 


ober wenn man noch all) durch g erieht, wo dann 


mg das wirkliche Gewicht des Bewegten an ber Oberfläche der Erde 
vorſtellt *), fo hat man einfach 


| u,= »VrlHr) cosß. 


Bezeichnen wir dann bie geographifche Länge und Breite bes Punktes J, 
bie erftere in Bezug auf bie feſte Meridian-Ebene NES, %ig. 80, 
genommen, mit A, und £,, fo gibt und das rechtwinklige fphärtiche 
Dreied EIN, Sig. 79 und 80, 
_ ang, . og 
ang, = .„ . smß,=sinß sw, 


und mit ber Beachtung, daß auch der Winkel A, ſehr Hein tft, daß | 
alfo A, = FT: gejegt werben Tann, ſchließt man aus ben vorher- 
gehenden Werthen 
/?h h\3 
= (tr) 
sin ß, = —* — —A dran 


und 


*) Vergl. 8. 97 im folgenden Kapitel. 


BR... EEE 


Die Differenz 7 zwiſchen # und A, wirb ferner ebenfalld nur fehr 
flein fein, man Tann alfo 


sine, = sin(#— AP) = sind — IP wsß 
ſetzen, und zieht daraus den Ausdruck: 


sin ? — sin ß, 


IP = — 


oder mit den obigen Werthen und Subſtitutionen: 
h h\3 
— 2 — — j 
40 9 (1+ r) sind cosß , 


woraus hervorgeht, daß biefe Abweichung bes fallenden Altona von 
feinem Parallelfreife unter einer Breite von 450 ihren größten Werth 
hat und fowohl am Aequator ald an den Polen Null if. 

Während nun ber materielle Punkt von der Höhe herabfällt, wird 
fih auch der Fußpunkt K ber Lothlinie DE in Folge der Umdrehung 
der Erde aus der feſten Ebene NES entfernen, und dabei immer in 
feinem Parallelkreiſe EeE’, ig. 79 und 80, bleiben; während alſo 
feine geographifche Breite immer gleich 4 ift, hängt feine Länge 2 ih 
Bezug auf bie feſte Ebene NES yon der Zeit t des Falles ab, und 
man bat einfach 

„,=ot. 
Nach den in $. 86 abgeleiteten Ausdrücken haben wir zur Beſtimmung 
diefer Zeit einmal 


1 _ı/i1+e,_1.- 
Ei /zeX tung y® y 


wo u, ben dem Bogen DJ entiprechenden Winkel 7 — u bezeichnet, 
weil D der vom Brennpunkt entferntere Scheitel der großen Achſe if, 


und mit dem obigen Werthe von cos w,, weraus ſich tang 5 0, nach 


der bekannten Beziehung: 
tan (, im 1—cos@, a 
82 — ws C0SW, 


ergibt, und Dem Werthe von e findet man 
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und demnach innerhalb unferer früheren Annäherung : | 


VER 


daraus folgt dann nach der Beziehung : 


tang— 


1 
2tang — zu 
sinu, = ——— 


1+ ng? u, 





und mit Berücfichtigung des Werthes von a: 


2R 2 /I gan. 
nV ltr) 


Beachtet man endlich, daß ber in $. 86 gefundene Ausdruck 
nt =u—esinu 


für die Zeit der Bewegung von d bis I, Fig. 81 toi , mb für die, 
Zeit der Bewegung von D bis J den Werth: 


ntt=n —(za—u)-+esin(n—u, )=u,+tesinu, 
gibt, und daß man wegen der Kleinheit bes Winkels u, einfach 
nt=(1-e)sinu, 
fegen Tann, fo findet man 


2R(I+te)a /h 7, 
SE Fra — J 


oder mit dem Werthe von n = Vo „und weil * — a iſt, 


x 








8 


VE — 
Wir erhalten alſo weiter 
Tan 


und als Differenz 74 zwiſchen ber Länge bes Fußpunktes E ober e 
am Ende bes Falles und ber bed Punktes J, in welchem das fallende 
Atom an ber Oberfläche ber Erbe ankommt: 


N=l—ı=9 =(y (+3) -V'+r) 


n-9ryr (HR): 


woraus man flieht, daß biefer Unterſchied in der Länge ober bie öftliche 
MWinkel- Abweichung des fallenden Atoms von ber Xothlinie DE bis auf 
jehr Kleine Größen von der gengraphifchen Breite unabhängig ift. 

Will man endlich die beiden Abweichungen tn abfolutem Längen- 
maaße ausbrüden, jo muß man bie erfte 18, welche auf dem Meri- 
diankreiſe gemeſſen wird, mit R, bie zweite 7A dagegen, welche auf 
dem Parallelkreiſe zu nehmen it, mit R cosß multipliciren, bezeichnen 


wir fie dann mit Ab und 1, und vernachläffigen den Bruch 
gegen 1, ſo wird: 


— 1 g_h ı — 2h 


*) Sept man bie Erbe unbewegt voraus, ſo wird ꝙ und d Null, a=S(R-+h), 


e—=1, und man hat: 


1 tag Lu, 
tang u, -Vr sinu, 2V A cos u, 2 _ Ah 
3 — EWR) — Rh’ —— Tui R-t-h 
R R+ 1 + tagt Zu, Ah 


alfo auch wie in 6. 53: 


2yah 


el zz Ar 


\ 
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Nehmen wir 4. B. h=80", und 8—45°, fo finden wir 
Ab—=0",1390 ,„ A1= 0",0165 ; 


wenn alfo ein Heiner fehr dichter Körper von einer folhen Höhe frei 
nieberfältt, ohne dem Einfluß eines Luftzuges ausgeſetzt zu fein, jo muß 
er, wenn bie Exbe eine drehende Bewegung von Welten nad) Often hat, 
bet feiner Ankunft an der Oberfläche der Erde nach Süden und Often 
von dem Fußpunkte der Normalen, in welcher er zu fallen angefangen 


hat, abweichen, und zwar 0",138 nah Süben und 0” ,0165 nach 
Oſten. Die lebtere öftliche Abweichung tft denn auch wirklich durch den 
Verſuch nachgewiefen, und dadurch ein directer Beweis für bie Um— 
Drehung der Erbe geliefert worden; die fühliche Abweichung dagegen, 
welche, wie man flieht, viel größer fein fol, fünnte demohngeachtet felbft 
in dem alle, daß die Erde eine unveränderliche Kugel wäre, nicht 
durch den Verſuch gefunden werden, weil wir fein Mittel hätten, um 
ben Fußpunkt E der Normalen DE zu beitimmen, ba fowohl das 
Bleiloth, wie bie Lihelle, wegen des durch bie Umdrehung ber Erbe 
erzeugten und theilweife nach Süden gerichteten dynamiſchen Druckes, 
nicht die Richtung ber eigentlichen Schwere angeben, fondern bie Rich- 
tung der Refultirenden von dem Gewichte eines materiellen Punktes und 
jenem bdynamifchen Drude, wie im folgenden Kapitel näher gegeigt 
werden fol. 


$. 89. 


Bis jebt iſt uns in der Natur Feine Kraft bekannt, welche von 
einem feiten Punkte ausgehend, auf einen beweglichen materiellen Punkt 
eine nach andern Geſetzen veränberliche Wirkung hervorbrächte, als nach 
denen, bie wir bisher vorausgefeht haben, wonach biefe Wirkung ent⸗ 
weder unverändert bleibt, ober fi in bemfelben Verhältniffe, wie bie 
Entfernung ändert, oder im umgekehrten VBerhältniffe des Quabdrats ber 
Entfernung fieht. Wenn demnach auch ber Fall, wo bie Wirkung ber 
Kraft ſich umgekehrt, wie die dritte Potenz der Entfernung verhält, 
feine Anwendung finden kann, fo bietet er doch fo viele einfache und 
beachtenswerthe Ergebniffe,. daß feine nähere Unterfuchung in vielen 
Beziehungen lehrreich ift. 

Sei baber d die beivegende Kraft für bie Entfernung r durch 

3 " 
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ausgebrüt, indem Pink wieder ihre Intenfität in der Entfernung 1 
bezeichnet. 
Für die Geſchwindigkeit Hat man damit fogleich ben Ausbrud: 


A 


worin vo und r wieder die anfängliche Geſchwindigkeit und Entfernung 
bezeichnen. 
Die Gleichung (86) wird 


24 





eure — — — — — —9, 
Veran +0) 


ober wenn man 


kB BERGER. BE burch 3 70 — E durchv 2(1 — 82 sin? ) 
0? ru2vg2sin?ay Pr W% roꝰ 0 “ ’ 
Z durch z 


erfebt, ben Winkel wo, gleih Null annimmt, und das obere Zeichen 
beibehält, fo daß r mit w wächlt, und a, ein fpiker Winkel tft, 


A) o=-—-Ie._—_ Lt. 
ſ' V BR Sina) + (Br 128 


Nach dieſem Ausdrude wird man dan drei Hauptfälle unterfcheiben, 
je nachdem man hat: 


- R>1i, R=1, A<1. 
Nehmen wir ben zweiten biefer Fälle als den einfachften zuerſt vor, 
10 ergibt ſich 1 — 82 sin? x, — cos? a,, und man erhält fogleich 
6 1 IN __ 1. 1 
0 a Ir): 
alſo in Bezug auf r aufgelöfet, 


Io 


r—= — 
1—o cot &g ? 





Cr 
als Gleichung der Bahn ded Bewegten. Diefe Bahn tft demnach eine 
hyperboliihe Spirale, Fig. 82, deren Pol der fefte Richtungspunft C 
der Kraft ift, und deren Aſymptote BD” mit dem anfänglichen Fahr- 
ſtrahl CA einen Winkel wo, bildet, welcher durch die Gleichungen : 

, r=®© w, = lang 9 
beftimmt wird. Um den ſenkrechten Abſtand derſelben vom Bol zu er- 
halten hat man allgemein 
MP CMsin (o, — wo) 
ober mit dem obigen Werthe von CM=r: 


mp —" sin (0, — ©) 
1—o cola 


und diefer Werth geft in den von CD über, wenn mw, wirh. 
In dielem Falle erſcheint aber der vorſtehende Werth unter der Form 7 0 


nimmt man daher die abgeleiteten Functionen von Zähler und ee 
fo hat man 


cos 0 


CB=r — r, fang a . 
0 oten o Ang ao 





Verlängert man demnach bie Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit 
rückwärts von A nach E, und zieht die Senkrechte CE zu CA, fo wird 
diefe den verlangten Abftand BC angeben. 

Sf nun a, ein fpiter Winkel und cote, pofitiv, fo wird r fort- 
während wachfen, ber Bewegte fich immer mehr in der Richtung AM 
von C entfernen, und nad) einiger Zeit fehr nahe eine gleichfürmige 
geradlinige Bewegung annehmen. Denn die Gleichung (89), welche 
für unfern Fall und mit den vorhergehenden Annahmen, die Form erhält: 





zeigt, daß wenn «, ein ſpitzer Winkel iſt und r tm Anfang mit ı wächft, 
r=n-+ v8 c0sog 
wird, daß alfo die Entfernung r des Bewegten von C gerade wie bei 
einer geradlinigen gleichfürmigen Bewegung wächft, daß biefes demnach 
‚auch mit dem einer Geraden fehr nahe fommenden Bogen AM der Fall 
fein wird, Wenn dagegen a, ein ſtumpfer Winkel tft, fo wird 
24 * 


— — — 
— 1460 cot ( c — ag) 

und bie Bewegung dieſelbe, als wenn man bei ber vorhergehenden w 
negativ nimmt, oder man Tann bie anfängliche Geſchwindigkeit nun 
von A gegen E gerichtet annehmen, und bie Winkel » von CA gegen 
CM’ meflen. Der Bewegte nähert fi) alfo bem Pol, befchreibt aber 
eine unendliche Anzahl von Windungen um ihn, da r nur Null werben 
Tann, wenn m unendlich groß iſt. Demohngeachtet erreicht der Bewegte 
den Bol in einer beftimmten, begrenzten Zeit, was fich leicht Daraus 
erklärt, daß bie Geſchwindigkeit fehr groß wird, und wenn r fehr Klein 
geworden ift, verkehrt proportional zu ber Entfernung r wächſt, während 
jede Windung in demfelben Verhältniffe kleiner wird, fo daß zuletzt 
faum benfbar Kleine Umgänge mit unendlich großer Geſchwindigkeit 
zurückzulegen find. In ber That gibt der obige Ausdruck für t nun 
den Werth : 

2— n—r 
Va COS ( TE — 
und für r—=0, on ”) 
to U _ 
Vo C08 (n— 0, ) i 


ſo daß der Pol in ber Einheit der Zeit erreicht wirb, wenn man 
Y) = Vo c08 (n—&) 


hat, d. h. wenn bie anfängliche Geſchwindigkeit durch bie Gerabe AE 
vorgeftellt wird. 


Hat man endlich «, =In, cta—=0, ſo wird 


r=nN v vo 
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die Bahn alſo ein Kreis, in dem ſich der materielle Punkt gleichförmig 
bewegt; dies iſt daher, wenn man die vorhergehenden Unterſuchungen 
vergleicht, immer der Fall, ſo oft die Kraft eine anziehende, 
gegen einen feſten Punkt gerichtete, bie anfängliche Ge 
ſchwindigkeit fentreht zu dem erſten Fahrſtrahl, und ihr 
Quadrat bem Product aus ber anfängliden Entfernung 
tn Die anfängliche Befchleunigung gleich tft. 
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$. 8. 
Als zweiter Hauptfall ſei 9? — 1 —n?; damit nimmt bie Gleichung 
(A) die Form: 
w— dz . — — — 
zn Vo? (cos? 0, — n? sin®o,) + n?z? 
an, und gibt nach ben Gleichungen (B) in 6. 83 als unbeftimmtes 
integral die Gleichung: 
Z = ke + Be 


aus der man wieder: 
1. C 


r 
do 


als Aenderungsgejeb in Bezug auf w zieht. Zur Beitimmung von A 


und B hat man dann mit ber Beachtung, daß ($. 73) z —=vc089, 
d ro 


1 Yo 60800; daß alfo auch der anfängliche Werth von 


— nAe  —_ nBe — 








C dr 
d. — 5 C _ dr 
duo „io — — 71 

T? — 

dt 


— vo 0080, iſt, bie Bedingungen: 


C 
— —* v*0 snay—= A-+B 
ro 
— 19 00809 =nA— nB 


unb es folgt daraus die Gleichung: 


21 __ cot a no cot « —n0 
+ (Fe) HH T)e | 
für die Bahn des Bewegten. 
Man kann bier wieder drei Nebenfälle unterfcheiden, je nachdem 


1 Me -0, =0, Ha <o 





M__ — 


a — — — — — —— — 
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if. Für den erften Fall, welcher offenbar nicht blos für Werthe von 
00, bie größer find. als Zr, Rattfinbet, fonbern auch noch für eine, 


zeigt die vorftehende Gleichung, daß r um fo Kleiner wird, je mehr w 
wächſt, daß ber Bewegte alfo wieder eine unendliche Anzahl von Win- 
dungen um ben Bol macht. Man flieht ferner, daß nach einigen Um⸗ 


—n0 
läufen (n ald ganze Zahl vorausgeſetzt), e ſehr klein wird, und 
die Spirale fich derjenigen nähert, deren Gleichung 


To 
cot «& 
(1-°%) r 
n 


iſt. Hat man dagegen cota, —>n, fo wird fih der Bewegte von dem 
Pol entfernen, bi8 man 


= _1)e" — org )e"" = 
(7 1Je (Z+1)e —0 


cola n 
Zu colay —n 


hat, und bdiefer Werth von w, wird dann zugleich die Richtung der 
Afymptote angeben. 
Die Grenze zwifchen beiden Fällen bildet derjenige, für welchen 


nw — logn 


oder 


cot oo =n 
ftattfindet, wodurch Die Gleichung der Spirale auf 
. ne =r oder no == logn — 


0 


zurückkommt, dieſe alfo in bie fogenannte loga rithmiſche Spirale 
übergeht, in welcher fich ber Bewegte fortwährend von dem Pole 
entfernt. 

Als Ausdruck für die Zeit ber Bewegung erhält man 


' r 
mE Idr. — ——— — 
To Y? C2 4 vo?(cos?a, — n? sin? xy) r? 


oder mit dem Werthe von C 
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r 
int fr .—— 
2 
I — (i — cot *) r3 
r. n 


und damit folgt 


a 729) 


Für den erften Nebenfall, wo n > cota, tft, und r mit zunehmender 
Zeit abnimmt, muß das untere Zeichen genommen werben, und es er- 
gibt fih dann für r—=0, 


BY) (1+ ) sin &p 
alfo wieder ein begrenzter Werth von t für eine unendliche Anzahl von 


Umläufen. In dem befondern Kalle, wo 0=4n ift, Hat man noch 
einfacher als allgemeinen Werth von t 

















und demnach wird für r— 0 


Io 


BYy 


der Ausdruck für Die Zeit, welche der Bewegte in biefem Falle zur Er- 
reichung des Poles braucht, und nach welcher Die Bewegung enbigt. 

Man kann Übrigens die Zeit auch einfach und rational durch ben 
Winkel w ausbrüden, nur iſt es dann fchmwieriger die verichtebenen 
Bälle zu unterfcheiden. Die Gleichung 


„dw _ 
r FTE — ro vo Ssın dog 


gibt nämlich durch Einführung des Werthes von r2 


— oo 
_ _dne 


— do. — — dv. — 
Ysinag.t fi Ge =) fi (a2 ey 


und daraus zieht man leicht das Integral: 
n vo B sin c. 270 (=: — #5) R) 
A+Be 
worin A und B fr 1— * To und 14 beibehalten if. Mit 
biefen Werthen ergibt fi) aber A+B=2, und es wird dadurch 


nv. B sinay.t=Nn (— ==-') . 
A-+Be 


Wenn op —In, ſo wird A—B—1 und 


t—⸗ —?— 1 
nV — 220 ’ 
1+e 


wenn nun w einen fehr großen pofitiven Werth erhält, fo nähert fich 
das erſte Glied der vechten Seite ber Grenze 2, für einen ſehr großen 
negativen Werth dagegen ber Grenze Null, bie Zeit alfo dem Werthe 


cot 174} 











r 
— + —_ 


I 
NVy 


ba es bier offenbar einerlei ift, ob man die Bewegung vor= oder rüd- 
wärts betrachtet. In der allgemeinen Gleichung dagegen Tann nur 
den Werth: 
1 cot Eq — n | 
on tn 


als größten pofitiven erhalten, durch welchen t und r unendlich werben, 
da er nur für die Vorausſetzung cot« > n möglih il. In dem 
erften Falle, wo n > coto, .ift, und ſich ber Bewegte beim Mole 
nähert, muß man w negativ unendlich feben, um dadurch mit ber Be- 
achtung, daß nun bie Zeit mit entgegengefehtem Zeichen zu nehmen iſt, 
wie oben 





Io 
nvwBsino, - 
für die Zeit zur Erreichung bes Poles zu erhalten. 


Für N Bewegung in ber logarithmiſchen Spirale, für welche 
A=0, B=2 if, hat man unmittelbar, wenn r mit & zunimmt, 


t= 
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r r u 2no 
t=fdr.— oder Ct=fdw.nde ,„ 
nC 
r. 0 
woraus immer 
— r? — 192 
— Zr Vo 008 & 
folgt, und ſich ’ ’ 
w " To 
= & = — —z — — — 
fr — ,„ t Ivo 080, fr r=0 | 


ergibt, fo daß auch hier die Zeit zur Erreichung bes Pole eine enbliche, 
und zwar ber halben Zeiteinheit gleich ift,, wenn man v, cosa, =, hat. 


g. gi. 
Um den dritten Hauptfall zu unterſuchen, ſetze ich 
e—i=—n, 
woburch bie Gleihung (A) in 
— — . — — — — — 


übergeht, und nach den Gleichungen (A) in F. 83 folgt daraus das 
unbeftimmte Integral: 


Z=Ammo+B sinnw , 


ww — 


deſſen Aenderungsgeſetz in Bezug uf w: 


at 
— U — — nA sinn@ + nB cosaw 
dw 
a. 
—._ 1 AT zieh ur Be⸗ 
= 7° 77 mieber zur Be 





fiimmung von A und B mithelfen 4 ; man bat demnach zu dieſer 
Beftimmung die Bedingungen: 


7 ro vo sin —7 


und erhaͤlt dadurch die Gleichung der Bahncurve: 
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70 - snno , 


oder wenn man CO durch cot a bezeichnet, 
ro __ sin(&—nw) 
no sin € 


woraus man flieht, daß bie Werthe von r leicht durch Dreiecke con: 
firuirt werden Tonnen. 

Iſt hier a, kleiner als * rc, alſo poſitiv, ſo entfernt ſich 
der Bewegte fortwaͤhrend von dem Pole, und erreicht eine unendliche 


Entfernung, wenn o — — geworben tft, fo daß bie durch dem Pol 


— 





unter einem Winkel w, — — gegen den Fahrſtrahl r, vu Gerade 


bie Ajymptote ber Curve bildet. Wird , größer als zn oder nimmt 
man co negativ, verfolgt alfo den Lauf der Gurve eoins, ſo wird 
r immer kleiner big etno=5m it; von da fängt es wieder an 


zu wachen, und wird unendlich, ſobald e+nw ben Werth ru erreicht. 
Die Curve tft demnach zu beiden Seiten der Heinften Entfernung (ded 
kleinſten Fahrftrahls) ganz ſymmetriſch, und zwar tft bie unter dem 
Winkel & durch den Endpunkt des Fahrftrahled r, gezogene Gerade bie 
Tangente am Scheitel der Curve, und die vom Pole darauf gefällte 
Senfrechte der kleinſte Fahrſtrahl. 

Für den befondern Werth: n— 1, geht die Eurve in eine Gerade 
über, deren Bolar = Bleichung: 

sin &g 
o sin (&,—w) 


ift, welche alfo den Winkel o, mit dem Fahrftrahl ro bildet, wie ſich 
von felbft verfichtz auch iſt leicht zu fehen, ba man als Ausbrud für 
den in diefer Geraden zurũckgelegten Weg 


_; sin @ 
0 sin (v—o) 


findet. 
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Als Ausdruck für die Bei haben wir im Allgemeinen unmittelbar 


2 
= = io. in⸗· 
sin? (— no) 


und daraus wie leicht abzuleiten it 
nv, sinag.t—=r, Sinꝰ ę eot ( - n) — to sin ę cose. 


Um die kürzeſte Entfernung zu erreichen, braucht der Bewegte demnach 
die Zeit: 

To sine cose ro cos? e 
— n Vo sin Oo TV, C08% " 


= (sin ag cot (ag — w) — cosa,) 
R 


und wenn man für N feinen Werth in s, nämlich: 
—g sin ( 9, —@) 

o — sin 
einführt, fo folgt 


t— — 


N 8s — vot3 


Yo 
die Bewegung ift alfo eine gleichförmige geradlinige, wie es nicht. anders 
fein Tann, da die Bedingung Ar— 1=—n? für den angenommenen 
Beth n—1, 


= 0 , k=0. 


gibt, und. folglich keine Kraft mehr thaͤtig iſt. 


$. 9. 


Um das gegenwärtige Kapitel zu befchließen, wollen wir noch einen 
Augenblick bei der Bewegung eines materiellen Punktes verweilen, wel⸗ 
cher der Wirkung zweier Kräfte unterliegt, die fortwährend gegen zwei 
fefte Punkte gerichtet, und deren Sntenfitäten Functionen ber Entfer- 
nungen des Bewegten von dieſen feften Punkten find. | 

Sei A ber erfte fefte Punkt und R, die Sntenfität der Kraft, 
beren Richtung immer durch dieſen Punkt .geht; B fet ber zweite feſte 
Punkt und R, die Intenfität der entfprechenden Kraft. Der Punkt A 


a 


fei der Anfang eines rechtwinkligen Coordinatenſyſtems, auf welches bie 
Lage bes Bewegten am Ende der Zeit t durch Die Soordinaten x, y, z 
bezogen tft; die Achſe der z fei durch den Punkt B gelegt, und die Ebene 
ber xz durch den Punkt, wo ſich der Bewegte am Anfang der Zeit 
befindet, und deſſen Eoordinaten dem entjprechend durch x, , zu bezeichnet 
fein. Sind ferner r, und rg die Abftände bes Bewegten am Ende ber 
Zeit t von den Punkten A und B, und c bie Entfernung diefer Bunfte 
jelbft, fo hat man 


Mertyta, Mertytl—o), 


und bie zu den Achſen parallelen Gomponenten der Kräfte R, und R, 
find darnach: 





x Y z 
R-, R-, R-— 
1 9 4 R) , 
n I I . 
x y 1—t 
R, — I 
2r I Tg 9 R, Te $) 


bie Gleichungen (68) nehmen bamit bie Form an: 


dx R, R, 
"(ltr 


dy BR , R 

G.) nm=(+2)r; 
dz ygR R, R, 
ltr) ne, 


und man fhließt daraus fogleich, daß Die beiden erften Gleichungen ganz 
fo behandelt werden können, wie bei ber vorhergehenden Unterfuchung, 
wo an dem Bewegten nur eine gegen einen feiten Punkt gerichtete Kraft 
thätig war; wenn daher r die Projection des Fahrſtrahles r, im ber 
Ebene der xy, und w den Winkel zwiſchen dieſer Projection und der 
Ace der x bezeichnet, v, die anfängliche Gefchwindigkeit ift, und 
09, Ba, Yo Oder y. und &, bie Winkel find, welche ihre Richtung 
beftimmen, und von denen die erften von biefer Richtung mit den drei 
Achfen der x, y, z eingejchloffen werden, ber lebte von ihrer Projection 
in der Ebene der xy mit der Achfe der x gebildet wird, fo hat man 
einmal 
do 


H.) ten vo Sin yo Sin eo = Xp Vo 005 ßg ; 
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das PBrincip von ber Einhaltung der Oberflächen findet 
alfo noch fatt in.einer Ebene, welche zur Berbindung- 
linie der beiden feiten Punkte ſenkrecht ift. 

Ferner nimmt der Ausdruck für die lebendige Kraft des Bewegten 
die Form an: 


v— 2) +(3 7)+(£) Yarrafir. a a 


wenn ry für Vx?+ 2; 20* und ru. für Vr? +2, — e)® (20 — ce)? geſetzt wird, 
und dadurch kann die Geſchwindigkeit des Bewegten für jede gegebene 
Lage besfelben beftimmt werden. Im Allgemeinen aber bürfte es die 
Kräfte unferer jebigen Analyfis überfteigen, die Differential= Gleichungen 
ber Bahn des Bewegten bdarzuftellen, und damit die Coordinaten in 
Function der Zeit zu erhalten. 

Nur in dem befondern Falle, mo die Kräfte R, und R den Ent⸗ 
fernungen r, und r, proportional find, kann die Unterſuchung durch⸗ 
geführt werben, da in biefem alle, wie fchon früher erwähnt, jebe ber 
Gleichungen (G) für ſich allein integrierbar tft. Nehmen wir dazu Diefe 
Kräfte als anziehende, und bezeichnen ihre Intenſitäten für die Eine: 
heit der Entfernung mit 


— nk, und —mky , 
und erfeben k, -+ k, durch k, fo werben bie Gleichungen (G) einfach: 


dx .._ d?y d?z 
wat, mr m 


und man erhält durch bie beiden erften für bie Bewegungen parallel zu. 
ben Achſen der x und der y, wie in ” 84 die Gleichungen: 


=ke—kz, (K. 


x csıyk + * J— 


— 1 Po cos Po sintY k 

V k . 0 

und damit als Gleichung ber Projertion der Bahn bes Bewegten in der 
Ebene der xy ebenſo wie dort: 


kxay2 + v2(x cos fa —Y 0809) — xoꝰ voꝰ cosꝰ 9, . (a. 
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Diefe Projection ift alfo wieder eine Ellipſe, bern Mittelpunft im 
Anfangspunkt liegt, und «8 gelten darnach für Die Bewegung parallel 
zur Ebene ber xy ober ſenkrecht zur Verbindungslinie AB ber beiden. 


feften Punkte alle Geſetze, welche in F. 84 gefunden wurben. 
Die dritte der Gleichungen (K) auf biefelbe Welle behandelt, wie 
es tn 6. 83 geichehen ift, gibt zuerft 


dzN? ee 
z)=t 2k,hz — kı 


wo C für vy2 cos2y, — 2k, hzo + kz,? Steht, und dann uuter Der 
Vorausfehung, daß am Anfang z mit t wächft 


,h—kz 
Vorne 
Faßt man daher wieder bie conftanten Factoren von cos t Vk und 
sin Wk in A und B zufammen, fo wird 


VX = are cos — C. 


kz=ke—AwstYk +BsintVYk , 
und. gibt mit dem Aenderungsgeſetze von z in Bezug auf t: 


kE—ayr sint k +BYk cost Y k , 
und buch Einführung der anfänglichen Werthe von 2 und z 


A—ko—kz N) B=wyYk Sy; 


wodurch die Gleichung für die zur Achſe ber 2 parallele Bewegung die 
Form anninimt: 


gc—kzı=(kc—kz,) cost Vk—vyYk C08 Yo sintY k . 


Berbindet man endlich dieſe Gleichung mit einer der frühern, 3. B. der⸗ 
jenigen, welche die Bewegung parallel zur Achfe der y barftellt, um 
damit t zu eliminiren, fo findet man 


b.) kh?y2+-[(h-+ 2, —2) 008, — y 00899 ]” v0? — h?'vg2 0052ß, 
als Gleichung der Projection der Bahn in der Ebene der yz, worin n 
Für - 02 gefeht iſt. Diefe Projection iſt demnach ebenfalls eine 


a 


Ellipfe, deren Mittelpunkt ht, ober = c Rängeneinbeiten über ber 


Ebene der xy liegt. | 

Die beiden Gleichungen (a) und (b) find aber auch einzeln bie 
Gleichungen elliptifcher Cylinder, deren Erzengende zu den Achſen ber 
z und x parallel find, und zufammen die Gleichungen der Durchfchnitts- 
eurve biefer Cylinder oder der Bahn des Bewegten, welche, wie man 
ſich leicht überzeugen wird, immer noch eine ebene Curve tft. Denn 
bringt man die genannten Gleichungen auf die Formen: u Ä 








ky? (x cos 0 — Y cs) _4 
voꝰ 0082 ß, xoꝰ 098? 9, — 

ky? (7 cos fa —Y 00899)" 
voꝰ cosꝰ 89 * hrco2 =1 


fo zieht man daraus die Gleichung : 
2 cos B0 — YCoSyp __ X 608 fg —Y 005%, 

h J xo 

alſo die Gleichung einer durch den Anfangspunkt der z’ gehenden Ebene. 
In dem befondern Halle, mo die anfängliche Geſchwindigkeit zur 

Ebene der xz ſenkrecht gerichtet iſt, wo alſo oosa, =c0sy, —=0, 
c08 dy —1 tft, werden bie beiden obigen Gleichungen der Bahn einfacher 

z 
wi 
und man zieht daraus als dritte Gleichung oder als Gleichung ihrer 
Projection in ber Ebene der xz: 


», ®_ y 
Katz kat 


d. t. die Gleichung einer zur Achſe der y parallelen Ebene, welche 
durch ben Mittelpunkt ber zweiten! in der Ebene der yz liegenden 
Ellipſe und durch den anfänglichen Ort des Bewegten gelegt if, und 
deren Normale mit der Achfe ber z einen Winkel I bildet, für welchen 
man hat: 
Xg kx, 

Aus den Öleichungen ber Bewegungen parallel zu den Coordinaten- 

Achſen folgen wie früher die Ausdrücke dev vechtwinkligen Componenten 


Bu 


ber Geſchwindigkeit des Bewegten und mit ihnen ber Werth dieſer Ge- 
ſchwindigkeit jelbft in Funktion der Zeit, während ber obige allgemeine 
Ausdrud (I) von v? die Form erhält: 


Y=v+k(n?—n)+uln 20?) , 
oder 


Pani+k(tt2)42elt—n)— kt), 


und dadurch die Geſchwindigkeit in Function ber Entfernungen ober ber 
Coordinaten ‘gibt. 

Mit kk—=0 oder c=0 kommt man wieder auf den in F. 84 
behandelten Fall zurück; bie baburch ſich ergebenden Gleichungen unter- 
fheiben fich indefien von den bort gefundenen noch durch die allgemeinere 
anfängliche Lage und bie allgemeinere Richtung ber anfänglichen Ge- 
ſchwindigkeit. | 





Drittes Kapitel. 


Gezwungene Bewegung bes materiellen Punktes. 


I. Bewegung in vorgefchriebener Bahn. 


g. 9. 


Unter gezwungener Bewegung verfteht man biejenige Be- 
wegung eined materiellen Punktes, welche berjelbe annimmt, wenn. ex 
durch entgegenftehenbe Hinderniffe gezwungen wird, einen andern Weg 
zu beichreiben, als ben, welchen er vermöge der beivegenden Kräfte, 
die auf ihn wirken, ungehindert verfolgen würde. — Die hieher ge= 
börenden Fälle Iaflen fich zuerft darnach unterfcheiden, ob das Hinderniß 
unverrüdbar, oder ob es beweglich ift, und dann, ob durch das— 
felbe die Bahn des Bewegten beftimmt vorgezeichnet, oder ob ihm durch 
basfelbe noch in einer ober der andern - Richtung einige Freiheit in ber 
Bewegung geflattet wird, und es tft einleuchtend, daß dieſe beiden 
Hauptfälle, im ber einfachften Weiſe betrachtet, ‚mie bei ber Lehre vom 
Gleichgewichte, durch die Bewegung eines materiellen Punktes in einer 
beftimmten Curve, und durch die Bewegung auf einer gegebenen Fläche 
bargeftellt werben koͤnnen. Beginnen wir alfo mit dem beitimmteften 
alle, mit ber Bewegung des materiellen Punktes in vor- 
gefhriebener Bahn, d. h. in einer unverrüdbaren und ber Form 
nach unveränberlichen Curve, | 

Selen fh, (x,y)=0 md R(x,2)=0 die Gleichungen ber 
gegebenen Curve auf ein rechtwinkliges Coordinatenſyſtem bezogen, R 
die SIntenfität ber bewegenden Kraft, wenn der Bewegte in einem 
Punkte M jener Curve angelommen tft, deſſen Goorbinaten x, y, z 
find und 9 der Winkel, welchen bie Richtung ber Kraft R mit ber 
Tangente in biefem Punkte bildet, und deſſen Gofinus durch die 

ng: 

RE Ndr, Zi 
R ds R ds R ds 

Decher, Gandbud der Mebanit 1. 25 


I _ 


ausgedrückt wird, worin X, Y, Z wie immer bie zu den Achfen parallelen 
Gomponenten von R vorftellen; endlich fein A, u, » bie Winkel zwi- 
ſchen denfelben Achien und dem Krümmungshalbmefler oder der Haupt- 
Normalen im Bunktexyz, und A, w, » biejenigen, welche irgend eine 
noch unbeftimmte Normale mit ihnen bildet. 

Da vorausgefet wird, daß ber materielle Punkt vermöge ber Kraft 
R eine- andere Bahn befchreiben würbe, als er jet wegen bes feften 
Hinderniſſes zurüclegt, fo wird er in Folge des Beſtrebens, die vor- 
gezeichnete feſte Curve zu verlaflen, auf biefe einen Drud ausüben, 
beffen Größe in dem Punkte xyz mit N’ bezeichnet werbe, und deffen 
Richtung mit den Achfen bie unbeflimmten ober- richtiger nicht ganz 
beftimmten Winkel 2’, uw’, » bilden wird. Diefe Winkel find nämlich 
nicht nur durch die Bebingungsgleichung: 


cos? 4’ + cos? u’ +4 cos? y’ —1 


unter fich verbunden, fondern auch der mweitern Bedingung unterivorfen, 
daß fie einer Normalen zur Gurve angehören, db. i. einer Geraden, 
welche auf ber Tangente ſenkrecht ſteht, eine Bedingung, die bekanntlich 
durch die Gleichung: 


TE 00007 4- ST — — — — +7, 08V —=0 


ds 
ausgebrüct wird. 

Denken wir. und nun, wie bei ber Unterfuchung der Geſetze des 
Öleichgewichtes mit ber Kraft R eine bem noch unbelannten Drude N’ 
gleiche aber entgegengefebt gerichtete Kraft verbunden, fo wird Diele 
lebtere die Wirkung der feſte Curve erjehen, da dieſe keinen größern 
MWiderftand zu leiſten braucht, als ber auf fie ausgeübte Drud if, und 
wir werben den Bewegten dann als ganz frei betrachten können. Die 
Gleichungen feiner Bewegung werden dadurch 


d?x , , 3 
d?y ‚ , 

a.) na; = Y—-N cos u 
d?z 


mn —.b-—-N cosv; 


fie geben, wie bei der Lehre vom Gleichgewichte, einerjeits durch Eli- 
mination der unbefannten Größen N’, 4’, wu, die Gefebe der Bewegung 
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in der Curve, und dienen anderſeits mit dieſen wieder zur Beſtimmung 
jener Unbekannten. 

Die Elimination wird einfach dadurch ausgeführt, daß man die 
obigen Gleichungen der- Reihe nach mit = , = , 2 multiplicirt 
und dann ihre Summe nimmt; denn man findet mit ber Beachtung ber 
letzten Bedingungsgleihung und der analytifchen Formen: 


dx d?x dy d?y dz d2z 
dx d’x dy d2y  dz d’z de de Tan Taram 


ds dı2 425 di? 475 di? T 
1 dy 1 ds 2 
ae 0* + 66 ) BERG 
{15 "ds dt 
a ã 
_ ds _dv . 
dr de’ 
melche aus den Gleichungen (66) ımb (67) in $. 59 folgen, das Geſetz: 
ms mir _ dy 
no; =mT -1© +7 +22 =Rooss , (90. 


welches mit der Gleichung (69) gleichbedeutend iſt und zeigt, daß 
auch bei der Bewegung in einer feſten ſtetigen Curve die 
Aenderung der Geſchwindigkeit allein durch die nach der 
Tangente gerichtete Componente T der bewegenden Kraft 
R bewirft wird. ' 

Ebenſo findet man das Aenderungsgefeb der lebendigen Kraft in 


Bezug auf den zurüdgelegten Weg wieder, wenn man für Sn den 
oben voranftehbenden Werth: 


1 ds\2 1 A 
7 —d. 9) _ 2 d.v 

ds: — ds 
einführt, indem dadurch ww in $. ” die Seh: : 


1d. mvꝰ dr 
2 ds -ı7 +12 +1, = Rz 


25 * 








— — — —— —— 


und als deren allgemeines Integral 


2 mvy men: +2 
91.) 


hervorgeht. Es gelten alfo auch in biefer Beziehung alle Folgerungen, 
welche mir aus ber vorftehenden Gleichung für bie freie Bewegung eines 
materiellen Punktes in den 66. 66 bis 70 abgeleitet haben. Die 
Jebendige Kraft bed Bewegten wächft auch hier wie bie Arbeit der be 
wegenben Kraft; fie bleibt unverändert unb bie Bewegung wird eine 
gleichfürmige, wenn dieſe Arbeit fortwährend Null it, d. 5. wenn ent 
weder R felbft Null, oder in allen Punkten jenkrecht zur Tangente ober 

normal zur Curve gerichtet tft. Findet dieſes letztere nur in einzelnen 
Buntten der Curve ftatt, fo hat bort bie Geſchwind igkei a größten 


ober kleinſten Werth. Iſt ferner die Function y‘ FF + va + z3 *—* 


eine vollſtaͤndige Abgeleitete einer Function F(X, 2) ir drei Ye 
änderlichen x, y und z, fo wird die Geſchwindigkeit des Bewegten 
immer benfelben Werth wieber erhalten, wenn jene Function benjelben 
Werth befommt, uf. f. . 


$. 9. 


Um nun den Drud N’, welchen die Curve erleidet, und feine Rich⸗ 
tung zu beftimmen, bringe ich bie Gleichungen (a) unter die Form: 


, d?x 
Not—X—m.z 
v, d2y 
N csW = Y— m, 
’ 4 d?z 
N cosv -1— mn.’ 


unter welcher fie ausfprechen, daß bie drei Componenten bed Druckes N’ 
den Unterfchteden gleich find zwifchen ben Somponenten X, Y, Z ber 

d?x „@y d?z 
da > Aa Man 
ober den Gomponenten einer Kraft. F, welche dieſelbe Bewegung, wie fie 


bewegenden Kraft und ben drei Componenten m —— 
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der materielle Punkt durch Die Kraft R und bie feſte Curve erhält, 
allein hervorbringen würde, wenn derfelbe ganz frei wäre, daß alfo der 
Druck N bie Refüultivende ift aus der beivegenden Kraft R und einer 
der F gleichen und entgegengefehten Kraft. Zerlegt man alſo fowohl 
bie Kraft R, als die — F in ihre tangentiale und normale Componente, 
fo werben fich die beiden tangentinlen Componenten als gleiche und ent- 
gegengefeßte aufheben, bie normalen Dagegen, welche wir mit N, und 
— N, bezeichnen wollen und deren Refultirende den Druck N’ vorftellt, 
fallen zwar beide in die Normal= Ebene, aber im Allgemeinen nicht in 
diefelbe Richtung und wirken auch nicht immer in bemfelben Sinne, da 
die — N, immer nach dem vom Krümmungsmittelpunfte abgewendeten 
Theile der Haupt- Normalen gerichtet ift, während bie N, irgend eine 
Richtung in ber NRormal= Ebene haben Tann. DBezeichnet alfo u ben 
Winkel, welchen bie Richtung dev N, mit dem genannten Theile ber 
Haupt=-Normalen bildet, fo hat man 


Dasfelbe ergibt fich durch Die weitere analytifche Ausführung. Sekt 
man nämlich für die drei Componenten der Kraft F bie in $. 64 ab- 
geleiteten Werthe: n 











dx „x 

d?x d.u ds nd dx | ya "ds 
mIn Ssm·i nn "ar ẽs ds 
„ey 4 dy 

d2y md u "ds dv day, „ ds 
A az Tan ar ds ds 
A dz dz 

dz_ _d.w de _ dvde, , ds 
nu ng m tr 


und bezeichnet wie Dort die nach der Tangente gerichtete Componente 
m der Kraft F, welche, wie aus Gleichung (90) folgt, der nach 


berfelben Geraden gerichteten Componenten R cos I ber Kraft R gleich 
tft, mit T, die nad) der Haupt= Normale oder gegen ben Kümmungs- 


. . 2 
mittelpuntt der Curve gerichtete Somponente: m — der Kraft F wir 
vorher mit N,, fo wird zuerft wieder 


d?x dx 

ma = TI + Na 0082 
dey dy 
m=17 + N, cosı 
2 

md = _pi2 In. cos» 


| "a5 
und Damit folgt dann: 
dx 


N’ cos A =X—T 7, — Ns cos 
, , dy . 
N’ cosu =V To — Ng oosu. 
N eosv = Z— TIE_N co» 
\ sv = ds — g C0S 3 . 
dx dy dz 
Rum find offenbar X — T 75° Y— gs ’ 2 —T Fr bie recht⸗ 


winfligen Gomponenten ber in bie Normal= Ehene fallenden Seiten- | 


traft N = yR-—T T2—R sin $ ber bewegenden Kraft R, wie man 
fich Teicht überzeugen Tann, wenn man jene Componenten zum Quadrat 
erhebt und ihre Summe nimmt. Die Richtung diefer Kraft N, in der 
Normal-Ehene tft durch den Durchfchnitt dieſer letztern mit derjenigen 
Ehene beftimmt, welche die Tangente und die Richtung ber Kraft R 
enthält. Bezeichnen wir demnach die Winkel, welche die genannte Durch- 
ſchnittslinie mit ben drei Achſen einfchließt, mit A, w,, »,, fo hat man 


N’ cos —=N, cos), — N, cos A 
N’ cosW=N, cosu, — N, cos u 
N’ cosy —=N, cosy, — N, cos , 
und es geht aus diefen Gleichungen hervor, daß ber Druck N’, welchen 


die Curve zu erleiden hat, die Refultirende tft von der normalen Setten- 
kraft N, der bewegenden Kraft R und von einer der normalen Com- 


2 
ponenten N, = m _ „ welche für fih allein die Aenderung tn ber 


Richtung der Bewegung bewirken würde ($. 62 — 64), gleichen und 
entgegengefeßten Kraft; denn nennt man den Winkel zwifchen ber 
Richtung des Drudes N, und demjenigen Theile der Hauptnormalen 
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der Cuwe, welcher ſich vom Nrummungemittelpunkt entfernt, au, fo 
bat man 


co8A cos A, cos u c08 u, + 008» c08v, —= — 008 1) 


und demnach auch, indem man die vorhergehenden Gleichungen zum 
Quadrat erhebt und addirt: 


N? = N, 2 + N,2 + 2N, N, cos V⸗ . (92. 


Die Eurve hat alfo nicht nur dem Drude N, der Kraft R zu wider⸗ 
ſtehen, welcher berfelbe tft, als wenn der materielle Punkt durch eine 
nach der Tangente gerichtete Kraft P im ruhenden Gleichgewicht erhalten 
würbe, und welchen wir deßhalb Den ftatifchen oder Gleichgewichts— 


2 
Druck nennen wollen, fondern auch dem Drude N, oder m ra wel⸗ 


cher durch die Bewegung oder vielmehr durch die von der feſten Curve 
bewirkte Aenderung in der Richtung der Bewegung erzeugt wird, welcher 
der lebendigen Kraft des Bewegten und der Curve proportional, und 
nach dem vom Krümmungsmittelpunkte abgewendeten Theile 
der Hauptnormalen gerichtet iſt. Nennen wir deßhalb dieſen 
letztern Druck den dynamiſchen oder Bewegungsdruck, ſo können 
wir die obige Gleichung einfach ſo ausſprechen: Der Druck, welchen 
die feſte Curve zu erleiden hat, iſt die Reſultirende aus 
dem Gleichgewichts- und dem Bewegungsdrucke. 

Wenn die Bewegung eine gleichförmige wird, fo tft der dynamiſche 
Drud nur mit der Krümmung der Curve veränderlich, und wenn bie 
gleichfürmige Bewegung dadurch entfteht, daß R == 0 ift, fo ift auch 
der ſtatiſche Druck Null, und die Cure hat nur den dynamifchen zu 
erleiden, was leicht daraus gefchloffen werben Tann, baß die Curve in 
dieſem Falle nur bie Aenderung in der Richtung dev Bewegung zu 
bewirken hat. Iſt ferner bie gegebene Curve eine ebene, und liegt die 
Richtung der bewegenden Kraft auch in der Ebene biefer Eurve, fo 
Fat die Richtung des ſtatiſchen Druckes mit ber des Bewegungs = = Drudes 
zuſammen, und man bat einfach: 


N=N,-+N 
oder auch 14 2 9 


2 
N=Rsnd+m; (93. 


d.h. der Drud, welchen eine ebene Curve zu erleiden hat, 
in deren Ebene die Richtung der hemegenden Kraft liegt, 


u 


ift glei der algebraifhen Summe bes ftatifhen und 
dynamiſchen Drudes. 

Endlich iſt noch zu bemerken, daß man wie beim Gleichgeiwichte 
immer zwei verfchtedene Lagen bed Bewegten auf ber Gurve zu unter- 
ſcheiden hatz er Tann fich nämlich entweber auf ber converen Seite, ober 
auf der concaven Seite berfelben bewegen, und bie Forderung, daß fich 
ber materielle Punkt nach einer gegebenen Gurve bewege, wird im erften 
Falle, wo er fih auf der gewölbten Seite befindet, nur erfüllt werden 
Tonnen, wenn ber refultivende Drud N’ einen größeren Winkel, als 
5 ze mit ber Richtung des dynamischen Drudes einfchließt, während 
im zweiten Falle, wo er fich auf der hohlen Seite bewegt, biefer Mintel 


Heiner fein muß, als > ru, wenn jener Forderung foll entiprochen 


werden. Für ben einfachern Ball der Bewegung in einer ebenen Curve, 
in beren Ebene auch bie Richtung der bewegenden Kraft liegt, muß 
baher der Winkel zwifchen Diefer letztern Richtung und ber bes dynami⸗ 
{ben Drudes Null, alfo der reſultirende Druf N’ im Sinne des Be 
wegungsdruckes gerichtet fein, wen ber Bewegte auf ber concaven Seite 
bleiben follz im entgegengefebten alle dagegen, wenn er auf ber ge= 
wölbten Seite ſich bewegen fol, muß fi auch ein im entgegengefeßten 
Sinne, alfo gegen den Krümmungsmittelpuntt gerichteter Drud auf bie 
Gurve ergeben, was nur möglich tft, wenn ber ftatifche Drud in dieſem 
Sinne wirkt und größer iſt, als der dynamiſche Druck. 
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Der dynamiſche oder Bewegungsdruck wird haufiger mit dem Na⸗ 
men: Centrifugalkraft bezeichnet, weil der materielle Punkt, ſo 
lange die Bewegung in der Curve dauert, ein Beſtreben zeigt, ſich von 
dem Krümmungsmittelpunkte der Curve, in welcher er ſich bewegt, zu 
entfernen, und weil man dieſes Beſtreben zuerſt bei der Bewegung im 
Kreiſe, wo der Krümmungsmittelpunkt unveränderlich iſt, wahrgenommen 
und unterfucht hat. Diefer Name veranlaßt jedoch häufig die falfche 
Borftellung, als fet die Gentrifugalfraft eine von Außen auf den Be 
wegten wirkende unabhängige Kraft, welche ihn in der Richtung des 
Halbmeſſers fortzutreiben ftrebe und wirklich forttreibe, während es nur 
ein Drud ift, welcher von dem Bewegten felbft ausgeht, und bie 
Größe des Widerftanbes bedingt, den die Curve bem Bewegten ent- 
gegenjeben muß, um ihn in ber vorgefchriebenen Bahn zu erhalten. 
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Die mit dem Begriffe: Gentrifugaltraft fo häufig verbundene Bor- 
ftellung einer Bewegung oder Geſchwindigkeit erzeugenden Kraft rührt 
offenbar von ber einfeitigen Betrachtung ber Bewegung eines Körpers 
ober materiellen Punktes her, welcher gezwungen tft, auf einer feften 
Geraden zu bleiben, während dieſe um einen feiten Punkt gedreht wird, 
weil man babei immer nur die relative Bewegung jenes Körpers" oder 
Punktes in Bezug amf biefe Gerabe und deren Drehungspuntt berüd- 
fihtigt. Unterfuchen wir daher biefe Bewegung etwas näher, indem wir 
diefelbe als abjolute betrachten, babei aber von ber Reibung noch Um⸗ 
gang nehmen, 

Se M, %ig. 83, ein materieller Punkt, welcher fich längs ber 
unbiegiamen Geraden CM ohne Reibung bewegen kann. Wird nun 
biefe Gerade mit einer eonflanten Geſchwindigkeit in ber Ebene der 
Figur um den feften Punkt C gedreht, fo wird fich der Punkt M aller- 
dings von dieſem letztern entfernen, und fcheinbar auch in der Richtung 
des Fahrſtrahles oder Halbmeſſers CM, tin ber That aber wird er ſich 
in dem erften Heinen Zeittheildden z fehr nahe in der Geraden MN 
beivegen, welche zur anfänglichen Lage bed Halbmeſſers CM fentrecht 
ift, d. h. in ber Tangente an dem Kreife, ben ein gleichweit von C 
entfernter mit CM feft verbundener Punkt m befchreibt; er wirb alfo, 
wenn bie Gerade CM in die Lage CN gekommen ift, in N fein und 
fi um mN weiter von C entfernt haben, als er in M war, und er 
verläßt die Richtung MN nur darım, weil ber Drud, den die Gerade 
CN auf ihn ausübt, nad) und nach ebenfalls eine andere Richtung 
erhält. Betrachten wir alſo die Bewegung zuerft nur im erften Zeit- 
theilchen z, fo werben die Gleichungen diefer Bewegung in Bezug auf 
die feſten Achfen CX und CY nahezu mit ben folgenden übereinftimmen : 


v=gi, x=n ;  y=rnrtangw=rtanggpi. 


worin r, die anfängliche Entfernung CM von C bezeichnet, und 1, @, 
wie leicht zu fehen, bie anfängliche Geſchwindigkeit ausdrückt. In Bezug 
auf die bewegliche Gerade CM dagegen wird die Bewegung bed Punktes 
M annähernd durch die Gleichungen: 


r=nsee0=T Sept , v=rn planung w sec c 
vorgeftellt, und ift demnach fehr nahe eine gleichfürmig befchleunigte. 
Denn da der Winkel w ebenfo wie t nur fehr Flein vorausgefeht wird, 
fo hat man mit Hinreichender Genauigkeit 


BER: EEE 


% 
oso—1— tur seo—1+-t 
2 j 2 
und damit 


rent zngit ;  v=nQg0=ngt. 


Iſt alſo m die Maſſe des Bewegten, fo kann man fich diefe rela- 
tive Bewegung längs der Geraben CM, oder in ber Richtung bed 
Halbmeflers im Anfang durch eine Kraft: 

F=nng?=m ’ 
Io 

erzeugt denken, indem man die fürbernde Geſchwindigkeit r, @ bes Punktes 
m mit v, bezeichnet. Soll nun der Bunt M fortwährend diefelbe 
Entfernung von C behalten, fo muß eine ber F gleiche aber ent- 
gegengefebte, gegen C gerichtete Kraft angewendet werben; wenn man 
daher den Bemwegten durch eine von C aus beichriebene Kreislinte um- 
ſchränkt, fo hat diefe bie Function der genannten Kraft zu erfüllen, fie 
hat in jedem Augenblicke einen ihr gleichen Widerſtand zu leiſten, und 
wird demnach auch in jedem Augenblide einen ebenfo großen Drud 
erleiden. Dasfelbe wird der Fall fein, wenn man den Bunft M durch 
eine unausdehnbare Gerade, einen nicht behnbaren Faden, mit dem . 
feften Punkte C verbindet; dieſer Faden wird mit einer Kraft F=mr, 9? 
gefpannt werben, und zerreißen, wenn feine Feſtigkeit dieſer Spannung 
nicht gewachfen tft, d. h. wenn er ein an ihm befeftigtes Gewicht F in 
Iothrechter Richtung auf bie Dauer nicht zu tragen vermag. Wuͤrde 
biefe Abreißen In m erfolgen, oder wäre dort die Kreislinte unterbrochen, 
fo würde der Bewegte einfach wieder längs der Tangente mT in diefem 
Punkte, und zwar mit der eonftanten Geſchwindigkeit vo — ro 9 fort 
gehen, und nicht in der Richtung des Halbmefferd Cm; denn ber 
Adynamiſche Druck kann nur fo lange dauern, als die gezwungene 
Bewegung dauert, er hört in bemfelben Augenblide auf, wo 
ber materielle Punkt frei wird. 

Um nun aber bie Bewegung unfered Punktes M allgemeiner zu 
unterfjuchen, feten x und y feine Soordinaten am Ende der Zeit t in 
Bezug auf zwei feite Achlen in der Ebene ber Bewegung, welche fich 
im Bunfte C fchneiden und von denen die der x mit der anfänglichen 


Lage der beweglichen Geraden zufammenfällt, r = Yx?-+ y2 feine Ent- 
fernung vom Drehungspunfte C, w ber Winfel, welchen die bewegliche 


t 


— · — — — — — — — — .- 
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Gerade mit der Achfe der x bildet und 9 bie conftante Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit derſelben; endlich fet N die Intenfität des von diefer Geraden 
auf den materiellen Punkt ausgeübten untet, befien Richtung fentrecht 


zu ihr ift und demnach den Winter I zu +o mit ber Achſe der x 


einschließt. Diefer Drud wird die einzige Kraft fein, welche auf ben 
Bewegten wirkt; ihre zu ben Achjen der x und y parallelen Gomponen= 
ten: —N sin o und N cosw geben daher die Gleichungen: 


dꝰ x 
m az — — N sin © 

2 i (a. 
ng — N cosw 


durch welche die Gefebe ber Bewegung beitimmt find. 
Diefe Gleichungen geben nämlich einerfeits, indem man bie erfte 
mit cos, bie zweite mit sin w multiplieirt und ihre Summe nimmt, 


den Ausdruck: 
dꝰ X oo 


Frohe, o+Tsino=0, 


und auf der andern Seite, wenn man bie erfte mit sinw, bie zweite 
mit cos co multiplicirt, durch ihre Differenz den Werth von N, nämlich: 


#y 
N=n(7] oT sin) . 


Erſetzt man dann in diefen Ausdrücden die Coordinaten x und y durch 
ihre Werthe in r und w: 


xX=TC080 , y=rsino, 
aus welchen man mit ber Beachtung, daß Die Wimkelgeſchwindigkeit 
| | = — 9 (b 
unveränberlich ift, die Aenderungsgefebe: 
dx _ dr wir dr „sin a —rp? cos W 
di? di 
d2y dr 


13 = In no +2 0 — Top sin o 


IR 


zieht, fo nehmen diefelben bie Form an: 
/ d?r « dr 

c.) a ty? J— N=2mp-- - 

Die erite diefer Gleichungen, welche in Verbindung mit der Gleichung (b) 
bie vollftändige Löfung unferer Aufgabe bieten, zeigt, daß Die Aenderung 
der Geſchwindigkeit bes materiellen Punktes längs der beweglichen Geraden 
allerdings einer veränderlichen Kraft mr? zugefchrieben werben 
Tann, welche in jedem Augenblicke oder für jede Lage des Bewegten auch 
ben dynamiſchen Druck desſelben vorſtellt, wenn er fich von C nicht weiter 
entfernen kann. Man wird aber nur eine fehr unvolllommene Kenntniß 
von unferer Bewegung erhalten, wenn man jene Gleichung unter der 
Borausfehung ableitet, daß bie Gentrifugalfraft mrgp? bie auf 
ben Bewegten wirkende Kraft ſei; denn man erhält auf dieſe Weiſe 
durchaus Feine Kenntniß von ber Kraft N, welche auf die bewegliche 
Gerade in ber Entfernung r von C, oder was basfelbe ift, melche ſenk⸗ 
recht zu diefer Geraden auf den Bewegten felbft ausgeübt werben muß, 
um die gleichförmige Bewegung ber Geraden, oder die conſtante Winfel- 
geſchwindigkeit des Bewegten zu erhalten, und man würde jehr irren, 
wenn man für eine begrenzte Ränge der beweglichen Geraden die Größe 
und Richtung der Geſchwindigkeit des Bewegten in dem Augenblide, 
wo er diefe Gerade verläßt, nach der Größe und Richtung der Gentri- 
fugalkraft in dieſem Augenblicke beurtheilen mollte *). 

Es iſt alfo für die richtige Erfenntniß unferer Bewegung und aller 
ähnlichen unumgänglich nothwenbig, fie in der oben angegebenen Welle 
zu betrachten, und bemnach die fogenannte Gentrifugalfraft, melde 
immer nur eine Folge der eigentlichen bewegenden Kraft ift, als be 
wegende Kraft aus den Unterfuchungen ber Bewegung ganz und 
gar zu verbannen, und fie immer nur da felbititändig einzuführen, wo 
fie als dynamiſcher Druck wirkt, mo fie aljo entweder einer andern 
Kraft das Gleichgewicht Hält oder durch die Reibung einen Widerftand 
erzeugt. 


$. 96. 


Dur die vorhergehende Betrachtung haben wir tbereinftimmend 
mit dem allgemeinen Werthe von N’, wenn man darin R Null jebt 





*) Die weitere Unterfucgung der Bewegung behalten wir dem folgenden Kapitel 
($$. 124 und 125) vor; dort wird diefelbe als eine relative betrachtet, 
und dann auch auf die Reibung Rüdkficht genommen werben. 
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und v und o ald unveränbderlich nimmt, für die gleichförmige Bewegung 
im Kreife den Bewegungsdruck N, gleich m \ — mro? gefunden, und 


wir ſchließen daraus, Daß die ſer Drud bei gleicher Entfernung 
vom Mittelpuntte dem Quadrate ber Winkelgeſchwindig— 
feit, bei gleicher Wintelgefchwindigfeit dem Halbmefferr 
oder der Entfernung vom Mittelpunfte bes beſchriebenen 
Kreifes proportional tft, und in allen Källen wie bie 
Maſſe des Bewegten zunimmt. WIN man dann die Winkel- 
geſchwindigkeit durch y Amdrehungszeit T erſetzen, ſo darf man nur 


ftatt 9 ſeinen Werth 2 rm 7 in den obigen Ausdruck einführen, um dadurch 
Ar? 


'N-nm ro? —=mr VE 
zu erhalten, und daraus zu folgen, daß der dynamiſche Druck bei 
gleicher Entfernung r im umgekehrten Verhältniffe zu dem Quadrate ber 
Umdrehungszeit ftehet. 

Sn dem vorhergehenden $. haben wir diefen Druck für den Fall 
betrachtet, wo ber materielle Punkt von einem feiten Kreife umgeben 
oder durch einen unausdehnbaren Faden an einen feiten Punkt geheftet 
tft und fich gleichfürmig bewegt, alfo ohne eine bewegende Kraft. Neh- 
men wir daher, um unjere Voritellung zu erweitern, noch einige Fälle, 
in denen eine Kraft auf ben Bewegten wirkt, und zwar eine ſolche, 
- welche immer normal zu ber Kreislinte oder gegen beren Mittelpunkt 
gerichtet iſt, damit die Bewegung eine gleichfürmige bleibt, und unter- 
fuchhen wir, welchen Einfluß der dynamiſche Drud auf die Größe des 
beſchriebenen Kreiſes hat. 

Set zuerſt ein materieller Punkt mittels eines dehnbaren ela= 
ſtiſchen Fadens ohne Maſſe an dem Mittelpunkt C befeftigt, d. h. 
mittels eines Fadens, ber ſich durch eine in der Richtung feiner Länge 
wirkende Kraft ausdehnen läßt, der aber feine frühere Länge wieber 
annimmt, wenn die Kraft zu wirken aufhört, und feßen wir voraus, 
daß die Rängeneinheit dieſes Fadens durch die Gewichtseinheit um 4 
verlängert werde, daß bemnach feine urjprüngliche Länge I,, wenn man 
ihn durch ein Gewicht P in lothrechter Lage fpannt, um A1,P größer, 
ober gleich I, (1-H AP) werde. Es wird unter dieſer Vorausſetzung 
und unter ber weiteren, daß Teine Schwere vorhanden jet, einleuchten, 
Daß ber materielle Punkt im Anfang dev Bewegung ben Faden fpannen, 
umb während berfelben auf gleicher Länge erhalten wird, nämlich auf 
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derjenigen, für welche bie Spannkraft dem dynamiſchen Drude gleich 
tft. Bezeichnen wir dieſe Länge mit x, fo iſt 


x—h(1+44P) , P=mıgp?, 
und demnach: 


shi + Amp) —z7 . 


ober wenn man bie Maffe m des Bewegten durch das Gewicht p des⸗ 
felben erſetzt: 
b — — . 

g— Il, pp? 


Soll der Faden geradefo gefpannt werben, ald wenn der Bewegte unter 
dem Einfluß der Schwere in lothrechter Richtung an bemfelben in Rube 
bleibt, fo muß 


—X — — 8 1 — F 
l (14 4p) 2 = 2 »- Vin VE 


werben, wo 1, bie durch bad Gewicht p erzeugte Länge bes Fadens 
vorſtellt. 

Ein ähnlicher Apparat, bei welchem ber Faden durch eine chlindriſche 
Spiralfeder erfeht und bie Einrichtung getroffen tft, daß bie burch bie 
bewirkte Ausdehnung ober Verlängerung ber Weber gemeflen werden 
fann, könnte ſowohl dazu dienen, bie Wirkung und Größe des dyna⸗ 
mifchen Drudes mit ber eines Gewichtes zu vergleichen, und ſo bie 
Angabe ber Theorie durch dem Verſuch zu beftätigen, wobei natürlich 
bie Winkelgeſchwindigkeit der Bewegung bekannt fein muß, ald auch mi 
Fallen, wo dieſe Winkelgeſchwindigkeit fehr groß ift, und nicht unmittel- 
bar beobachtet werben Tann, fie nach ber Verlängerung ber Feder zu 
berechnen. Dazu müßte aber der materielle Punkt in eine ſchwere Kugel 
verwandelt werben, gegen beven Gewicht das ber Feder fehr gering wäre, 
und dann müßte mar für genauere Refultate auch bie Reibung und 
ben diefe Reibung vermehrenden LZuftwiberfiand in Rechnung bringen, 
worauf hier nicht weiter eingegangen werden Tann. 

Sei noch ein ſchwerer materieller Punkt M, Fig. 84, mittels eines 
unausdehnbaren Fabens CM mit einer kotfrechten Achſe CA verbunden 
und werde mit biefer in eine gleichfürmige drehende Bewegung verfeßt, 
deren Winkelgeſchwindigkeit wieder 9 ſei. 

Im Anfang der Bewegung wird ſich der Bewegte raſch von der 
Achſe entfernen und eine ſolche Lage annehmen, daß der ſenkrecht zur 


x = 
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Achſe wirkende dynamifche Drud N der Wirkung ber Schwere das 
Gleichgewicht hält, oder was auf basfelbe hinauskommt, bis die Re— 
fultirende aus diefem Drucke und dem Gewichte p bed Bewegten nach 
der Verlängerung des Fadens gerichtet if. Bezeichnen wir. alfo ben 
Winkel, welchen der Faden in biefer Lage mit ber Achſe bildet, mit 9, 
die Länge des Fadens mit I, fo ift die Entfernung bed Bewegten von 
der Achfe oder von bem Mittelpuntte des Kreiſes, den er beſchreibt, 
I sin $, die Intenſität des Bewegungsdruckes alſo 


N=mly? sin 9 5) 


und da diefer zur Richtung der Schwere ſenkrecht ift, fo wirb bie Re— 
fultirende von N und p mit ber lebtern einen Winkel 9 bilden, für 
welchen (6. 5) 
tang I = N 
tft, man hat daher auch 
p=mlg? cos}, 


und je nachdem ober 5 gegeben iſt, 


— 8 — 8 . 
= Ip? ’ »-Viis 


Es Tann daher I nur durch einen unendlich großen Werth von 9 
oder mit andern Worten, nte ein rechter Winkel werben, ber Baden 
alfo auch nie eine wagrechte Lage annehmen. 


g. 97. 


Im Allgemeinen wirb der ganze Druck N’ unter der Borausfehung 
einer fortwährend normalen Kraft R und einer gleichfürmigen Bewegung 
im Kreife, den Werth 

N"=#+tR-+mrg? 


annehmen, je nachdem R ben Bewegten vo Mittelpunkt entfernen, 
ober diefem nähern will. Im eriten Falle wird deßhalb bie Bewegung 
im Kreife nur dann ftattfinden, wenn fich ber materielle Punkt auf der 
innern ober hohlen Seite des Kreiſes befindet, oder wenn er mittels 
eines nicht dehnbaren Fadens mit dem Mittelpunkte verbunden if. Im 
zweiten Falle Dagegen, wo R gegen den Mittelpunkt gerichtet iſt, wird 
bie Bewegung fowohl auf der äußern als auf der Innern Seite flatt- 
haben können, auf ber letztern aber nur fo lange, als N’ negativ ober 
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mrp2 > R ift, währenb für die Bewegung auf ber aͤußern Seite 
R > mrg? fein muß. Der Drud auf die Curve ift in diefem Falle 
dem Unterſchiede zwifchen bem ftattichen und dynamiſchen Drude gleich, 
ober anders betrachtet, der von dem materiellen Punkte in Folge der 
Einwirkung der Kraft R tm Zuftande des ruhenden Gleichgewichtes auf 
die Curve ausgeübte Druck wirb umfoviel vermindert, als bie auf 
die Richtungsänderung feiner Bewegung verwendete 
Kraft beträgt. 

Diefer Fall findet namentlich bei der Erde ftatt, auf welcher der 
Drud, ben die Körper auf ihre Unterlagen ausüben, durch bie tägliche 
Achſendrehung derfelben vermindert wird, fo daß fie weniger ſchwer find, 
als wenn bie Erde unbeweglich wäre. Diefe Verminderung tft offenbar 
ber Entfernung r eined Kürperd von der Drehungsachſe proportional, 
ba alle Punkte der Erbe dieſelbe Wintelgefchwindigfeit haben, und dem⸗ 
nah am Aequator, mo dieſe Entfernung von der Drehungsachie den 
größten Werth Hat, am größten. Bezeichnet man alfo die Winkel⸗ 
geichtwindigfeit der Erde mit ꝙ, ben Halbmeffer des Aequators mit R,, 
fo wird bie dynamiſche Verminderung bes Gewichtes eines materiellen 
Punktes, deſſen Maſſe — m ift, durch mR, 92 ausgebrüdt, und wenn 
go bie wirkliche Beſchleunigung beim freien Falle, G dieſe Befchleunigung 
für bie ruhende Erde am -Aequator vorftellt, fo bat man bort 


‘ mg =mG—mR,g? 
und demnach . n 7 
— — 


alſo auch mit hinlänglicher Genauigkeit, da G nur ſehr wenig von go 
verjchieben tft, oder wenn man, was auf basfelbe hinaus kommt, in 
bem Ausdrude: - 


BT ee 


die zweite Potenz der kleinen Größe Rp? vernachläfftgt, 


— Ko p? 
g = 6 (i 2 ) 
Mit dem früher ſchon (6. 88) angemwendeten Werihe von 92, und 
‚wenn R, — 6376000” , go — 9”,78 genommen wird, findet man: 
1 


Ro ꝙꝰ 
a__%P — — 





—_ — — — 
D 
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und damit , j 

= 61-5 : alt). 
Wenn demnach die Erbe unbemweglich wäre, fo würden bie Körper am 
Aequator nahe um = ihres Gewichtes ſchwerer fein, und es bedürfte, 


da 289172 iſt, einer 17 mal größern Winkelgefchwindigkeit oder 
einer 17 mal Heinen Umdrehungszeit, um bie Wirkung der Schwere 
daſelbſt ganz aufzuheben. 

Nördlich und fühlich vom Aequator nimmt der dynamiſche Drud 
ab, und feine Richtung bildet mit der Richtung der Schwere einen 
Winkel 7 — P; denn in einem Punkte M, Fig. 85, deſſen geographtiche 
Breite ACM—=P tft, wird jener fenfrecht zur Achfe, alfo nah MF 
gerichtet fein, mährend Die Schwere, wenn man von der Abplattung 
Umgang nimmt, immer gegen ben Mittelpunkt C gerichtet iſt. Die 
Intenſitaͤt F des dynamiichen Drudes in bem Punkte M ift dann 
mr, 2, wenn r, den Abftand MO bezeichnet, oder wenn man den 
mittleren Halbmeffer der Erde durch R vorftellt, r, alfo R cos 8 wird, 


F=mRyg? cosß. 
Die als Gewicht fich Eundgebende Wirkung P—=mg tft aber, wie Teicht 
zu jehen, die Refultivende von der wahren SIntenfität P,—=mg, der 
Wirkung der Schwere und dem dynamiſchen Drude F; man bat daher 
nah 8. 5(2): 
omg —YVm?2g2 +2 —2mg,F cos ß 
oder wenn für F ber obige Werth eingeführt wird, | 


g=Vg?+R2 @* cos? 8 —2g, Ro? cos? , | 





R? 2 22 
— Er 
annähernd hat man bemnad) 


Eu Rg? cos? ß 1 R29* cos? 9 sin? 5 
BB (i 8 2 —— 425) 
und wenn noch das ſehr kleine dritte Glied vernachkäffigt wird, 


| Ro? cos? 
g=g, (1-2 )=201-9). 


Decher, Handbuch ver Mechanik 1. 26 


BR 


Die Verminderung der Schwere durch ben dynamiſchen Druck ift 
alfo bis auf: fehr Kleine Größen biefelbe, als wenn nur die zur Grd- 
oberfläche fenfrechte Gomponente F cos # = Rp? cos? 8 dieſer Kraft 
vorhanden wäre, und wie man fieht, proportional dem Quadrat 
bes Coſinus der Breite. Die gegen den Aequator gerichtete tan- 
gentinle Gomponente F sin 4æ — Ro? cosß sinß hat demnach einen ſehr 
unbedeutenden Einfluß auf die Größe der Refultirenden, aber einen nicht 
ebenfo unmerkbaren auf bie Richtung berfelbenz; denn wenn man bie 
Abweichung dieſer Richtung, b. i. ber Richtung der Lothlinie von ber 
Normalen zur fugelfürmigen Exdoberfläche mit 18 bezeichnet, fo bat 
man nah 9. 6(3): . 


g, sin 48 = Ri 0088 sin(m— B— 4ß) 
— Rp? cos ß sin (®+4P) ; 


wenn man alfo die Function sin (5 +42) eniwidelt und beachtet, 
daß 18 ein ziemlich Heiner Winkel tft, daß alfo 1 für cos Iß, AR 
für sin 44 gefebt werben barf, jo wirb: 


(8g,—Ry? cos? #) AP = Roy? cos 4 sin 4 
und man zieht Daraus: 
Ro? cos 8 sin ß 
8,(1— 6?) 
Hängt demnach ein Bleiloth won einer- Höhe h herab, fo wird Die 
Richtung des Fadens mit der Richtung der Refultirenden P= mg zu— 
fammenfallen, folglih das untere Ende desfelben von der Normalen 


zur Tugelfürmigen Oberfläche der Erde nach Süden abweichen, und 
war um 


daß = = pn. 


1 
2 
Zängeneinheiten‘, mithin ebenfoviel ald auf ber, ihrer Geftalt nach un= 
veränderlichen Erdkugel die fühliche Abweichung eines von der Höhe h 
berabfallenden Atoms betragen würde ($. 88), und es wird nun ein= 
leuchten, warum die Beobachtung Teine folche fühliche Abweichung nach- 
weiſen Tönnte, auch wenn die Erbe wirklich eine vollfommene und 
unveränderliche Kugelgeſtalt hätte. 

In Wirklichkeit ift aber die Erde Feine unveränderliche Kugel; 
ihre Geftalt iſt vielmehr durch bie Oberfläche einer Flüſſigkeit, durch 


h1ß= R— p? sin2ß 


wu ——· wo — —* — 
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die Meeresfläche bedingt, welche wie im vierten Buche gezeigt werden 
ſoll, fih in jedem Punkte normal zu der Mefultivenden aller auf bie 
Fluffigkeitstheilchen wirkenden Kräfte richtet, welche alfo in jedem Punkte 
normal zur Richtung des DBletlothes ift, und deßwegen in ihren Haupt- 
umrifien die Geftalt eines Umdrehungs = Ellipfoids angenommen hat, 
befien große Achſe, der Durchmeſſer des Aequatord, ſowohl durch die 
Gradmeſſungen, als durch die PBendelbeobachtungen an verfchiedenen 
Orten der Erde nahezu um - größer gefunden wird, als die Kleine 
Achſe, melche zugleich die Umdrehungsachle der Erde iſt. Chen diele 
Gradmeffungen und Bendelbeobachtungen zeigen aber auch, daß bie 
verlängerte Meeresfläche bei genauerer Unterjuchung vielfältige Ab— 
weichungen von der Geftalt eines geometrifchen Ellipſoids befitt, welche 
offenbar von ürtlichen Beichaffenheiten des Erdkörpers herrühren, Durch 
die ſowohl die Größe als die Richtung der anziehenden Wirkung diefes 
Körpers auf einen materiellen Punkt feiner Oberfläche größere ober 
Fleinere Aenderungen erleidet in Bezug auf das allgemeine Geſetz biefer 
Anziehung, infoweit man nämlich den Erdförper ald aus homogenen 
eoncentrifchen Schichten gebildet, vorausfeben Tann. Man vergleiche 
hierüber die Lehre von der Anziehung im folgenden Buche. 


$. 98. 


Kehren wir num wieber zur Unterfuchung der Bewegung eines 
materiellen Punktes in einer gegebenen Curve zurück. — Da hier die® 
Geftalt der befohriebenen Bahn befannt ift, fo wird eine der Gleichungen 
(MW) und (91) genügen, um die Gefebe der Bewegung abzuleiten, 
und zwar wird man fich der erftern bedienen, wenn bie Sntenfität der 
bewegenden Kraft ald Function der Zeit gegeben tft, der letztern Dagegen, 
wenn bie Kraft von der Lage oder von ber Gejchwindigfeit ober von 
diefen beiden Zuftänden bed Bewegten zugleich abhängt. 

Im erften Falle muß man die Zunction cos 9 durch den Bogen s 
Der gegebenen Curve ausdrüden, und hat dann einen Ausbrud von 
der Form: a⸗ 

8 


mia = Ft) f(s) 


zu integriren, worin F(t) die Kraft R und f(s) die Function cos9 
vorſtellt. 


Iſt dagegen die Kraft als Function der Coordinaten x, y, z 
26 * 
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gegeben, ſo wird man die Gleichung (91), und eine dieſer Veränder⸗ 
lichen als unabhängige nehmen, wodurch dieſelbe die Form annimmt: 


v2 — myoꝰ (x+Y2+ 


in welcher dann X, Y, Z nur noch Functionen ber unabhängigen Ver⸗ 
änberlichen x vorftellen, wenn man bie Veränbderlichen y und z mittels 
der beiden Gleichungen der Curve eliminirt hat. 

Die Kraft wird eine Function von der Lage und der Gejchwindig- 
keit des Bewegten, wenn fich berfelbe auf einer feften Curve mit Reibung 
bewegt, weil biefe mit bem Drude N’ auf die Eurve von ber Ge— 
ſchwindigkeit des Bewegten abhängt. Bezeichnet dann f wieder ben 
Reibungscneffizienten, jo hat man \ 


d.v? “ dx dy dz , 
m = KH ID HZ) an 
da bie Reibung immer nach ber Tangente und der vorhandenen Ge 


ſchwindigkeit entgegen gerichtet if. Mit ‚dem Werthe von N’ aus (92) 
folgt dann der Ausdruck: 





dv? _ on ns] / Rrsinssr (m V+2m Rs 
94.) m FF —2RR cos} a sin? It (=) +2m, Rsin9-cosıy, 


„aus welchen man mit Hülfe der Gleichungen der Curve und des Werthes 
von o alle Veränderlichen bis auf r und s eliminiren Tann, deſſen In⸗ 
tegration aber nur für jehr einfache Fälle in geſchloſſenen Ausdrüden 

moglich fein wird. 


Wenn R= O iſt, hat man einfach: 


d.v? 
ds 





oder wenn man für nach F. 31 der | Einleitung den Werth SE 
fett und 7 als unabhängige Veränderliche nimmt, alfo v als eine 
Function derjelben betrachtet, 
d.v2 
dr 
Bezeichnet man demnach den anfänglichen Werth von z, d. i. ben 


=—2fv?. 


EEE en EEE nn -———- 
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Winkel, welche die durch Die anfängliche Lage des Bewegten gezogene 
Tangente mit einer feſten Geraden bildet, mit zu, ſo wird 


vn? 
2f(7 — 7.) = logn * 


und wenn die Zahlen ſtatt der Logarithmen genommen werden: 


— f(tr—rn) 
vzne 5 
die Bewegung ift aljo Feine gleichfürmig verzögerte, und die Gefchwin- 
digfeit nimmt weder mit der Zeit, noch mit dem Wege ab, fondern 
blos mit dem Winkel 7, fo daß es 3. DB. gleichgültig tft, ob fich ber 
materielle Punkt in einem Kreife oder in einer Ellipſe, -oder in einer 
andern gejchloffenen oder fpiralfürmig gewundenen, ebenen oder boppelt- 
gekrümmten Curve bewegt; Die Geſchwindigkeit iſt nach einem Umlauf, 
d. h. wenn die Richtung der Bewegung den Winkel 27. befchrieben hat, 
in demfelben Verhaͤltniſſe Kleiner geworden, nämlich im Berhältniffe: 
2fn 
e :1; 
bie Bewegung wird daher nach jedem Umlauf in demfelben Verhältniſſe 
langſamer; fie endigt aber erſt nach einer unendlichen Anzahl von Um— 
laufen ober nie. Für die gerade Linie iſt z conftant, alſo — un =0, 
und v=v,, well hier_ohne eine bewegende, Drud erzeugenbe Kraft 
auch Feine Reibung vorhanden tft. 
Für die ebnen Curven wird ber obige allgemeine Ausdruck etwas 
einfacher; wird nämlich für Diele 608 y = 1, fo erhält man 
d.v? 
ds 


als Gleichung der Bewegung zwiſchen den Veränderlichen s und v. 





m 


— 2R 0089 21 (R sn 9 + m”) (95. 


g§. 09, 


Die .einfachite Anwendung bietet die Bewegung eines ſchweren 
Punktes in einer gegebenen. Curve, . Set m die Maffe biefes Punktes. und. g 
Die für die Ausdehnung der Bewegung als unveränderlic angenommene 
Beichleunigung der Schwere, deren Richtung in jeber Lage bed Bewegten 
parallel zu berfelben Geraden bleibe, bie wir ald Achfe der z annehmen, 
und zwar fo, baß bie pofltiven z von unten nach oben genommen wer⸗ 
den; es wird dann mg das Gewicht ded Bewegten und — me die 
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parallel zur Achie ber z gerichtete Gomponente Z ber bewegenden Kraft. 
Die Gleichung ber Bewegung nimmt daher, wenn feine Reibung vor- 
handen ift, und z ald unabhängige Beränderliche eingeführt wird, bie 
Form an: | 


L 
mv — nu = — IE .Mmg 


ober wenn die angebdentete Integration ausgeführt wird: 
%.) Y—=Ww+2g(0—2). 


Die Geſchwindigkeit ift demnach unabhängig von dem zurüdgelegten 
Wege, fie wächſt nur mit dem vertifalen Höhenunterfchiebe gerade fo, 
als wenn ber Bewegte durch bie Höhe z, — z lothrecht herabgefallen 
wäre; fie bat einen größten Werth, wo z einen Hleinften hat und um- 
gekehrt; fo oft 2 — 20 wird, ift auch v gleich vo, und in einem Punkte, 
wo man 


hat, wird v—=0 fein. Fällt z. B. ein materieller Punkt in der Curve 
ABCD...FGH, $ig. 86, von A aus mit einer anfänglichen Ge— 
ſchwindigkeit v,, fo erhält feine Geſchwindigkeit in den tiefiten Punkten 
B, D, F einen größten, und in ben höchſten Punkten C, E einen 
Heinften Werth; in allen Punkten a. b, c, d, etc., welche auf der= 
jelben wagrechten Geraden liegen, hat er diefelbe Geſchwindigleit; ebenfo 
wird fie in G diefelbe fein, wie in A, wenn bie AG paraflel zur Ebene 


2 
der xy ift, und wenn Hg — * oder gleich dev Fallhöhe für die Ge— 


ſchwindigkeit v, ift, fo fommt der Bewegte in H mit ber Gefchwinbigfeit 
Null an und ändert von da an die Richtung oder vielmehr den Sinn 
feiner Bewegung, indem er num bie Curve rückwärts von H gegen F, 
C und A mit denſelben Geſchwindigkeiten durchläuft, wie er fie. bei der 
eriten Bewegung befaß. Diefelbe Bewegung wird ber materielle Punkt 
behalten, wenn bie Curve ABC...GH um irgend einen vertikalen 
Gylinder gefehlagen wird, da hiebei alle Punkte diefelben Höhenunter- 
fehtede unter fich behalten. 

Um nun aud) bie Zeit zu beftimmen, welche ber Bewegte braucht, 
um von einem Punkte A zu einem Punkte M auf ber gegebenen Curve 
zu gelangen, wird man v2 durch feinen Werth: 


— —— — — — — 


— — 


GDCODCCODCVCVI 


erſetzen, und dann flat 37 md S T bie Aenderungsgefehe für x und y 
aus den Gletchungen ber Geochenen Sure in Bezug auf z einführen. 
Diefe letztern werden die Form: 

xı—=f,(2) „ : y=%&k(:) 
annehmen, und jene Aenderungsgeſetze demnach Durch 


d 
==) 9 —=# (1) 


bezeichnet werben. Daburch ergibt ſich dann ber Aushrud: 


fa, VRR m; 
Ju Vw?+28(2 — 2) 


in welchem das obere. Zeichen genommen wird, wenn z am Anfang 
mit t wächſt und dad untere, wenn das Gegentheil flattfindet., Man 


kann aber auch bisweilen ebenfo leicht v durch feinen Werth nd erſetzen 


und die Coordinaten in Function von s ausdrücken; man m dann 
einfacher, indem z — F(s) gedacht wird 


u 
— a — — (68. 
Vr? + 28 (0—z) 


je nachdem s mit t waͤchſt ober nicht, Jedenfalls wird ber letztere Aus- 
druck nicht derfelben Zweideutigkeit unterworfen fein, wie ber vorher⸗ 
gehende, da berfelbe Bogen s nur einem einzigen Punkte der Curve 
entiprechen kann, während diefelbe Ordinate z mehreren angehört. 

Wenn fih ferner der materielle Punkt mit Reibung in feiner 
Gurve bewegt, fo wird man ben Ausdrud (94) anwenden, indem man 
darin — mg für R feßt, wodurch er übrigend im Allgemeinen nicht 
viel einfacher wird. Iſt die gegebene Curve aber eine ebene, und ihre 
Ebene parallel zue Richtung der Schwere, fo Tann man diele Ebene 
als bie ber xz annehmen, und hat dann 


t= 


dz . “ dx 
eos = 7 sin d = , osy—1j 


48 
es wird daher, alles in Function von s ausgebrückt vorausgefeht, 


Es _ (de _ =) — f =) 
a Aero eın) 


99.) oder nach (35) mit ben ee vund s 


ET. (2 - )-2r 


bie Gleichung ber Bewegung. Wird bieſe ſodann integrirt, in Bezug 
auf v ee und für v einer ober ber anbere feiner Werthe: 
= oder 1 EV H) + ( ) eingeführt, fo kann man wie im vor⸗ 


—— Falle, in welchem keine Reibung berückſichtigt iſt, die Zeit⸗ 
bauer der Bewegung in Function von s oder z beſtimmen. 
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Die gegebene Curve fet zuerft eine Gerade, welche den Winkel y 
mit ber Richtung der Schwere bildet, deren Gleichung daher 


x — ziangy 
ft, wenn man bie durch dieſelbe gelegte Tothrechte Ebene als Ebene 
der xz nimmt. Daraus folgt 


dx _ . de _o — 0 
ds *m 9 ds — sy e) e= X p) 


und die Differentialgleichung ber Bewegung wird mit Berüdfichtigung 
ber Reibung: 
7 = g(cosy — fsiny); 


fie gibt durch Integration die Gleichungen einer gleichfürmig be— 
fchleuntgten Bewegung: 


ds . 
FT use gi(cosy — fsiny) 
— zB (sy — feiny) 


übereinftimmend mit $. 51. 


Man hat auch 
d.v? 
dz 


und daraus einmal 
v2 va=2g(u —ı) (1 — ftangy) 
und dann nad) (97) 





= — 2g(1— ftangy) 


.[? 1 
[ir ’ 
» Vro+28(0 —z) (1—ftangy) °08Y 
woraus weiter das allgemeine Integral: 


8 (008y — fsiny)i —=Yvo? +28 (9 —z)(1—ftangy)— v 


zur Beſtimmung der Zeit in Function von z folgte. Es tft übrigens 
leicht nachzuweiſen, daß die lebten Ausdrücke basfelbe geben, was man 
durch die erften findet, wenn man beachtet, daß 2, —2—(s— 5,) c0sy 
ift, daß alfo der Werth von t durch 


g (cosy— fsiny)t —YWvo?+2g (c0sy—fsiny)(s—s,) —yY 


ausgedrückt werden Tann. 
Ohne Reibung, alfo wenn f= 0 wird, hat man einfacher: 


v=vw-4gt0sy , = Nt4 gl 000 
und | 


ww +2g(0—2) gt csy—=VYw2 +28 (m —2)—W ; 


bie Geſchwindigkeit ft dann unabhängig von dem Winkel y, die Zeit 
Dagegen wächft für biefelbe vertifale Fallhöhe wie die Sekante dieſes 
Winkels. 

$. 101. 


Als zweite Anwendung unſerer allgemeinen Betrachtungen fet die 
Bewegung eines fchweren materiellen Punktes in einem Kretje, deſſen 
Ebene Iothrecht fein fol, zu unterfuchen, und zwar ohne Berüdfichtigung 
der Reibung, ba diefe Bewegung auch ohne fefte Curve dadurch her- 
sorgebracht wird, daß man den Bewegten durch einen unausdehnbaren, 
gerwichtlofen und volllommen biegfamen Faden mit einem feſten Punkte 
verbindet, um welchen er fich ohne Hinderniß bewegen Tann. 
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Sei C, Fig. 87, der Mittelpunkt des gegebenen Kreiſes, deſſen 
Ebene wieder die der xz, und deſſen vertifalee Durchmeſſer AD—=2?2r 
die Achfe der z fein foll, während ihn bie Achſe der x im tiefiten 
Punkte A berührt; feine Gleichung tft dann 


x? — Irz — 2? 


und gibt: 
dx r—ı r 
a x v+@ ) = — Veri—ı2 


Sft ferner B die anfängliche Lage des Bewegten ımb v, feine Ge— 
ſchwindigkeit in dieſem Punkte, und fehen wir veraus, daß dieſe ber 
Fallgeſchwindigkeit für die Höhe HB=h glei, d. h. dieſelbe fei, als 
wenn ber Bewegte auf ber Tangente h,B im Punkte B von h, aus 
ohne anfängliche Gefchwindigkeit zu fallen angefangen hätte, und bei B 
in den Kreis eingetreten wäre, fo wird biefe Geſchwindigkeit nach der 


Gleichung (96) Y—=v2+2g(0—2), 


welche unverändert auch für unfern befondern Ball gilt, längs des Bo— 
gend BA noch ferner zu nehmen, und im Scheitel A ihren grüßten 
Werth erreichen, nämlidh: 


v=Yw’+ 22% 


d. b. wieder benjelben, als wenn ber Bewegte durch die Xothlinie Ba 
oder bA gefallen wäre. Mit dieſer Geſchwindigkeit geht der Bewegte 
- durch den Scheitel hindurch, und erhebt fich auf der rechten Seite von 
AD mit verzögerter Bewegung, fo daß in B’, welches mit B auf ber- 
jelben Wagrechten liegt, die Geſchwindigkeit wieder gleich v,, und tn 
H’ Null wird. Bon ba Eehrt der Bewegte längs des Bogens H’B’A 
wieder zurück, erhält in B’ und A wieder biefelbe Gefchwindigfeit wie 
vorher, und fteigt längs des Bogend AB bis H, wo er ben Sinn 
feiner Bewegung zum zieitenmal ändert, um wieder nach H’ zurüd- 
zugeben, u. f. f. und der Bewegte wird auf foldhe Weiſe längs bes 
Bogens HAH’ eine umbefchränkte Anzahl wiederkehrender Bewegungen 
oder Schwingungen von gleicher Zeitdauer machen. 

Entfpricht aber die anfängliche Geſchwindigkeit v, einer größeren 
Höhe als Db, ober ift fie fo, ald wenn ber Bewegte in einem über 
ber MWagrechten Dd liegenden Punkte h" auf der Tangente zu fallen 
angefangen hätte, fo wird feine Geſchwindigkeit nie Null werben; er 
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erreicht von A auffteigend ben höchften Punkt D mit ber kleinſten Ge- 
ſchwindigkeit, fegt feine Bewegung in demfelben Sinne gegen H und B 
fort, wo er genau mit berfelben Gefchwindigfeit wieder anfommt, und 
bejchreibt demnach eine unbeichränfte Anzahl von ganzen Kreisumfängen 
mit ab= und zunehmender Gefchtwindigfeit *). 

Wäre endlich die anfängliche Gefchtwindigfeit v, gerade der Fall- 
geſchwindigkeit für die Höhe Db gleich, als wenn der materielle Punkt 
in d auf der Tangente feine Bewegung begonnen hätte, fo würde er 
von A auffteigend mit ber Geſchwindigkeit Null in D ankommen, oder 
richtiger nie anfommen, da er eine unendlich große Zeit dazu braudit; 
denn man fieht leicht, daß von J aus die Geſchwindigkeit viel aloe 


abnimmt, als der noch übrige Weg, daß das Berhättnig ⸗ = alfo 
immer größer wird und nach und nad) einen unbegrenzt großen Wenh 


erreicht. 


Die vorhergehenden Betrachtungen werden auf analytiſchem Wege 
am beſten, nämlich ohne Zweideutigkeit, dadurch unterſtützt, daß man 
die Lage des Bewegten am Ende ber Zeit t durch den Bogen AM , 
oder durch den Winkel ACM ausdrüdt. Bezeichnet man diefen letztern 
mit 3, feinen anfänglichen Werth ACB mit «, fo hat man 


or (1-00) — r(1—c0s$), 


20 — r (1-0) —=r(1—cose), 


und bie Gleichung (98) wird damit,. indem man beachtet, daß der 
Bogen AM Heiner wird, wenn t wächſt, 


s 
Se — — — 9 
2 — =) 
Ja V' +2gr( e0- eos — 
\ 


*) Wenn man fich die Bewegung in einem feften Kreife flattfindend vorftelit, fo 
muß man annehmen, daß der materielle Punkt bei feinem Durchgange durch 
die Enppunfte des horizontalen Durchmeflers von der hohlen auf die gewölbte 
Seite des Kreifes, oder umgefehrt, übergehe, wenn bie anfänglidde Ge: 
ſchwindigkeit nicht fo groß iſt, daß ter dynamiſche Drud größer wird, ale 
das Gewicht des materiellen Punktes. 





412 


oder wenn man 9 als unabhängige Veraͤnderliche einführt 


+ 
a.) t= — fd}. ———— — 
& Vvo?+2gr (cos $ — cos«) 


Diefer Ausdru kann unter endlicher Form mur in dem Yalle in- 
tegrirt werden, wo bie anfängliche Geſchwindigkeit v, ber Höhe DB 
entfpricht; man Tann dann vu? durch 2g(2r — 20) oder durch 
2gr(1+cosa) erfegen, und die Gleichung (a) nimmt die Form an: 


r 


3 
= - [19 
& V?gr(1+ 003%) 
Führt man dann für 1 + cos I den Werth 20029 ein, und fegt 


—* — 8, fo ergibt fi 


2 tang Intze) 
af iv. is = V Zen —4— 
8 tung ( ”+7°) 


oder in anderer Form 





und der vorftehende Werth kann damit die Form erhalten: 
. 1 1, 
fs a (14:0. a)(1- sn, +) 
2V ss 1 1.\ 
(1- nz e)(1+sin2 $) 
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Im Scheitel A it )—0, und demnach 


14 singe 
(= V Eon (+e)=zY Ziom. — —; 
1— sn—e 


2 


die Zeit, welche der Bewegte brand, um von B nad) A zu gelangen, 

hängt alfo im dieſem Falle wefentlich von der Größe bed Bogens AB 

ab. Um die Zeit zu finden, nach welcher der Bewegte den Bunt B’ 

erreicht, hat man — a für 3 zu fehen, und findet, wie fich von ſelbſt 
1— sin 4 a 


verfteht, 
t = 4 —— p n 
\ 2 g g . 
2 


d. h. das Doppelte des vorhergehenden Werthes, Ebenſo wird man 
I+=— r einführen, um die Zeit zu berechnen, nach welcher der Be- 
wegte in D anfommt, und man wird damit t— oo finden, wie oben 
behauptet wurde. Man findet aber auch t= oo , wenn a —=ır iſt, 
db. h. wenn der materielle Punkt feine Bewegung in D anfangen foll, 
und in ber That Tann er mit ber anfänglichen Geſchwindigkeit Null, 
welche ihm in biefem Falle zufäme, den Punkt D, wo bie Richtung 
der Kraft normal zur Curve ift, nicht verlaflen. 


3 
14 sinn a 
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Sn jedem andern, ald dem ebenbetrachteten Kalle kann der Werth 
von A durch eine Reihe ausgedrüct werben; wir mollen aber dieſe 
Reihe bios unter der Vorausſetzung, daß vo Heiner tft, als die ber 
Fallhöhe Db entiprechende, daß alfo der Bewegte fortwährend mwieber- 
chrende Schwingungen um den tiefften Punkt A macht, und auch nur 
für die ganze Dauer T einer ſolchen Schwingung entwideln d. h. für 
die Zeit der Bewegung von B nad) B’ oder von B’ nach B. Unter 
diefer Borausfegung Tann man v, gleich Null annehmen, indem man 
bie Bewegung mit dem Anfange einer Schwingung oder in dem Punkt, 
wo die Geſchwindigkeit des Bewegten Null ift, beginnen läßt. Es ift 
dann nach der Formel (97), in welche man ben obenangegebenen Werth 


Ar 2 
von y' + (2) einführt, zuerft allgemein: 
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m r 
t=—Idaı. 


V(2rz— 22)2g(» —z) 


da z im Anfang der Bewegung abnimmt. Für die halbe Schwingungs- 
dauer oder für die Zeit der Bewegung von B bi A, und mit einer 
leichten Umwandlung hat man darand 








1 — 2 u 2 1.35/ 23 | 
V j (5) ° 1 SG ) +(65;) weit 
und damit er ber vorhergehende Werth die Zorn: 


, 1.3.5 Z 3 
1-5 J— rar 69] +220(2) +acı 
Das allgemeine Glied diefer Reihe tft offenbar: 
13.5... Q@n—1) 1 (* —2 


2. 4, 6........ 2n (21) 1 Va: — 


und der Werth von T hängt demnach von dem unbeftimmten Sntegral: 


-—Z 


dz. — — 
Vx z — 22 
ab, für welches man leicht eine Reductionsformel erhält, wenn man es 
unter die Form: 


zu—il (> — (79-2) 4 f y—1 
— — 1. —— — 
Van — 22 2° Vz — 2? 


‚bringt, und das erite Glied theilweife integrirt; man erhält dadurch 
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|: .— —*4. iVm, re 7 212 





Vz» 2z — 22 

und wenn man dann das mittlere Glied im Zähler und Nenner mit 
der Wurzelgröße J 202 — 2? multiplicirt, und die noͤthigen Reductionen 
vornimmt: 











— 7" — — n—1 
je 44: an dz. — —. 
Vz» z—ı? 2 2n Vz ı—ı? 
Zwiſchen den Grenzen O und z, hat man demnach die beitimmten 
Sntegrale: 


0 a n—1 
dꝛ. — —_ — nf 
Zo Vro2 — 22 an Zo Vaz — 2 
⁊ 0 Bu 
(25 —1)(2n—3) it 1 
ZI — — — 20 2. mn 9 














0 
--(2n—1) (213) ..... 3.1 |: — 1 
— 0  d2., ———— 5; 
2n(2n—2).....4.2 Zo Vz» — 


und nach früheren Entwickelungen wird man leicht 
* 





— —/f. . e eos En — 


— 2 20 


ableiten, —* ap o als gemeines Glied 


135... (1), no 1.3.5.(20-1)1 2 ( 2 y 
Aber: 2n 6* * 20 V22—: — 2.4.6.... 20 2r 


finden. Setzt man nun für n die Werthe O, 1, 2, u. ſ. f. jo ergibt fich 


EEE DTHEI EI Hefe 


als die Zeit einer Schwingung oder ald Schwingungsdauer. 








416 


WIN man biefe Zeit dann wieder durch die Ausweichung a aus- 
drücden, jo bat man 
1— cos a 

2 





Mn _ — sin 
5) = z sın 5° 


und demnach wird 


c.) HG)" sin et 8) sint Za-kete. } 


Was nun noch ben Druck betrifft, welcher auf die Curve ausgeübt, 
oder mit welchem der Faden geipannt wird, fo findel man leicht für 
den ſtatiſchen Druck 


N —=Rsn$—mg- _? 





für den dynamiſchen 


_,%_ 2n-2), 
N=-n— =mg 7 — > 
. der ganze Drud tft ſonach 
N mg t2% 3: 


r 
und für feine beiden Grenzwerthe findet man 


r— r+2 
mg ; mer, 





fie geben daher den Werth: 
3mg - 


als größten Unterfchied in demſelben. 
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Ein materieller Punkt, welcher mitteld eines undehnbaren Fadens 
mit einem feiten Punkte verbunden ift, und zu beiden Seiten feiner 
Gleichgewichtslage Kleine Schwingungen macht, wird ein einfaches 
oder mathemattifches Pendel. genannt, im Gegenſatze zu einem 
feften Körper, der um eine horizontale Achfe ſchwingt und welcher ein 
zufammengefestes oder phyſiſches Pendel darftellt. Die in 
ben vorhergehenden $.$. entwidelten Geſetze drücken alfo auch Die Be— 
wegungs-Geſetze eines einfachen Pendeld aus, wenn man 2, gegen r, 
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oder wenn man ben Winkel @, welcher nun die Ausmweichung des 
Pendeld genannt wird, ziemlich Klein annimmt. Man findet unter 
Diefer Vorausſetzung, und wenn die Länge des Pendels, d. i. bie 
Länge des Fadens oder der Halbmeffer des bejchriebenen Kreisbogens 
nun mit 1 bezeichnet wird, für die Gejchwindigfett der. Bewegung 


v —=YV2g (u — 2) = V2gl (cos + — cose) , 
und im tiefiten Punkte, wo das Pendel durch feine Gleichgewichtslange 
geht und 30 iſt, — 
v — Y2gl(1-- cos a). 


Setzt man dann für cos feinen Werth: 1— ort eie., und ver= 
nachläffigt die vierte Potenz von @, fo wird 


v=aeVsl; * 


die Geſchwindigkeit im tiefſten Punkte iſt folglich bei ſehr kleinen 
Schwingungen fehr nahe ber Ausweichung proportional, und verhält 
fich bet verſchiedenen Pendeln und gleicher Ausweichung wie Die Qua- 
dratwurzel aus ihrer Zange. 

Für die Schwingungsbauer T oder für Die Zeit eines Hin= oder 
Dee folgt dann aus den Werthen (b) und (c), wenn barin 


oder sin? — a als fehr Hein angenommen und vernachlaͤſſigt 


31 2 
T= «4 y 
8 


und wenn man blos die höhern Potenzen, , als die erſte, desſelben 
Bruches weglaßt, 


— —— 


Um aber dieſe Werthe durch den Winkel & auszudrücken und den Grad 
ber Annäherung in Bezug auf dieſen erfichtlicher zu machen, will ich 
fie unmittelbar aus ber Gleichung (a) ableiten. Ich ſetze dazu in biefer 
vw=0, 1 für r, und erhalte zwifchen den Grenzen —a und +« 
für 9 das beftimmte Integral: 

Decher, Handbuch der Mechanik 1. 27 


id , 
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— 


als Ausdruck für die Schwingungsdauer. Beſchränkt man ſich nun 
zuerſt für cos$ und cos« auf bie Werthe: 


09 =1— 9 , wa=1— at, 


'-yz —— — "VE: 


wie vorher. Behält man dagegen noch bie vierten Potenzen der Winkel 
o und 3 bei, fo ergibt ſich das Integral: 


ſo wird 


I 





—— —1 
u — Vena a — 2) (1 — 5(0°4+99)) 
und mit den beiden erften Gliedern ber Entwidelung von 


(i -5 (at + )) ’- 1 + (+9) + etc. 
wird Dasfelbe 


-y4 ‚G+a)ji ds. +ajes- — 
44 Ver 
Es tft aber nach frühern Ausdrücken leicht zu ſehen, daß man hat: 
19. = 2, VB han|as. — , 
Ver 2 Vor 


und darnach wird zwiſchen unfern Grenzen 


| 1=yz je « Vor —-(1450)=»/ 4 -(1+2e') 


was mit dem letztern ber beiden vorhergehenden Werthe von T über- 
einftimmt. 
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Aus diefen Werthen folgt, daß für fehr Kleine Ausweichungen bie 
Schwingungsdauer ald unabhängig von ber Größe der Ausweichung 
angenommen werben darf, daß fie aber, mit weitergebender Annäherung 
berechnet, mit der Ausmweichung etwas zunimmt: Werden 3. B. um bie 
Größe diefer Zunahme fühlbar zu machen, für die Ausweichung die 
Werthe: 10, 50, 10° geſetzt, jo Hat man in unferm Winkelmaaße 


„a. SL. _m 
ps r "mir ms 
und damit wird: 
ne — 0,000019,, = 0,000476 , — 0,0019 . 


Wäre ub )/ z — 1 Sekunde, wonach das entfpreihende Pendel 


bei kaum merklicher Ausweichung 86400 Schwingungen in einem Tage 
machen würde, fo würbe es bei 19, 5° und 109 Ausweichung der Reihe 


nach nur 
86400 86400 86400 


1,000019 1,000476 °  1,001934 ’ 
86398, 3 80358,7, 86235,8 


Schwingungen in 24 Stunden machen. 

Aus dem Werthe von 7 folgt ferner, daß für gleiche Aus— 
weichungen die Schwingungszeiten zweier Pendel von 
ungleicher Länge ſich wie bie Quadratwurzeln aus dieſen 
Längen verhalten, daß alſo erſt ein Pendel von der vierfachen 
Länge die doppelte Zeit zu einer Schwingung braucht oder halbſoviele 
Schwingungen in derfelben Zeit macht, als bas von einfacher Länge. 


oder 
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Zuletzt fohließen wir aus ben obigen Werthen von T, daß bei 
gleicher Ausmweichung und gleiher Schwingungsdauer Die 
Bendellängen an verſchiedenen Orten ber Erde ſich wie 
die Beſchleunigungen der Schwere an dieſen Orten ver: 
halten, und dadurch wird und das Pendel das einfachite und genauefte 
Mittel, um die Intenfität der Schwere an den verichiedenen Punkten 
der Erdoberfläche zu vergleichen, und das Gefeb ihrer Aenderung aus- 
zubrüden. Denn es ift einleuchtend, Daß die Schwingungsdauer eine? 

27% 
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Pendeld durch die Beobachtung während einiger Stunden ſchon fehr 
genau erhalten werden Tann, und daß es nur darauf ankommt, bie 
Länge besfelben genau zu beftimmen. Diefe Beftimmung der Länge ift 
indeffen nicht ebenfo einfach, mie die ber Zeit, weil wir fie nicht 
an mathematifchen oder einfachen Pendeln beobachten, fondern an zu= 
fammengefeßten, ſelbſt wenn man fich ein folches aus einer kleinen 
möglichtt dichten Kugel an einem möglichit leichten und biegfamen Faden 
bildet, eine Gonftruction, welche übrigens ihre Nachtheile hat wegen ber 
Dehnbarkeit des Fadens und ber Veränberlichkeit des ftatifchen und 
dynamischen Drudes, und weil dieſe Pendel alle in der Luft ſchwingen, 
welche nicht nur einen Widerftand verurfacht, fondern auch das Gewicht, 
alfo die bewegende Kraft des Pendeld vermindert, abgejehen noch von 
einigen andern Schwierigkeiten, auf welche wir bei der Unterfuchung 
der Bewegung eines phyfifchen Pendels zurüdfommen werden, 

Durch die bisherigen ſchon ziemlich zahlreichen Verſuche hat fich 
ergeben, daß übereinftimmend mit den, was in $. 97 bei der Betradh- 
tung bes durch die Achjendrehung ber Erde hervorgerufenen dynamifchen 
Druded gejagt wurde, die Ränge des einfachen Sefundenpendels, für 
die Meeresfläche und ben leeren Raum berechnet, am Aequator am 
fürzeften tft und gegen die Pole hin zunimmt, und Daß ber Unterfchieb 


in biefer Länge an den genannten Orten ohngefäht z 1 oo Perielben be⸗ 


trägt, woraus denn nach "dem oben ausgefprochenen Stufe folgt, daß 
auch ber Unterſqhied in der Intenſitäͤt der Schwere oder in dem Gewichte 


eines Körpers „c- 00 ſein muß. 


Sn $. 97 "haben wir gefunden, daß die Verminderung der Schwere 
durch den dynamiſchen Drud dem Quadrat des Cofinus der Breite 
proportional ift, Daß an einem Orte, beffen geographiiche Breite 4 ift, 
die Befchleunigung der Körper beim freien Falle um 


Ro? cos? 8 


Heiner ift, als mern die Erde Feine Drehung um ihre Achfe befäße, fo 
daß wenn diefe Beichleunigung im lebten Falle mit g, bezeichnet wird, 
die wirkliche Beichleunigung g durch 


en), 


oder wenn man den Sinus der Breite ftatt des Coſinus einführt, durch 





— -— — vv. — — 
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le) 


ausgedrüct wird. Wäre nun die Erbe eine vollkommene Kugel und bie 
Intenſität der Schwere ohne den dynamiſchen Drud an allen Orten 
ihrer Oberfläche (ber verlängerten Dieeresfläche ) diefelbe, fo wäre 


offenbar 
6 


die wirkliche Beichleunigung derfelben am Aequator, und man hätte 
allgemein: 


sn (1+ 





— — 80 





P° eins ) —g (14 dy%sin?ß) , 


indem man bei dem Fleinen Bruce IP Fr den Heinen Unterſchied zwi⸗ 


ſchen g, und g, vernachläſſigt; es würde alſo die Beſchleunigung ber 
Schwere vom Aequator gegen die Pole hin proportional dem Quadrat 
des Breite-Sinus zunehmen. 

Es wird aber im nächſten Buche bei der.Xehre von der gegenſeitigen 
Anziehung der Maſſen gezeigt werden, daß auch die von ber Abplattung 
herrührende Aenderung in der Sntenfität der Schwere vom Nequator 
gegen die Pole pofitiv und dem Quadrat des Breite-Sinug proportional 


tft, fo daß wenn G, diefe Kraft für die unbewegliche Erde am Nequator 


G für einen Barallelfreis, beffen Breite = 4 ift, und A einen kleinen 
eonftanten Factor bezeichnet, man hat 


Go(143 5in!3) —8,; 
damit folgt ſodann | 


= 6 (1+4 sing) (1— En 


+ P- sin? 4) 





oder wenn man entwickelt, go für 6Go ( — 5 ſetzt, und das 
0 
fehr Fleine Glied: 


3 
* 4 sin? 8 gegen (3 + ) sin? 8 = w sin? ß 


vernachlaͤſſigt, einfach 
= &(14-wsin?$), 
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— 





wonach alſo bie wirklich ſtatthabende Aenderung ber Inten- 
fität der Schwere bis auf ſehr Eleine Größen noch dem 
Quadrat des Breite-Sinug proportional ift. Der Ausdruck: 


T= :Y- 
8 
gibt dann für T=1, g=n?, H=n2l, , und damit nimmt 


der vorhergehende auch Die Form an: 


l=hk(1+wsin?P) , 
worin I, die Länge des Sekundenpendeld am Aequator, und 1 die eine? 
Sekundenpendels unter der Breite &, aber immer an der Meeresfläce 
genommen, vorftellt. 
Aus einer großen Anzahl der verläffigften und ſoviel möglich in 
gleichen Breiteunterfchteden genommenen Pendelbeobachtungen erhält man 
nach der Methode ber Eleinften Quabrate: 


) =0",991013 ,„ w=0,00518 , 
und demnach für irgend einen Ort, deſſen Breite 2 tft, 

I = 0",991013 (1 + 0,005188 sin? 2) 
und ebenjo mitteld der Gleihung: go —=n2l, , 

g — 9",78091 (1 4 0,005188 sin? 8) . 
An den Bolen tft sin?#—=1, und demnach 

— 0,9615, = 9",83165 ; 

ber Unterſchied beträgt daher in ber Pendellänge 0",00514, in der 
Veſcheunigung der Schwere 0" ‚05074, bei jedem alfo etwas mehr ald 








1 
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Den vorhergehenden Ausdrücken gibt man gewöhnlich noch eine 
andere Form, indem man flatt des Quadrates des PBreite- Sinus den 
Cofinus der doppelten Breite einführt; man hat nämlich 
sin? $ = 35028 , 
und erhält damit 


g=gHlil+— 100029) =8 (1— w’ cos2ß) , 
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wo nun dp, (1470) die Intenſttt der Schwere unter einer 





Breite von 45%, und w’ den Bruch 5 * sdrückt. Mit den vor⸗ 
hergehenden Werthen wirb g’ = 9, 80627, wo —0,003587 , 

g = 9,80627 (1 — 0,002537 c0s2 ß) , 
und ebenfo findet man 

1 = 0”, 993584. (1 — 0,002587 00828) . 


Berjeht man ferner ein Pendel von der Länge 1 son einem Orte, 
defien Breite 4 tft, an einen andern unter der Breite 9’, fo mwirb es 
Iangfamer gehen, wenn 9’ < P, und ſchneller, wenn 9 > 8 tft; 
denn an dem erften Orte hat man 


Lan 
—AY gliteo np)’ 


an dem zweiten ebenfo 
l 


(14 wsin?) ’ 
und daraus, indem man ben lehtern Werth durch den erftern dividirt: 


W 14 6 sin? ß 
7 Ver j 
Will man diefen Unterfchieb durch die Zahl der Schwingungen aus— 
drücken, welche in 1 Minute gemacht werben, fo hat man 


1 1 , 


— — n 
T 


W 146 sin?’ _ 
NEry Troang’ 
die Zahl der Schwingungen wird folglich größer oder kleiner mit ber 


geographiichen Breite des Beobachtungsortes. Ein Pendel 3. B: das 
unter ber Breite von 45° gerade Sekunden ſchwingt, würde an bie 


Pole verjebt 
_ 1,005188 


T=nr 


und demnach auch 


44 


am Aequator dagegen ‚nur 


— 1 _ 


Schwingungen in einer Minute machen, an dem erften Orte alfo in 
einem Tage nahe um 112 Sekunden voreilen, an dem Aequator ba- 
gegen um ebenfoviel zurückhleiben ober nachgehen. 

Die Intenfität der Schwere nimmt aber auch, wie wir wiflen, ab 
mit wachfender Entfernung von ber Meeresfläche; es wirb alfo für die 
jelbe Bendellänge die Schwingungsdauer mit diefer Entfernung zunehmen, 
oder für gleiche Schwingungsdauer Die Länge des Pendeld Feiner werben 
müffen, und zwar wird man für eine Höhe h über ber Dempilädk, 


nach $. 53 
==yVs"j=t(142) 


als Ausdrud für die Schwingungsbauer bei unseränderter Ränge und 
umgefehrt 





MT RR _,_R_ 
CE —— 


als die erforderliche Länge finden, damit die Schwingungsdauer dieſelbe 
bleibt. Aus dem Werthe von T’ ergibt fih, daß es für ein Sekunden- 


pendel nur einer Erhöhung von 7A” bedarf, um in einem Tage eine 
Verzögerung von 1 Sekunde zu erhalten. 

Der Werth von Y_ wird gewöhnlich angewendet, um die Länge 
eines beobachteten Pendels auf die Meeresfläche zu reduziren, d. h. die 
Länge 1 eines Pendel zu berechnen, welches an demfelben Orte, aber 
an bie unter das Land verlängerte Meeresfläche verfeht, Schwingungen 
von derfelben Dauer machen würde wie das beobachtete von der Länge!‘ 
Man hat dazu die Formeln: 


2hN on 23h, 
=!(147 , 2 dig! 


= 


worin IV die der beobachteten Länge  beigufügende Reduction if, 
Wenn der Beobachtungsort unler ber Meeresfläche Liegt, fo hat 


man nad) $. 52 
‘= z8 * 6 


u — — - - [m 
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und demnach auch. für "gleiche Schwingungsdauer 


(ih). 


alſo umgefehrt die Beziehungen: 
’ h — h ' 
I=r(142) ,  dr=at, 
um die beobachtete Pendellänge I! auf die Mteeresfläche zu reduziren. 


$. 105. 


Die Cycloide bietet ein anderes und fehr einfaches Beiſpiel für den 
Ball eines ſchweren Atoms auf einer gegebenen Curve dar. Nehmen 
wir dazu wieder den Scheitel A, Fig. 38, als Anfangspunkt, bie 
Tangente daſelbſt als Achfe der x, ynd die Normale in demſelben 
Punkte, welche der Richtung ber Schwere parallel vorausgefeht wird, 
als Achſe der z, und zwar fo, daß der Krümmungsmittelpunft C nad 
oben auf bie pofitive Hälfte. diefer Achfe zu liegen fommt, und bezeichnen 
wir den Durchmeffer des erzeugenden Kreifes mit 2a, fo haben mir als 
Aenderungsgefet der Gonrdinaten (vergl. $. 32 des 2ten Buches) 


dx — 2a — 2— 
dz iq 


und ziehen daraus als Aenderungsgefeh des Bogens 
4 _ 7/2 
| da 2° 

Die Gleichung (96) für die Geſchwindigkeit bleibt wieber unverändert, 
und ebenfo die daraus für die Bewegung im. Kreife gezogenen Folge— 
rungen für den Ball, daß die anfängliche Gejchwindigkeit vo nicht . 
größer ift, ala V?s (22— 2); was denn auch für das Yolgende vor- 
ausgefegt werden fol. Der Bewegte wird demnach zu beiden Seiten 
feiner Gleichgewichtslage A wieder eine unbeſchränkte Anzahl von 
Schwingungen machen, und bie Dauer einer ſolchen kann durch 


To ds 


T—=2| da. —— — 
Jo. Vo +2s(m — 2) 
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ober wenn wir v gleich Null und bafir x, um ſeyiel größer wehmen, 
und den obigen Werth für m einführen, durch 


Lo 
\ 1=2yy# dz. 1 
8,0 V»2—3 


ausgebrückt werben ; babet kann bie Bewegung auch vom tiefften Punkte 
anfangend vorausgefeht werben, und 2, ben Werth von z am Ende der 
Zeit T vorftelen. Dan hat dann noch 











dz_ — 4.arc cos 1 — 22 
Vo2—ı? 
und damit 
g T=?2n a_ da 


Bei der Eyeloide ift Daher bie Schtwingungsbauer gänzlich unabhängig 
von der anfänglichen Lage des Bewegten, aljo auch von ber Größe des 
beichriebenen Bogend oder von ber Ausweichung, und ber Bewegte 


braucht dieſelbe Zeit 57 — 5 TE V* um mit der anfänglichen Ge 


ſchwindigkeit Null von M nad A zu gelangen, wie von B nad A, 
und von A nah B’. Wegen diefer Eigenfchaft wird die Cycloide auf) 
Tautochrone genannt. | 
Diefe Schwingungsbauer iſt ferner, wie man durch Vergleichung 
des zuleßt erhaltenen Werthed von T mit dem in $. 103 gefundenen 
ſehen wird, diefelbe wie die eines mit fehr Heinen Ausweichungen Im 
Kreife ſchwingenden Pendels, deſſen Länge 1 dem doppelten Durd- 
meſſer AC—2AD des erzeugenden Kreifes der Cycloide gleich tft, und 
man wird mitteld ber in $. 30 ber Einleitung für den Krümmunge 
halbmeſſer einer ebenen Curve abgeleiteten Formel fich leicht überzeugen, 
daß dieſes auch die Länge des Krümmungshalbmeſſers in dem Scheitel- 
punfte, daß daher C der Krümmungsmittelpumft für ben Scheitel ift; 
denn man findet nach der genannten Formel für die Cycloide allgemein 


e=2Y?2a(2a—ı). 
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Wir jchließen Daraus, daß dr Werth T= nr V: für die Schwin- 


gungsdauer des Kreispendels nur für folche Ausweichungen, und inſoweit 
richtig ft, als der Kreisbogen mit dem Bogen der Eyeloide, für welche 


a] ift, zufammenfallend angenommen werben Tann, und daß für 


fehr Fleine Schwingungen um ben tiefften Punkt irgend einer Curve die 
Schwingungsbauer denfelben Werth erhalten wird, ald wenn bie Be- 
wegung im Krümmungsfreife dieſes tiefiten Punktes ftatt hätte. 

Die Bewegung eines materiellen Punktes in irgend einer ebenen 
Curve kann man immer dadurch erzeugt denken, daß derſelbe an einem 
vollfommen biegfamen, aber unausbehnbaren Faden befeftigt werde, 
welcher fich bei der Bewegung an bie Evolute der zu befchreibenden 
Gurve anlegt. Bei der Cycloide tft dieſe Evolute eine der gegebenen 
ganz congruente Cycloide, welche die Bahn des erzeugenden Kreifes der 
gegebenen zur Tangente im Scheitel und diefen felbft im Anfang B oder B’ 
der gegebenen Cycloide hat. Sind alſo CB und CB’ zweit folche Halbe 
Cycloiden oder cycloidiſche EHlinderflächen, an welche fich der vollkommen 
biegfame Baden CM anlegen Tann, fo wird der materielle Endpunft 
desjelben fich in der Cycloide BAB’ bewegen, und ganz gleichdauernde 
Schwingungen machen, wie groß auch die Ausweichung fein mag. Die 
Spannung, welche der Faden bei dieſer Bewegung erleidet, wird für 
irgend eine Lage durch 


2a—ı (u — 2) 
N —= 
5; rn V2a(lda—:) 


ausgedrüdt. In der größten Ausweichung ift fie Daher 


2a — 
ne / * 2 


in der Gleichgewichtslage dagegen 





mg (142% 


Für u ==?2a, d. h wenn die Bewegung in B anfängt, ift dem⸗ 
nad) die Spannung in B Null und in A glei Zmg; es iſt nämlich 
in diefem Falle der dynamiſche Druck in A gerade dem Gewichte des 
Bewegten gleich. 
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§. 106. 


Es dürfte nun von Intereſſe ſein, zu unterſuchen, ob die Cycloide 
die einzige ebene Curve iſt, bei welcher die Zeit des Falles von jedem 
beliebigen Punkte bis zum Scheitel oder tiefſten Punkte dieſelbe iſt, 
ober bei welcher die Dauer der Schwingungen um ben tiefiten Punkt 
biefelbe bleibt für große wie für Kleine Schwingungsbogen. 

Wenn dieſes der Fall fein ſoll, ſo muß der Werth von t nämlich 
das beftimmte Integral: 


no de . V'+z 
t — da. ___ da..!___” 
0 V2s (2 —z) Jo V26 ( -2) 


zwiſchen den angezeigten Grenzen 20 und O für die Veränderliche z ge 
nommen, von ber willfürlihen Größe z, unabhängig merben, wobei 
vorausgeſetzt ift, daß die Gleichung der gefuchten Curve in Bezug auf 
ein Coordinatenſyſtem, deffen Achfe der x bie Curve im tiefften Punkt 
berührt, die Form habe: 

x—f (z) . 


Diefe Bedingung Tann aber offenbar nur befriedigt werden, wenn das 
unbeftimmte Integral eine Function von = wird. Bezeichnet man alſo 
0 


mit p die Länge einer Geraben, welche ber betreffenden Curve ine- 
beiondere angehört, und durch melche allein oder mit andern in ber 
Curve vorkommenden, ihre Geftalt beftimmenden Linien, die abfolute 
Größe und Ausdehnung derfelben bedingt ift, fo Tann und muß bie 
Zeit t gemäß der Gefehe ber Homogeneität, da biefelbe Immer auf die 
abfolute Cinheit bezogen tft ($. 44), durch eine’ Gleihung von ber 


Form: 
— p ? (= 
-V3, a zo 


ausgedrückt werden, in welcher Die Größe p unter dem Functionszeichen 
F nur mit den andern in der Gleichung der Curve enthaltenen con= 


" * h 
ftanten Größen in den Formen: re ru etc. vorfommen Tann, d. h. 


in Formen von Brüchen ober Quotienten, Seren Werth von eder 


‘ 
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befondern Ginheit unabhängig ift, die alſo bloße Zahlengrüßen vertreten, 
und es tft leicht zu fehen, daß darunter Feiner. von der Komm: _ 

2 er —⸗ 

p p 
erſcheinen Tann, da dieſe der Bedingung entgegen find, daß t zwiſchen 
den Grenzen z, und O für z von z, unabhängig wird. Die Function 
F (—) fann folglich außer dem angezeigten veränderlichen Dustienten 

0 


nur noch conftante Zahlenwerthe &, 4, etc. enthalten, welche entweber 
Factoren des veränderlichen Quotienten oder von Functionen Desfelben 
find, oder mit diefen durch die Summenzeichen verbunden werden, was 
man dadurch andeuten Tann, daß man 


F(o, B—) für (2) 
ſchreibt. Man hat demnach 


Zo 


ds 
dz p 20 Be ; - 
- [0 VE Free: 
0 V?s(»—:) 28 0 ( 5) 
und darnach auch 


ds 
dt dz \ Pr "8 ‚ 
— — ——r — FP, — 
dz Va). I 20 (e># u) 
worin die erfte Abgeleitete der Function F mit F' bexeichnet iſt, und 
woraus man das Aenderungogeſetz: 


— „vr ‚EVn—.F (7) 
des Bogens s in Bezug auf die Veränderliche z zieht. 4° 
Run folgt aus der Natur der Sache, daß ber Werth von 47° 


welcher blos von ber Geftalt der Curve abhängen Tann, unabhängig 
fein muß von ber willkürlichen Größe 20, welche erſt Durch die Be 
teachtung der Bewegung eingeführt wird; es muß daher dev Ausdruck: 


“ 
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— — — — nn 


werben, d. h. frei von 20 und nur eine Function von z und ben Zahlen⸗ 
größen a, 4, etc., fo daß man einfach 


d — 
, Fr = V p f(«@,fz) 
erhält. Man ficht aber hier fogleich, bap diefer Werth der von jeder 
. beiondern Einheit unabhängigen Bröpe T * welche mit einer Winkel⸗ 


Function homogen iſt, den Geſetzen "Homogeneität nur durch die 
einzige Form: 
f(e,B2)=— * 
Vz 


worin y einen Zahlencoeffizient, wie & und 4 vorftellt, Genüge thun 
ann, weil in diefem Werth nur noch die beiden Größen p und z auf 
die Einheit der Länge bezogen find, und baß man demnad) 


e=,y8 


Haben muß. Daraus wird man ſ ja 


=-Vo)-1-yrr 


ableiten und den Schluß ziehen, daß bie Unabhängigkeit ber Zeit bei 
Falles von der Größe ber anfänglichen Ausweichung aus der Gleid- 
gewichtölage nur bei derjenigen Curve ſlanſnden kann, deren Gleichung 
ein Aenderungsgeſetz von der Form: 


—— 


gibt, wenn 2a ſtatt y?p geſetzt wird‘, alſo nur bei ber Cyecloide. 





‘ 


$. 107. 
Eine andere hieher gehörende beachtenswerthe Unterfuchung iſt dk 
Beantwortung der Frage, in welcher Curve ein fchwerer materieller 
Punkt herabfallen muß, um ohne anfängliche Gefchwindigkeit in ber 


fleinften Zeit von eimem gegebenen Punkte A zu einem gleichfalld ge: 
gebenen tiefer liegenden Punkte B zu gelangen. 
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Es leuchtet bei diefer Unterfuchung von jelbft ein, daß diefe Curve 
durchaus in ber parallel zur Richtung der Schwere durch die beiben 
gegebenen Punkte gelegten Ebene enthalten fein muß; wir wollen in- 
defien die Verhältniffe ganz allgemein, aber dabei möglichft einfach 
, betrachten. 

Dazu nehmen wir den höher gelegenen Punkt A als Anfang ber 
Goordinaten, die Achje der z parallel zur Richtung der Schwere und 
abwärtg pofitiv, fo daß die Fallgeſchwindigkeit des Bewegten in einem 
Punkte, beffen lothrechte Entfernung von der durch den Punft A wag- 
recht gelegten Ebene der xy gleich z ift, einfach durch 


‚=, = Vs: 


ausgebrüct wird. Ferner legen wir die Ebene der xz durch den tiefer 
liegenden Punkt B, und bezeichnen feine Goordinaten, d. i. feine wag— 
techte und feine lothrechte Entfernung von A mit x,, z,. Sind dann 


x=f(2) ,„  y=ßh@) 


die unbekannten Gleichungen der gefuchten Curve, welche nur der Be— 
dingung zu genügen haben, daß die Curve durch die gegebenen Punkte 
geht, daß alfo für 2—0 fowohl x als y Null wird, und daß für 
z—2z, man x—=x, md y=0 erhaͤlt, fo hat man 


= VHH 


und für bie Zeit t, welche der Bewegte braucht, um von A zu einem 
um 2 tiefer gelegenen Punkte M zu gelangen, ben Werth: 





2 ds 
tr = dz. dz_ . 
0 V?2sz j 


Das Ambderungsgefeh von t in Bezug auf z hängt alſo von dem 


Werthe von = , oder wie diefer von ben unter ſich ganz unabhängigen 


Berhäftnifen SE und I ab, die fih für denfelben Werth vom = 


von einer Curve zur andern verändern, und wenn man das Verhältniß 
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— — 





4 


nu mit tv, 2 mit s’, und fo die beiben legten mit x’ und y’ be 


zeichnet, jo hat man einmal 
oirrııyı, W_x W_Y 
’ dx ds ’ d 1 


der Werth von ?’ kann dann als eine Function der beiden unahhängigen 
Veränderlichen x’ und y’ betrachtet werden, und gibt demnach als Aende- 
rungsgefeb biefer Junction in Bezug auf eine unbeflimmte Große k, 
welche für alle Punkte einer der durch A und B gelegten Gurven un- 
veränderlich ift und deren Geftalt und Größenverhältniffe bedingt, und 
welche ſich von einer zur andern fletig ändert, den Ausdruck: 


dt d’ dx dr dy 


— — — — — 
= ‘ 


dk dx dk 'dy dk 
oder mit dem aus dem Werthe von t gezogenen Werthe von t': 


g ur s’ 
or __ Vier ax, _Vösz ar 
I AT Tr ——— 


Man zieht daraus für ein von k unabhängiges z, oder für den Ueber⸗ 
gang von einer Curve zur andern in einer zur xy parallelen Chem, 
das Nebergangsgefeh : 


öt 1 (3 Ox Y dy 


nn. — 50 m, 
—— 


s ok ss’ dk 


welches mit ben Werthen von x’, y’, s’, U, und wenn bie Ordnung in 
ben durch Die Zeichen d und d "angebeuteten Mebergängen nad) $ A 
der Einleitung gewechjelt wird, die Form annimmt: 


di Öx dy 
dr a 1 (& d. ay '*) 
Fre rg — ). 


da V2gı 


Integrirt man dieſen Ausdrud nun in Bezug auf z zwiſchen den Grenzen 
z, und O, oder zwilchen den gegebenen Punkten A und B, fo findet man: 


. ER 
&_fa.1 (88,0%) 
ok — 2g1 ds dz ds dz 
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und wenn die Integration theilweife ausgeführt wird 


4 _%_1 (ix dx | dry 





2 4 1 dx 1 dy 
dz, 9% V2e: ds 12.9Y V2gz ds 
— .— — z2. 
ok dz k dz 
0 0 


Da aber alle Euren durch die gegebenen Punkte A und B En 
müſſen, jo hat man an den Grenzen 0 und z, nothwendig SE und SF 5k 
gleich Null, und das erſte Glied des obigen Ausdrucks fallt eh Soll 


nun t einen Fleinften Werth erhalten, fo wird dieſes bei derjenigen Curve 
der Fall fein, für welche 





dt 
0 
wird, für weiche man alfo auch 
. 
, d. ı_ at 
2.)& Vet 3 Ne@_ 
ku tt —0 4 
0 


Hat, und man fieht ein, daß diefes Integral, weiches bie ganz will- 
fürlichen Functionen = und = enthält, nicht Null werben Tann, wenn 
nicht die unter dem Getrgrufgeen fiehende Function felbft Null tft; 
ferner find die genannten Yunctionen ganz unabhängig von einander, 
und es wird demnach der eingeflammerte Ausdrud für alle mögliche 
Kormen berfelben nur Null werden, wenn ber Factor einer jeben dieſer 
Functionen für ſich Null if. Diefer Schluß führt zu ben Gleichungen: 








d. _t_ 4x d. 1 7 
Vꝛęeꝛ 4° 0 28: 0° 
— yon, a 70, 4 


Deder, Handbuch der Meanit 1. 28 


— ⸗ 


aus denen man durch die erſte Integration 





I 0-0, 0, 
V2gz °° V?g: °° 
und durch Glimination von Y2gz bie Gleichung: 
dy _ „dx dy 646 
Zt Te 


dx . 1 dy.. 
— — — für 
7 gz ds " v2 gz ds | 
einen der gegebenen Punkte, aljo entweber für z=0, oder für zz, 
vorftellen, Diefe letzte Gleichung tft aber bas Aenderungsgefeh ber 
Gleichung einer zur Achje der z parallelen Ebene, die gefuchte Eure 
muß aljo eine ebene, und ihre Ebene lothrecht fein. Die Gleichung 
diefer Ebene ift allgemein 


 =7 x—x,); 


findet, worin « und 4 die Werthe von —— 





Da aber nach unferer Annahme y Null werden muß, fowohl wenn x=0, 
als wem x—=x, ift, jo fallt die gefuchte Curve in die Ebene der zz, 
und man hat überhaupt 


dy _ dy dy _ 
a. mt art 


Die zweite der Gleichungen (d) kann daher nichts weiter mehr geben; 
bie erſte Dagegen wich nun einfacher, und zwar wenn man = wieder 
durch x’ erjeßt 


 v=0, 


4 


d. —— ⸗ 
V2gz Yi+x? 
—* 





I 


fie gibt Durch Ansführung ber angebeuteten Ableitung nach einigen Re- 
buctionen ben Ausdruck: 


dx , OL 
21.0, x U1+xr’)=0 


als bezeichnende Gleichung der gefuchten Curve, Wird dieſelbe integrirt 
und der Werth von 
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z(1+x2) 
x’ 2 
‚fürz=z,, x=x, mit 2a bezeichnet, fo findet man 
z(1+x?)=2ax? 
oder in Bezug auf x’ aufgelöfet, das Aenderungsgefeb: 





und dieſes tft wieder die Differentialgleichung einer Cycloide, „guelche die 


Achje der x zur Bafis hat. Die Gleichung der Curve felbft ift daher - 


Das allgemeine Integral: 
. 2 a 
x = Idz. — —— — aarc cos 


V2az — 2 


da x mit z Null wird; fie gibt für den Punkt B 








— — Y2az — 72 





x, — a are cos —=_Y2a2,— 22 
und e8 kann daburch ber Werh von a, von welchem die Grüße ber 
Cycloide abhängt, gefunden werden. 

Will man noch die Zeit des Falles von A bi8 B ausdrüden, fo 
muß man in den in $. 105 gefundenen Werth von t als Grenzen 
von z die Werthe „—2a ,„ z—=2a— z, einführen, unb wird da— 


durch 
2a — 
dz . — 7 — arc cos = 
2a—z, [7 en 2 — 2? 


als den Werth der kleinſten Zeit finden, in welcher ein materieller 
Punkt durch die Wirkung der Schwere von A nach B gelangen Tann. 

Ziegen die beiden Punkte auf derfelben Tothrechten Geraden, fo bat 
man x,—0, und damit wird 











FU — — 
a arc cos — Y2az,— 2 —(0 
a — 2, 
oder wenn man are cos —u ſetzt, 
u — snu, 


28* 


—86 
was nur möglih iſt, wenn u — sin u — O wird. Dadurch hat 
man aber 
a— 2, _ 1 
a 


und folglich entweder z,—0, was im Allgemeinen nicht ftattfinden foll, 
oder a= m „ wodurch bie Gleichung ber Cycloide in x—0 übergeht, 
während der Werth von t bie unbeftimmte Form: 0.co annimmt; brüdt 
man aber biefen Werth durch den Sinus des Bogens u aus, anftatt 
durch feinen Gofinus, fo ergibt fich 


® u gi 
Z, 
= — 4, — — 
t, -V+ arc sin iR 


und wenn hier der Sinus für ben Beinen Bogen gefebt, vebuzirt, und 
a— & genommen wird, jo folgt 


tL = — 


als die Zeit für den Fall durch die lothrechte Höhe z, . 


HI. Bewegung auf einer feiten Fläche. 


$. 108. 


Wenn ein materieller Punkt bei feiner Bewegung ber Bedingung 
unterworfen tft, auf einer gegebenen Fläche bleiben zu müflen, fo if 
die Richtung feiner Bewegung oder feiner Gefchwindigfeit durch feine 
Lage auf diefer Fläche nicht mehr vollftändig beftimmt, fondern nur 
infoweit, daß biefelbe mit der an die Fläche gelegten berührenden Ebene 
zufammenfallen muß. Dagegen ift nun Die Richtung des Drudes, 
welchen der Bewegte auf die Fläche ausübt, oder des Miberftandes, 
den diefe entgegenfeßen muß, blos eine Function von der Lage des 
Bewegten, und unabhängig von ber Sntenfität und Richtung der Kraft. 


Sf nämli 
% F(x,y,2)=0 oder z=f(x,y) 


die Gleichung der gegebenen Fläche zwiſchen rechtwinkligen Coordinaten, 
und bezeichnen A, u, » die drei Winkel, welche die Richtung der Nor- 
malen mit den drei Achien bildet, fo werben biefe, welche auch die 
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Rithtung bed Druckes angeben, vollftändig burch bie Gleichungen ($. 34 
ber Einleitung): : 


| dF 

con. — väE , su = V5T ; ri 
oder durch: 

cos) = V = , u vg , cos —— V 


beftimmt fein, worin zur Abkürzung wieder 
Ve a 
v@) ++ 
und ebenfo 
Vf — — 
vH 
geſetzt iſt. 


Sind ferner wieder X, Y, Z die rechtwinkligen Componenten ber 
bewegenden Kraft R am Ende der Zeit t, und N’ die Sntenfität des 
normalen Drudes auf die Fläche oder des von ihr zu leiftenden Wider⸗ 
ſtandes, alfo ‘ 


N cosA ,„ Ncou , N’ cos v 





die drei zu den Achlen parallen Gomponenten desſelben ‚ jo wird man 
wieder 


x—N cos , Y-—N cosu , Z—N cosy 


als die Seitenkräfte einer Refultivenden finden, welche dem materiellen 
Punkte diefelbe Bewegung, wie er fie mitteld der feiten Fläche und ber 
Kraft R erhält, ertheilen würde, wenn er ganz frei wäre, Die Gleichun⸗ 
gen feiner Bewegung find demnach: 


dꝰ x , 
ma AN cos A 

d2y \ ’ 

mg =V—N cos u ! (a. 
mer _y_Wcosv 


dt2 
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alſo der Form nach dieſelben, wie die Gleichungen (a) in $. 93; fie 
unterfcheiden fich aber von ihnen darin, daß fie nur die einzige Un- 
befannte N’ enthalten, da die Winkel A, u, », wie ſchon bemerft, 
beftimmte Functionen ber Coorbinaten x, y, z des Bewegten find. 
Man erhält daher durch Glimination diefes unbekannten Druckes wie 
bei dem Gleichgewichte, zwei Bebingungsgleihungen, und man ficht 
leicht ein, daß man in die dort ($. 20) abgeleiteten Gleichungen (16) 
nur die Ausdrüde: 
d?x „d?y d®z 

Amz ‚„. Y-— Tue 1— m 
für X, Y und Z einführen barf, um bie Sleihungen für die Bewegung 
zu erhalten; man findet dadurch 


"(ar dF diy )=x) yar 
di? dy die dxJ "dy dx 
daz dF d?x dF Zar __,„dF 
di? dx da )= 


DV 2 


100.) 
dx dz 

Diefe Gleichungen find indeflen nur anwendbar, wenn X, Y, Z 
eonftante Größen oder Aunctionen von t find; man fucht deßhalb die 
Unbelannte N’ noch auf andere Weiſe zu eliminiren. Zuerſt fieht man, 
daß auch hier Die Bedingung: 

dx dy dz _ 

b. ) 5 sat sur, or = 
in welcher s den Bogen der von dem Bewegten auf der gegebenen Fläche 
befchriebenen Curve, von einem beftimmten Punkte an gemeflen, aus⸗ 
drückt, fattfinden muß, daß alfo N’ aus den Gleichungen (a) wieder 
dadurch entfernt werden Tann, daß man fie der Reihe nach mit 
dx dy dz 
4°’ Is’ 3 multiplieirt und ihre Summe nimmt. Dadurch 
entfteht dann wieder die Gleichung: 


101.) Ze Gi 4 1 dy + 2. 

So 
an welche fich denn auch wieder alle fchon früher gemachten Folgerungen 
fnüpfen, namentlich die, Daß auch hier die Geſchwindigkeit unveränder- 
li) und die Bewegung eine gleichförmige wird, wenn man für alle 
Bunfte 
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=+yZ radio 


Sat, db. h. wenn ach die Kensgnde Kraft ſelbſt Null, ober ı wenn 
ihre Richtung überall normal zur Fläche ft. 
Beachtet man ferner, daß man hat: 








dx dx dx 
a a 00, 4 dx d. v⸗ 
dt? di" ds ds 2 ds ds ° 


uf. f. 
fo Tann man die Gleichungen (100), aus denen noch eine dritte 


Gleichung entfpringt, wenn man die erfte mit = , bie zweite mit rn 
multiplieirt, und die Summe der Producte nimmt, unter die Form bringen: 





a 423 
„dF ds dF ds 1 d.mv?(dF dx dF dy 
dy ds dx ds 2 ds ldy ds dx ds 


— — —— — — — (Tg 


F dz a. dx J 
ajdF, ds ar (de st | 1 d.mvi(dR da —— 
(c 


dx ds dz 2 ds (dx ds dz ds 
d F dF 
1,7 ur 
4. 9 
ya jaF ME del „1 dmmtjdR dy ” 
dz ds dy 2% ds lda ds dy ds 
| dF dF 


Zührt man endlich für 3 d 





mv2 
15 feinen Werth: 


dx dy dz 
tra trti 


ein und beachtet die Bedingungsgleichung zwifchen den Functionen 


= ‚ etc., und bie Gleichung (b), fo findet man die neue Form: 
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4 dx q dy 
mv? dF ds  dF ds — [x dF dz_ _dF dy 
dy ds dx ds) ds dy ds  dz ds 


dF dx dF dz dF dy dF =)] 
Hei mi)t dx ds dy’ds 
er 


od ’ 1 
X Y 
‚Jar ds ar "ds dz 
dy ds dx ds ‘ds 
a. a8 
102.) my? dF ds — dF ds — dy 
“fax ds dz ds ‘ds 


dy dz 
air (ie ar Täs, _ „ix 
‘ds 


dF dz dF dy dF dx dF dz dF dy dF dx 
Ei ro a erw rer rP a errerrier 


einftweilen zur Abkürzung durch T, erſetzt worden tft. 
Will man die Gleichung der Fläche unter ber Zorn: 


ı=f(x,y). 
anwenden, fo darf man nur 
dz „. dE dz „. dF . „ dE 
s tv nein Hin 
fegen; die Gleichungen (102) werben dadurch: 


dx dy 
F er dz ar, dz 


dy ds dx ds ds 
102%.) F dz F dy 
2 8, 00,05 __ m J 
my ds + ds ) ds 
dy dz 
\ Ad tn ii 
—  dy ds Tr: 


) 
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und der Werth von T, nimmt. die Form an: 


dz.dz dz dz dz ‚dy_ dz dx 
T-X(7 J ds (tr ) dx ds dy 2) 
worin bie Diferentlgutienten 3. 23 die aus der Gleichung der 
Flaͤche gezogenen Aenberungögeete ber Goordinaten parallel zu den 
Ebenen ber xz und yz vorftellen. — Kann demnach v2 durch bie 
Gleichung (101) als eine Function ber drei Veränderlihen x, y, z 
ausgedrüdt werden, fo kann man zwei der Gleichungen (102) ober 
(1022) al8 die Differenttalgleishungen der Bahn bed Bewegten auf ber 
gegebenen Fläche betrachten, obwohl ihrer Integration auch in ſehr ein⸗ 
fachen Fällen unüberfleigliche Hinderniffe entgegenftehen. Wir werden 
übrigens bald auch eine mechantiche Bedeutung dieſer Glelchungen kennen 
lernen. 


$. 109. 


Um nun den Drud zu berechnen, welchen die fefte Fläche zu er- 
tragen hat, multiplicire man die Gleichungen (a) ber Reihe nach mit 
cos A, cos 1, cos», alſo mit den entiprechenben GEoeffizienten von N’, 
und nehmen ihre Summe, Man erhält fo: 


v=(x- u) + (md ) use (22 cos v 


- oder in anderer Zufammenftellung : 


‚ d2 
N’=XcosA+Y cos u+Z cosy—ım 3 HT —— 
und ſchließt aus ber erſten Form, daß N’ bie nach der Normalen ge= 
richtete Gomponente einer Kraft iſt, welche als Refultivende gedacht 
werben kann von R und einer der Kraft F, die für fich allein diefelbe 
Bewegung hervorbringen würde, wie fie die Kraft R mittels der feiten 
Fläche erzeugt, gleichen und entgegengefebten Kraft. Die zweite Form 
Dagegen brüdt aus, daß der Drud N’ die nach ber Normale gerichtete 
rechtwintlige Gomponente von der Refultirenden aus der Kraft R und 
dem dynamiſchen Drucke auf die befchriebene Curve, oder aus der Kraft 


2 
R und- einer der zur Richtungsänderung nothwendigen Kraft m ri 


gleichen und entgegengejebten Kraft ifl. Denn einmal kann man, tie 
früher, indem man den Winkel zmifchen der Richtung ber Kraft R und 
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dem pofltiven vom Krümmungsmittelpuntte ſich entfeenenben Eye ber 
Normalen mit 3 bezeichnet, 


XcosA+Ycosu+Zcosv=Rcos$=—=N, 
fegen, und wenn man bann bie drei letzten Glieder wieder wie bie 


Gleichungen (100) behandelt, nämlich v — — Tür u x. f. f. ein 


führt, entwickelt und die — ) beachtet, endlich für 
cos A, etc., deren obenangegebenen Werthe einführt, fo nehmen die 
jelben die Form: 
dx dy dz 
ar 5 ort ar tal, 
kur Tas 
oder 


dx dy dz) 
dz er dz dis 45 y 
“lax ds dy ds ds 
an, worin nun die Beränberliche t eliminiert und der Bogen s wieder 
der Form nad als unabhängige Beränderliche eingetreten it. Bergleicht 
man aber diefe Ausdrüde mit ben in $. 39 der Einleitung erhaltenen 
Werthen von cos, d. 1. von dem Gofinus des Winkels, welchen bie 
gegen den Krümmungsmittelpunft gerichtete Hauptnormale der Bahn 
bes Bewegten in dem Punkte xyz mit der Normalen zur Flaͤche in 
bemjelben Punkte bildet, fo ergibt fich, daß die vorhergehenden Aus- 
drücde durch den einfachen: 


v2 | 
mes —=—N cos’ 


erjeßt werden können, worin u’ das Supplement von au ober ben Winkel 

zwiſchen dem vom Krümmungsmittelpuntt abgewendeten Theile dee Haupt⸗ 

normalen und der Flächennormalen bezeichnet. Durch diefe Ummandlungen 

hat man demnach j 

-N —=Reos$-+m-- cosy 

103.) u 0 v 
== N,-+-N cos y' 


und fohlteßt daraus übereinſtimmend mit dem, was oben ‚behauptet 
wurde, daß der Druck N’ die-Refultirende iſt aus dem ſtatiſchen Drude N, 


— — — — — — — 


443 


oder R cos F und der nach ber Flach nnormoalen gerichteten Componenten 
des dynamiſchen Druckes N — nn. 


Mit diefem Werthe folgt denn auch, daß tn dem alt, wo ſich 
der materielle Punkt mit Reibung auf der Fläche bewegt, bie Gleichung 
(101) die Form annimmt: 


s 
mv?’—mv, —|ü GH ze — »ſ* tEeoes-Pum cosy‘) (104. 
80 


alſo nahe dieſelbe wie bei der Bewegung in einer ebenen Curve. 

Sn dem angeführten $. der Einleitung iſt ferner abgeleitet worden, 
daß wenn P ben Krümmungshalbmefler und K die Krümmung des 
Normalfchnittes der Fläche bezeichnet, welcher die Tangente mit der 
Bahn ded Bewegten gemeinfchaftlich hat, 


=, oder «cos K 


ift, woraus denn auch 





dd 


“ mv? , 


2 
mV 
—— 608 W — — — mv?K 


P 


und der Schluß folgt, daß der Drud,. welchen die fefte Fläche 
während der Bewegung in irgend einem Punkte zu erlei- 
den hat, derfelbe ift, als wenn fich Der materielle Punkt 
in demfelben Augenblide in dem durch feinen Ort ge 
zogenen Normalichnitte bewegte, welcher die Richtung 
feiner Gefhmwindigfeit zur Tangente hat. 

Zerlegen wir ferner die beiwegende Kraft R in drei umter ſich 
rechtwinklige Componenten N, T und T’ nad) der Flächennormale, nach 
der Tangente an der Bahn des Bewegten, und nach der Tangente bes 
zu dieſer fenfrechten Normalfchnitted. Dazu bezeichnen wir die Winkel, 
welche die Tangente an der Bahn mit den drei Coordinaten= Achjen 
bildet, mit], m, n, die, welche die Flächennormale mit ihnen einfchließt, 
wie vorher, mit A, u, », und die, welche Die dritte Richtung, die zu 
den beiden vorhergehenden fenkrecht ift, beftimmen, mit Y, m’, u’. Da- 
mit iſt zuerſt 

TMXcosſs +Ycosm’ +Z cosn’ , 
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und man hat nach $. 21 der Einleitung 
cos! —=Tt(cosm cos» —cosn cos u) 
coom —=t(cosn cos4— cosl ws») 


cosn —=T+(cosl cogu— cosm cosi) , 


oder mit den bekannten Werthen von cosl, cosA, etc. 


und diefe Werthe zeigen, daß der im vorhergehenden $. mit T, bezeich- 
nete Ausdrud mit V multiplietrt unferee Componenten T’ gleich wich, 
dag man alfo hat: vr 


Auf der andern Seite kann man auch den dynamifchen Drud N 
in zwei rechtwinklige Componenten zerlegen, von denen bie eine, ſchon 
vorher betrachtete N cosay’ nach der Normale zur Fläche, und Die 
andere N sinay’ nach ber Tangente des zur Bahn bed Bewegten fenf- 
rechten Normaljchnittes gerichtet if. Dan erhält dann für dieſe lebtere 
mit dem obigen Ausdrude für cos den Werth: 





_ 1  {dF "ds dF ‘ds dF ds 
Na / v2 * 5 ds “dz ds | 

Ä „1 1 
und wenn man innerhalb des Wurzelzeichens für Yr und 7 die 


Ausdruͤcke: Ana ir 
BE 2 dFN2 
tt), 
dx ]2 dy )2 dz }2 

ı NG a 

oe? ds ds \Tf9s 


einführt, jo nimmt die Wurzelgröße die Form an: 


— — — — — 


4. a.ꝰ ae 
je ds _ dF IR Re {ru ar © 2.2, In vr dF a“ 
dy ds dx ds)'(dx ds dz ds y RL 
Behandelt man aber diefe wie ven Werth von o in $. 30 der 


18 


Einleitung, d. h. bringt man bad Aenderungsgeſetz —— unter die 
Form: 


dx 
ds 
"dx ds 
ds “ds dx "ds 








ds ds ds ds 


und führt den Ausdrud: 


„de 
dx d?x _ dy d?y  dz d?z "ds 


ds ds? ' ds Frau da? fir ds 
ein, fo daß fih mit Beachtung ber Gleichung : 


DAT 


RL 
ds _dy dy dx dx d2y dz dx dx diz 
ds ds Diatum) +2 ds ds? ds 18 ) 
dy dz 
de d. 4 
ergibt, und wenn man ähnliche Formen für —— und ableitet, 





fo gelangt man nad) mehrfachen —* zu einem rationalen 
Ausdrucke für N sinyy’, welcher ſich indeſſen wiel leichter auf folgendem 
Wege ergibt. 

Der Winkel Zr— W, welchen die Hauptnormale MN, Fig. 89, 


ber Bahn des Bervegten mit der Tangente MT’ bes zu ihr ſenkrechten 
Rormalfchnittes bildet, if dem Winkel gleich, weldyer von ber Nor- 
malen MS zur Krümmungsebene ber Bahn mit ber Flächennormalen 
MN’ eingefchloflen wird, und für diefen Winkel wurde ſchon in $. 39 
der Einleitung der Ausdrud des Gofinus abgeleitet, nämlich 


sin ap’ == cos A cos A, eos u cos u, C08 v COS v, , 
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und es folgt daraus in anderer Zufammenftellung als dort : 


dF d?x dF d’y dy dF d?z dF d?x 

sny=Velz; namm)tn ix dr dr der) 

d<ydF d2y dF d%z 

FF nn ey], 
wenn für die Coſinus der Winkel A,, u,, », zwiſchen der Normalen 
zur Krümmungsebene und den drei Achfen die aus der Gleichung biefer 
Ebene ($. 29 der Einl.) fich ergebenden Werthe: 

_„fdy d@z da d2y 72 dx dx d?z 

aa) ae) 


dx d2y dy dx 
cosy,=o (5 as 1) ’ 
eingeführt werden, in welchen dann o ben zuleht angegebenen Ausdrud 
vorftellt. 


Mule piicken wir nun die Gleichungen (102) der Reihe nach mit 


V re , I, vix 5 ſo gibt ihre Summe, verglichen mit den vorher⸗ 


gehenden Ausdrüden, 
2 
105.) n iny=T, 


und zeigt dadurch, daß die tangentiale Componente des dynamiſchen 
Drudes und die zur Richtung ber Bewegung fenkrechte tangentiale Com⸗ 
ponente der bewegenden Kraft fich in jedem Augenblide das Gleich: 
gewicht halten. Man kann demnach auch fagen, der Winkel u’ zwiſchen 
der Hauptnormalen ber Bahn des Bewegten und der Normalen zur 
slähe, oder vielmehr der Werth von 


En —xsiny 


d. h. die Projection der Reimmung ber Bahncurve auf die Tangential- 
Ebene hänge von der Grüße der Seitenkraft T’ ab, während die zweite 
Gomponente T der Kraft R immer die Gefehwindigfeit der Bewegung 
ändert, und die erfte N,, welche den von der Kraft R herrührenden 
ſtatiſchen Druck vorftelt, durch den MWiderftand der Fläche aufgehoben 
wird, 

Aus der Gleichung (101) haben wir gefchlofien, daß bie Bewegung 
eine gleichförmige wird, wenn Die bewegende Kraft Null, oder in allen 


— — — VD rn 


— — 
Punkten ſenkrecht zur gegebenen Flaͤche iſt. Kür dieſe letztere Voraus⸗ 
ſetzung iſt aber auch in allen Punkten —O, und damit ergibt ſich 
aus der vorhergehenden Gleichung auch 

V03 | 
Die von dem Bewegten befchriebene Curve hat folglich in jedem Punkte 
ihre Hauptnormale fenfrecht zur Fläche, und ift demnach eine Krüm- 
mungscurve. In der That kommen die Gleichungen (102) unter den- 
felben Vorausſetzungen, aus welchen entiweber 


xX=0, =0, 2 =0 
oder dF dF dF 
A—RV ; war 1=RV 


und Dadurch jedesmal 


(106. 


welche mit den in der Einleitung ($. 39) dargeſtellten Gleichungen der 
Krümmungscurven gleichlautend find. 

Unter jenen Borausfeßungen folgt daher der Bewegte berfelben 
Richtung wie ein über die Fläche geipannter Faden, wenn keine Reibung 
sorhanden tft, und nach dem, mas in 6. 45 der Einleitung bewieſen 
wurde, tft der Weg, den er von einem Punkte der Fläche zu einem 
andern macht, ein kürzeſter oder Tängfter unter denen, die man auf ber 
Fläche einfchlagen kann. Bei der Kugelfläche 3. DB. wird es immer ein 
großter Kreis fein. — Die nähere Beſtimmung der befchriebenen Krüm⸗ 


mungseurve hängt natürlich von der anfänglichen Lage und von ber 


Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit ab. 

Unfere Gleihung (105) zeigt uns ferner, daß ſelbſt in bem Kalle, 
wo fich der materielle Punkt mit Reibung auf der gegebenen. Tläche 
bewegt, die befchriebene Bahn eine Krümmungscurve fein wird, wenn 
die bewegende Kraft Rull oder fortwährend normal zur Fläche gerichtet 
ift. Denn bie Reibung fällt der Richtung nach mit der Somponenten T, 
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beren Wirkung fie vermindert, zufammen, unb man hat daher immer 
noch T=0, alfo au u’ = 0, wodurch die Krümmungscurve bebingt 
wird, Wenn RO tft, fo findet man für die Bewegung in dieſer 
Curve bdiefelben Gleichungen wieder, wie in 6. 98 für bie Bewegung 
in einer feſten Curve. 


$. 110. 


Das im vorhergehenden 6. erhaltene Ergebniß, wonach der Be- 
wegte einen größten oder Hleinften Weg auf ber gegebenen Yläche ein- 
fohlägt, um von einem Punkte beffelben zu einem andern zu gelangen, 
wenn bie bewegende Kraft überall normal zur Fläche gerichtet oder Null 
tft, bildet in einer beiondern Beziehung betrachtet, einen befondern Fall 
eines allgemeinen Geſetzes der Bewegung eined materiellen Punktes, 
befien Bahn nicht unabänberlich vorgefchrteben tft, alſo ſowohl für bie 
freie Bewegung, wie für die Bewegung auf einer feften Fläche. 

Stud nämlid) die Kräfte, welche an dem Bewegten angreifen, von 
der Art, daß man hat: 

_ 4 .f(x,y,z) 
x: ds „+ ‘2 ds „+ F ds 
daß alſo ſowohl fuͤr die —8 auf einer gegebenen Fläche, wie für 
bie freie Bewegung die Gleichung: 


my? — mv? —=2f(x,y,2)—2f(x,Y0;2) 
befteht, fo befitt die Curve, welche er befchreibt, bie bemerkenswerthe 
Eigenſchaft, daß der Werth des Integrale fax * in welchen s 


und v, da fie nach ber vorſtehenden Gleichung Functionen der drei ver- 
Anderlichen Goordinaten find, mitteld der Gleichungen der Bahn des 
Bewegten in Function von x allein ausgedrüdt angenommen werben 
können, zwiſchen zwei Punkten A und B biefer Curve genommen, ein 
Heinfter oder größter ift unter denen für die andern Curven, welche 
man entweder überhaupt durch die beiden Punkte A und B legen Tann, - 
wenn ber Bewegte ganz frei tft, oder welche, wenn er fi) auf einer 
gegebenen Fläche beivegen muß, auf dieſer durch bie genannten Punkte 
gezogen werden können. 

Um bies nachzuweiſen ‚ muß gezeigt werben, daß das Integral 


ſ' dx. IF zwifchen den Grenzen a und 8, ‚von x genommen, für 
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L 





die beichriebene Curve einen größten ober Heinften Werth erhält, 


daß alio 
” |? ds 
a er 
— — (107. 


Ik =0 


ifi, wenn k einen von einer Gurve zu andern ftetig fich ändernden, für 
jede einzelne Curve aber unveränderlichen Parameter bezeichnet. 
Nach $. 43 der Einleitung tft nun zuerft 





O⸗ 
Bi 


fodann hat man die Beziehung ($. 59): - 
_ „dx dy dz 
eu +yo tun: 
aus welcher man leicht den Ausdrud: 
ds _ dy, da 
‚„ury, tur 


und dann das Uebergangsgeſetz: 





o „is 
_dx _ dw , dy, dw , dz dw 
dk dk 'dx dk dx dk 
dx  ..dy dz 
* F * 


du _ dw dx du du dy du _ du, dz 


— 
— — — 0 m — m 
—n 


dk dx dk’ Sk dy dk’ dk de dk 


und damit wird 
Decher, Handbuch ver Mechanik 1. \ 29 








_ 0 _ 


dy du, _ du, dy dz du. du. dz 


——— 5 — nf. 


dx ok dx k °’ dx dk dx dk 


Führt man nun biefe Werthe in die erfle Zeile des vorhergehenden 
Vebergangsgefehes ein, und wechſelt in ber zweiten Zeile die Ordnung 
der durch die Zeichen d und d angebeuteten Vebergänge, jo folgt: 





dx _ dx du _ dy du, _ dz du, 
4 Kraurız a T#% 





Öx dy dz 
d. — d. d. — 
+ u, * + U, — [3 + U 7 a 


und die zweite Seite bildet nun, wie aus ber Besteigung ber über- 
einanderftehenden Glieder leicht zu erjehen ift, ein vollfländiges Aende- 
rungsgeſetz; es " namlich : 


dz 
9. 3 F (5 * 25% rw 
ok — dx ? 
und wenn man integrirt, folgt demnach 


a dv - 
dx. — dz 
je 4. (u + u, 57 14 U; dk 








An ben beiden Grenzen A und B find aber bie Uebergangsgefehe 
Öx Ö dı 
FE’ 8 gleich Null, da alle Curven durch dieſe Punkte 


gezogen vorausgeſetzt werden; es iſt alſo auch die vorſtehende Differenz 


oder der Werth des Integrals zwiſchen dieſen Grenzen Null, und damit 
bewieſen, daß für die von dem Bewegten beſchriebene Curve der Werth 


a 
des Integrale fi x.v ein größter oder kleinſter iſt. 
8 

Diefer Sab, welcher gewöhnlich: Princip der Eleinften Wir- 
fung genannt wird, läßt fich am leichteften für die befondere Boraus- 
jegung, Die dem vorhergehenden $. zu Grunde gelegen ift, anwenden 
und verftändlich machen, da man bier feine Bedeutung in Worte Heiden 
fan. Inter diefer Vorausſetzung ift nämlich die Geſchwindigkeit un⸗ 
veränderlich; es wird demnach 
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a [| 
ds ds 
je == [x = vol N 


indem man die Länge bes Bogens zwiſchen ben Punkten A und B mit 
1 bezeichnet. Nach dem eben bewiefenen Sate wird alfo ber Bewegte 
eine ſolche Bahn beichreiben, daß dieſe Bogenlänge eine kleinſte ober 
größte iſt unter den Linien, welche durch die beiden Punkte A und B 
gehen und dem Bewegten zu beichreiben geftattet find. Iſt er baher 
ganz frei, fo wird dieſe Bedingung nur durch die gerade Linie 
erfüllt werden, welche die genannten Punkte verbindet, und es tft dann 
fein größter Werth denkbar; muß er dagegen auf einer Fläche bleiben, 
fo wird er der durch die Punkte A und B gehenden Krümmungscurve 
folgen, und ed tft in biefem Falle auch ein größter Werth möglich. 
Nehmen wir 3. B. bie Kugelfläche als gegeben an, jo wird der Be- 
wegte, wie jchon bemerkt, einen größten Kreis ACBD, Fig. 90, auf 
derfelben befchreiben, und man fteht hier, daß wenn feine Gejchwindigfeit 
im Anfang von A gegen D gerinhtet tft, der Bogen AB der Eleinfte, 
wenn fie aber gegen C gerichtet tft, der größte unter allen Kreisbogen 
fein wird, die auf der Kugel von A nach B gezogen werben fünnen, 
und ähnliche Fälle werben auf jeder Fläche vorfommen, auf welcher es 
eine größte geſchloſſene Linie gibt. 


$. 111. 


Das Princip der Fleinften Wirfung, defien Beweis in dem 
vorhergehenden $. ganz unabhängig von den Geſetzen ber Bewegung 
gegeben wurde, Tann dazu dienen, fowohl im Allgemeinen, als in be= - 
fondern Fällen mit Hülfe des Lehrſatzes (71) für die lebendige Kraft 
die Gleichungen ber Bahn des Bewegten abzuleiten, und obwohl dieſe 
Ableitung felten einfacher fein dürfte, al8 das bisher angewendete Ver⸗— 
fahren, jo müflen wir boch die Art und Weiſe diefer Anwendung näher 
anbeuten. 

Wenn der Bewegte ganz frei iſt, ſo find die Bartationsgefebe 
dy dı 
ok ’ dk 
ganz unabhängig von einander; entwidelt man aljo das Webergangs- 
geſet von ſaar für irgend einen Werth von x, fo muß der 


Gorffiient einer jeden der beiden Variationen = und SE für fe 
29° 


,„ worin y und z noch unbeftimmte Funetionen von x find, 
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Null werden, und man erhält dadurch bie beiden nothwendigen Gleichun⸗ 
gen zwiſchen y, z und x für die Bahn bes Bewegten. 
Setzt man dazu allgemein 


4. nn—2[ax(x + v2 +15 — Aflx,y,;:) 


und beachtet, daß man für ein beftimmtes x einmal 
öv dv dy dv dz 
6k dy dk ' dz dk 
_1 d.f(x,y,z) 24 1 .d. K(x,y,2) dz 


— — ——— — ————— ——— —— —⏑—⏑ — 


mv dy ok m dz ok 


ss Hs V/Hl MN L- 
d. — V (2 1) dy ñ dı 9% 


öy dz 

03 „a 0% 
dy y* __ dk ok 
-7. dx 3. dx ’ 


fo findet man nach) und nach: 


x 
ds x x 
a g.y93 F da 
X dx ds dv 
— — — dx. — dx. tv 
ok „ 6k x dx dk 


— ix. N „ds dy _L ‚ds dz 
— mv dx dk ! mv dx ök 


x | dy dz 
d. „.— 
dk ok 
+ [a er 4 dx 


Integrirt man Dann das letzte Glied theilweiſe in Bezug auf die 
Bariationen SI —T md 98 . und beachtet, daß biefe ebergangsgefeke 
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an beiden Grenzen x, und x für x Null werben müflen, fo nimmt ber 
vorhergehende Ausdrud die Form an: 


ok St 
x, \mv dx dx ok ca. 
x d „da 
ix 2 ds dsl dz 
+ Imv dx dx kodk’ 
Xo 


und die Bedingung, daß dieſer Ausdruck Null werden ſoll, führt nach 
der vorhergehenden Bemerkung in Betreff der Unabhängigkeit der Ueber⸗ 
gangsgefebe, auf bie beiden Gleichungen: 








dy dz 
Yde_ Ui 2.de "ie 
mv x dx ? mv x dx 
oder 
a.v9Y 
ds 
Y= mv 
ds 
I (108. 
dz 
d.v— 
7 ds 
—my x 


welche die Gleichungen der Bahn des Bewegten vorſtellen, wenn man 
die Größen Y, Z und v als Functionen von x, y, z einführt. Dieſe 
Werthe Tann man dann auch unter bie Form bringen: 





dy 4. mv⸗ 
Yan — 
— ds ds ds ? 
‚ d dz I dm 
Zz— my ds + de 2 oO 
— ds ds ds l 


. 


und aus ihnen eliminiren. Man kann aber auch vorher noch 


einen ähnlichen Werth für X mittels der Gleichung : 





m 


d.mv? 
ds =ıE +12 +2 


nd 
ableiten, indem man die beiden berhenen, bie erfte mit 2 m 





die zweite mit 2° — = multiplicit und die Summe biefer Producte von 


der lebten leihen abzieht; dieſes Verfahren gibt mit ber Beachtung 
der Bebingungsgleichungen: 


dx\2? (2 2 =) = 
EHE) =: 
dx dy dz 


d. — 
dx "ds dz ds 
ds‘ 2 +7 1 ds + ds ds — 


für X den Werth: 





ds + ds ds my 
Die nach den gewöhnlichen Regeln ausgeführte Elimination von um 
aus biefen drei Werthen von X, Y, Z gibt nieder zwei neue Gleichun- 
gen für bie Bahn des Bemegten, nämlich, | 


dx d2y dy d?x 





—_._\X_ — 2 — — —_..__ 
15 ds mv ds ds? ds ds? 

dx dz dx d2z dz d?x 

—_. Y\Y_ — 2 _.____. 
re Pe Fri Tr 15) | 


worin mn s als unabhängige Veränderliche auftritt; die Integration 
dieſer Gleichungen, für welche X, Y, Z und v gls Functionen von 
x, Y, z eingeführt werden nüffen, und welche fich viel einfacher aus 
den Gleichungen (68) ableiten laſſen, wird indeflen immer unüberfteig- 
liche Schwierigkeiten darbieten. 


*) Man wird leicht fehen, daß die Gleichungen (108), denen der zulekt an: 
geführte Werth von X entfpricht, auf die Gleichungen (68) zurückkommen, 
dx „4 y dz 


wenn man für v BB’ 'Sn’'z bie frühere Bezeichnung: ux, uy, U: 


einführt, v durch - erſetzt, und t als unabhängige Veränderliche nimmt. 
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| Multiplicirt man noch die vorhergehenden Werthe von X, Y, Z 
in diefer Ordnung mit: 


4. 1.9 FR. 
ds ds ds 
zn ET IT, 


fo gibt ihre Summe: 
X cosa+Ycosu+Z w,—N=—- 
unfere frühere Gleichung (70) wieder. 


Wenn nun der Bewegte auf einer gegebenen feften Fläche bleiben 
muß, deren Gleichung: 


Da 


fei, fo find bie Uebergangagefepe ST und © Ik = nicht mehr unabhängig 
von einander, fondern find der —* — , daß der neue 
Punkt, auf melchen fie überleiten, noch der gegebenen Fläche angehört; 
fie ftehen demnach durch die Bedingungsgleichung : 
dF ‚sy jdE, 07 
dy dk 'dz dk Ä 
öy 


unter fi) in Verbindung. Zieht man daraus den Werth von Sk 


und führt ihn in ven Ausdruc (J) ein, fo enthält diefer nur noch die 


einzige Willkürliche * „ und die Bedingung ‚, daß derfelbe Null wird, 
gibt Die Gleichung: 


—=0 


| dy dz 
dza dr da ds dy ds )’ 


welche offenbar auch dadurch erhalten wird, daß man in die obigen 
Werthe von Y und Z für Die freie Bewegung wieder T— N cos, 


und Z— N’ cos» einführt, dann die erite mit ji V=co»v, dt 
zweite mit = V= cosu multiplicirt, und ihre Differenz nimmt, wo⸗ 
durch N’ Herausfällt. Entwickelt man, fo ergibt ſich die Gleichung: 


— ⸗ 


a. RL 
ydR_zdR _ u)dr "ds ar "ds 
dz yz"’ dz ds dy ds 


+4, d.mv?2 zdF dy__dF dz 
2 ds Adz ds dy ds)’ 
welche mit der dritten ber Gleichungen (c) in $. 108 übereinfommt. 
Man wird leicht einfehen, daß man wieder mittel der Gleichung: 
1 d.mv? dx dy dz 
2 ds =, r',r7%5 
und ber vorhergehenden zwifchen Y und Z ähnliche ben Gleichungen (c) 
entiprechende zwiſchen X und Y und zwiſchen X und Z ableiten Tann, 
und wenn man dann aus biefen neuen Gleichungen oder aus einer der⸗ 
jelben und ber vorhergehenden zwifchen Y und Z das Aenderungsgeſetz 


* my eliminirt, ſo findet man die Gleichung (105) wieder. 
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Um nun einige Anwendungen ber für die Bewegung auf einer 
feften Zläche gefundenen analytifchen Beziehungen zu geben, werde zuerft 
die Bewegung eines ſchweren Punktes auf einer beliebig gegen die Rich- 
tung ber Schwere geneigten Ebene unterfucht. 

Das Coordinatenſyſtem werden wir dazu wieder fo annehmen, daß 
die Achſe der z zur Richtung der Schwere parallel iſt; ihre pofitive 
Hälfte fol nach Unten gerichtet, und die Lage der Achfe der x noch 
eine beliebige fein, fo daß Die Lage unferer Ebene noch allgemein durch 
die drei Winkel 2, u, » beitimmt wird, welche ihre Normale mit den 
drei Coordinatenachſen einfchließt, und ihre Gleichung (Einl. $. 18) 
die Form: 








x cosA-+ycosu-+2z cosv —=0 


erhält, welche voraugfegt, daß der Anfang ber Coordinaten in der Ebene 
felbft liegt. Es wird auch der Allgemeinheit der Unterfuchung feinen 
Eintrag thun, wenn wir für dieſen Punkt denjenigen annehmen, in 
welchem fich der Bewegte am Anfang der Zeit t befindet und bie Ge- 
ſchwindigkeit v, beſitzt, deren Richtung gegen bie Coordinatenachſen durch 
bie Winfel @, 8, y beitimmt ſei. 

Nehmen wir nun von jedem MWiderftande Umgang, fo haben wir 
einmal für bie Somponenten der bewegenden Kraft bie Werthe: 


X=0, Y=0, Z=p=mg'; 
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die Gleichung der Ebene gibt ferner 


dF dF dF 
1, ch ’ day em N ij, 7 wer 
und damit nehmen die Gleichungen (100) die Form an: 
d?x d2y 
* zo, _ x — | 2) (a. 
dıt2 dia cos v — 8 C08 


unter welcher ſie unmittelbar integrirt werden können. — Die erſte 
Integration gibt die Gleichungen: 


* con u cos Avo (cos cosu — cosß c08}) 
dz (b. 


Fra: 1 SE cosy — vo (0087 cosA— cosa cosy)—+-gticosi, 


und bie zweite Integration führt auf die Beziehungen: 
x cos u —ye08sA—vptl(cosa cosu — cosß c08/) 


(c. 


z 008 A— xc0sv—Yyt (Cos / 0081 — 008 & 008») + I-gtHcnsl. 


Eliminirt man nun aus diejen lebten Gleichungen bie Zeit t, und be= 


achtet, daß die Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit jedenfalls in 
der gegebenen Ebene liegt, aljo zur Normale derfelben fenkrecht iſt, daß 
man alfo einmal die Bedingung : 
cos cosA-+ cos ß cosu + c0sy cos» — (0 

bat, und baß ferner die Sofinus dev Winkel 1, m, n, welche bie zur 
Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit ſenkrechte Gerade mit den 
drei Achfen einfchließt, nach $. 21 der Einl, durch die Ausdrüde: 

cosl = cos ß cos v — cos y cos u 

COS M=C0S y 008 A — COS « COS v 

cosn —C08 & c08 u — cos ß cos A 


beftimmt werden, fo findet man zwifchen den drei Beränberlichen 
x, y. z die Beziehung: 


2 
(x cosu—y —— cosn (x cosI-+ ycosm-+-z cosn) -=0, (d. 
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welche die Gleichung einer Fläche (eines zur Ebene ber xy fchiefen 
paraboltfchen Cylinders) vorftellt, deren Durchichnitt mit der gegebenen 
Ebene die Bahn des Bewegten fein wird. Gliminirt man daher aus 
biefer Gleichung mitteld der Gleichung der Ebene die Veränderliche z, 
fo erhält man die Gleichung ber Profection jener Bahn in der Ebene 
der xy ober die Gleichung der zu dieſer Ebene fenkrechten Cylinderfläche, 
welche bie gegebene Ebene längs der Bahn des Bewegten durchſchneidet. 
Mit Beachtung der vorausgehenden Beziehungen findet man bafür die 
Gleichung: 


2v,2 
— 2 — 
e.) (xcosu —ycosA) gm Wen (X an — ycosc), 





welche offenbar einer Parabel oder einem parabolifhen Cylin— 
der angehört, und aus welcher zu fhließen iſt, Daß auch die Bahn ſelbſt 
in ber gegebenen Ebene eine Barabel fein muß. 

Diefe Gleichungen nehmen übrigens eine einfachere Form an, wenn 
man bie Ebene der xz durch Die Normale zu der gegebenen Ebene Iegt, 
was bie Allgemeinheit nicht beeinträchtigt man hat dann cosu —=(, 
cosA—=sinv, alſo cosn— — cos cos A —= — cos ß sin» und bamit 
folgen die Gleichungen: 

x sinvy--2z c08y —=() 
) gy? sin» cosy—=2v,2cosß(ycosa—xcosß) 


für die Bahn des Bewegten. Die Achfe der Varabel in ber Ebene 
der xy tit demnach immer parallel zur Projection der Normalen der 
gegebenen Ebene, und ihre Entfernung b von diefer Projection ober 
von ber Achſe der x wird beftimmt durch die Gleichung: 


yoh-% cosß cos« 
g sin» cos» ’ 


für die Entfernung a des Scheiteld derfelben von der Achſe der y Bat 
man daher den Ausdrud: 


veos®a 1,csa 1 
Igsinveoov 2 co % 


worin dann e den Winkel zwiſchen der Projection der anfänglichen Ges 
ſchwindigkeit und der Achje der x bezeichnet, mie dies nothwendig auch 
aus der bekannten Eigenichaft der Subtangente der Parabel folgt, da 
die Richtung der anfänglichen Gefchwindigfeit offenbar eine Tangente 
an der Bahn des Bewegten bildet. 


x a — bcote „ 


— — — 
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Für #0, d. h. wenn die Richtung ber anfaͤnglichen Geſchwin⸗ 
digkeit ſenkrecht tft zur Richtung der Schwere, hat man einfacher 


yA' 2 YA. J 
2 ——— x — — —23; 
g sin» COS» x g sin?» 23 | (8- 
für p= 2, e—v ergibt ſich dagegen 
y=0, 


wie in dem Falle, wo w=O iſt; bie Bewegung wird dann eine 
geradlinige, und ihre Richtung fällt mit der Projectton der Richtung 
der Schwere auf bie gegebene Ebene, d. t. mit ber Richtung ber 
größten Neigung oder mit ber Wafferlinte zufammen. 

Was endlich die Geſchwindigkeit und Dauer ber Bewegung fir 
irgend eine Lage bes Bewegten betrifft, fo gibt die Gleichung (101) 
fogleich das bekannte 

Y—y2-+2gz (h. 


wieder, und aus der eriten unferer Gleichungen (b) zieht man unter 
der Vorausſetzung: cos u—=0 ben einfacheren Werth: 


rY=vcosß.t, 


welcher in bie zweite ber Gleichungen (f) eingeführt, die Zeit ı als 
Function von x, und mitteld der erften in Function von z gibt, und 
umgekehrt diefe in Function von t; man findet nämlich fo die Be- 
ziehungen: Zu 


gsinv. 22, _ 22 _ 22 


= = 


c03y cosv siny ’ 


(i. 





mit welchen unfere Aufgabe vollitändig gelöfet iſt. 
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ALS zweites Betipiel für die Bewegung auf einer feiten Yläche 
wollen wir die Bewegung eined ſchweren materiellen Punktes auf einer 
Kugelfläche betrachten. 

Der Mittelpunkt diefer Fläche werbe ald Anfang der Coordinaten 
genommen, fo daß ihre Gleichung die Form: 


FCxX, y, 2) - x2 y2 +2 —2=0 
erhält, und die Aenderungsgeiehe: 


dx R) dy ’ dx 2 


gibt. Nehmen wir dann wieder die Achſe der z parallel zur Richtung 
der Schwere und bie pofitive Hälfte berfelben tim Sinne biefer letztern 
ober abwärts gerichtet an, fo find wie früher bie brei Gomponenten der 
bewegenden Kraft p=mg; welche das Gewicht des Bewegten aus- 
brüdt, 


xX=0 N V0 N =p=mg N 
und bie Gleichung (101) gibt nun 
a.) weni +2g(ı—n), 


wo v, feine anfängliche Geſchwindigkeit und z, feine anfängliche Ent- 
fernung von der Ebene ber xy bezeichnet. Die Gefchwindigfeit des 
Bewegten ift demnach immer dieſelbe, fobald er wieder in biefelbe zur 
Ebene der xy parallele Kreisebene eintritt, 

Die erfte der Gleichungen (100) wird 


dx dy 
nv 0 1)” 


und zeigt, daß für die Bewegung ber Projection bed Bewegten in der 
Ebene der xy, oder da für feine horizontale Bewegung das Princip 
der Flächen gilt. Bezeichnet man alſo den Winkel zwiſchen der bie 
Kugelfläche berührenden Richtung der anfänglichen Geſchwindigkeit und 
der Achſe der y mit 40, und legt bie Ebene der xz durch den anfäng- 
lichen Ort bes Bewegten, fo wird v, cos do die zu biefer Ebene ſenk⸗ 
rechte Componente der anfänglichen Geſchwindigkeit fein, und das 
allgemeine Integral der obigen Gleichung nach $. 73 die Form annehmen: 

:dy dx 


do 
— — — — 2 — 
b.) x 17 — —— cos By > 


worin a? — 22 die wagrechte Projection des zu dem Bewegten 
gezogenen Halbmeſſers a am Ende ber Zeit t, md r, =Y ar — m? 
biefelbe Projection am Anfange ber Zeit vorftellt, und co wie Immer 
der Winkel tft, melchen der Fahrſtrahl r mit der pofitinen Achfe ber x 
bildet, und der für die Bewegung von dieſer Achfe gegen die pofltive 
Achſe der y pofitiv genommen wird. Dabei tft es einleuchtend, baf 
der Werth von z, in Verbindung mit dem gegebenen Halbmeffer a hin⸗ 
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reicht, die anfängliche Lage des Bewegten feftzuftellen. Ebenſo genügt 
der einzige Winkel 40, von O bis 277 genommen, um die Richtung der 
anfänglichen Geſchwindigkeit zu beftimmenz denn Die durch den anfäng- 
lichen Ort des Bewegten an die Kugelfläche gelegte Tangentinlebene, 
welche jene Richtung enthält, fteht auf der Ebene der xz ſenkrecht, 
und ihr Riß in diefer Ebene bildet mit der Achfe der z einen Winkel d, 
für welchen man 


od — 
a 


hat, und die Winkel &,, Yo, welche die Richtung der anfänglichen 
Geſchwindigkeit gegen die Achfen der x und ber z beſtimmen, werden 
darnach durch: 


cos ag ⸗sin By, 050 ,  C0SYyy—sin ßy Sind 
ansgebrüdt. 


- Bringen wir nun bie erfte Abgeleitete der Gleichung. der Kugel- 
fläche unter die Form: 


dx ir _ dz 
TI "1° 


und addiren ihr Quadrat: 
dx dy\?2 dz 
+) = 
zu bem der Gleichung (b), jo folgt 


[+ T-+ 


worin C2 zur Abkürzung für 192 vg? cos? A, fteht. Die Gleichung (a) 
gibt ferner, wenn vo? — 282, =Kk? gejeht wird, 


2 dz\? 
+) re) 
und aus der Gleichung der Kugelfläche zieht man 
+ yY—a2— 22; 


werden biefe Wertbe alfo in ben sorhergehenden Ausdrud eingeführt, 
ſo wird berfelbe: 


@ 9) [#422 - (4) ]=0+#(&), ce 
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und gibt für die vertikale Gomponente ber Geſchwindigkeit den Werth: 
d a —— 
— 

woraus für die Zeit das allgemeine Integral folgt: 


1 
d.) t— ta da. 


„ Vla—22)(k®+2g2)— 03 
Diefer Ausdruck nimmt nach ausgeführter Integration die Yorm 
t=—=F(2) an, und gibt in Bezug auf z aufgelöfet, die Ordinate: 
in Function der Zeit t, alfo die Lage des Parallelkreiſes, in welchem 
fich der Bewegte am Ende ber Zeit t befindet, wenn der in ber Ebene der 
xy liegende größte Kreis als Aequator angenommen wird. Wirb endlich 


ber vorhergehende Werth von n durch die Gleichung (b) unter der 
Form: 4 
2__,2,) 9 _ 
(a? — 2?) Fr —C 


dividirt, jo erhält man das neue Aenderungsgeſetz: 


dz a2 


it Ver) (+ 2g)— Ca 


und daraus durch das allgemeine Integral: 





e.) o—: of — 
„ (2 —22)Y(a— 22) (k?+2g2)— 0? 


den’ Werth von w in Function von z, und durch dieſes mittels dei 
Vorhergehenden in Function von t. Dadurch iſt denn auch die Lage 
einer Iothrechten Ebene beftimmt, melde den materiellen Bunft enthält, 
und folglich der Ort desfelben am Ende der Zeit t vollftändig befannt. 

Die Auflöfung der Aufgabe tft alfo von der Ausführung der bei 
den allgemeinen Integralien (d) und (e) abhängig, welche indefien 
bi8 jet nur auf dem Wege der Annäherung ftattfinden kann. 


Wenn die anfängliche Geſchwindigkeit Null, oder 9, = 5 sc iſt, 


fo wird C=0, alfo auch w—=0, und die Bewegung erfolgt in dem 
durch die Ebene der xz gebildeten größten Kreife ber Kugelfläche, eine 
Bewegung, die wir ſchon früher unterfucht haben. 
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Der Druck N’, welchen bie Kugelfläche zu erleiden Hat, wird fehr 
leicht durch die Gleichung (103) und mitteld der darauf folgenden 
Bemerkung gefunden; denn man hat offenbar 


cos 9 — I 008 _tı_1 
= 2 j 0 yA7;— 
und damit wird 
, 2 v 32 k2 
Nemztnzeml, tg 


Sp lange alfo z pofitiv, oder der Bewegte auf ber untern Halbfugel 
tft, bleibt die Richtung des Druckes vom Mittelpunfte abgemendet, und 
der matertelle Bunft muß fich auf der hohlen Seite der Fläche bewegen; 
ift Dagegen z negativ und k? — 382 geworden, fo wird fich die Rich— 
tung des Drudes dem Mittelpunfte zumenden, und der Bewegte wird 
dann nur auf der gewölbten Seite der Kugelfläche bleiben können. 
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Die Bewegung in einer Kugelfläche Tann auch dadurch hervor— 
gerufen werden, daß man den zu bewegenden materiellen Punkt durch 
einen unansbehnbaren Faden ohne Gewicht mit einem feiten Punkte 
verbindet, ihn aus feiner lothrechten Gleichgewichtslage entfernt, und 
ihm dann eine Gefchwindigfeit ertheilt, deren Richtung nicht in Die 
durch den Faden gelegte Vertifal- Ebene fallt. Man erhält anf diefe 
Welle die allgemeinfte Bewegung des einfachen Pendels, 
und wenn man die Winfel, welche dasfelbe mit der Lothlinie bildet, 
immer nur fehr Hein vorausfeht, fo können die Integrale des vorher- 
gehenden $. in endlichen Ausdrüden dargeftellt werden. 

Nehmen wir daher, um diefe Betrachtung möglichſt einfach zu 
machen, eine folche Lage des Bewegten als die anfängliche, wo feine 
Geſchwindigkeit eine magrechte Richtung bat, und erfegen wieder den 
Halbmeffer a durch die Länge 1 des Pendel, fo wird A, —=0, und 


C=eny=Y Ve?— 2,2 . Bezeichnen wir ferner wieder die Aus— 
weichung bes Pendels aus ber Gleichgewichtslage am Ende ber Zeit t 
mit I, feine anfängliche mit &, fo erhält man mit Vernachläſſigung 
der höhern Potenzen von « und $, als die zweite, 

11069 =1(1— 9) ; = 50), 


K—w2+2gl—gle ,„, Go=y?’lRsita=v?2l?e? , 
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und ber Ausdruck für die Zeit nimmt bie Form an: 


— 19 
——— 
af 4— 3 „2 
⸗ i6 9 Ta 
2 
oder wenn noch 15 — 42 geſetzt wird, 


t=t ri. — . 
Ja Vet — 9)(9— P%) 


Hier Fällt fogleich in die Augen, daß 9 immer zwifchen den Gren- 
gem oe und A eingefchloffen ift, und daß für den Fall, wo a d. h. 
v=glao? wird, wo alfo bie horizontale anfängliche Geſchwindigkeit 
mit derjenigen übereinkömmt, welche der Bewegte durch den Fall Länge 
des Bogens « in ber Iothrechten Ebene erlangen würde (6.103), fort- 
während I—a bleiben muß, und ber Bewegte einen Parallelfreis 
beſchreibt. Der Ausbrud für die Geſchwindigkeit 


= not+1g(ei— 9)=y3 


zeigt dann auch, daß diefe Für benfelben Fall conftant, die Bewegung 
alio eine gleichfürmige tft. 

Um nun ben obigen Ausdrud zu integriven, bringt man die Größe 
unter dem Wurzelzeichen bes Nenner unter die Formen: 


3)-E-%) 
L-Ce]. 


und ſetzt dann: 





und 





2 ** — 13 — 
dadurch ergibt ſich: 
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da bie dem Werthe I— a entiprechende Grenze von u gleich 1, und 
arc cos 10 iſt. Umgekehrt hat man mit dem obern Zeichen 


u — we + 


und durch Einführung des obigen Werthed von u wird 
i_ Ar, AR | 8 
N * 5 + 5 cos2t J 


oder, wenn für cos ay/$ ber Werth: cos?t VF- — sin?t VF 
geſetzt wird 
92 — 02 cos? VE + 42 sin? VE. . 


Aus diefem Ausdruck geht hervor, daß die Bewegung in Bezug auf die 
Achſe der z eine wiederkehrende iſt; insbeſondere hat man für t—0, 


ũbereinſtimmend mit der Annahme, 92 — 02; für a4, 


2 — 2 hi = — 2 — 62ꝰ ri — — — 
92 42, für t PT wite 9 a?, für t "Vs 


‚wieder 92— 42, u. ſ. fe Denkt man ſich demnach durch das Pendel 
eine Iothrechte dene gelegt, welche fich mit ihm um bie Achſe der.z 
dreht, fo wird ſich dasſelbe in dieſer Ebene zwifchen den Lagen CA 
und Ob, Fig. 91, von denen die erfte den Winkel ACO—=a, die 
zweite ben Mintel. bCO—$ mit der Bertifalen CO bildet, auf und 
abbemwegen, und die Dauer einer ganzen Dfeillation ober ber Bewegung 
von A nach B und wieder zurüd, wird 


T=ay4 
g 


d. h. dieſelbe fein, welche ein einfaches Pendel von derſelben Länge ge- 
braucht, um in einer vertifalen Ghene fchwingend, zu beiden Seiten ber 
Gleichgewichtslage, eine jehr Heine hin= oder hergehende Bewegung zu 
machen. 
Mittels des vorhergehendes Werthes von 92 kann ferner auch das 
Geſetz für die drehende Bewegung der Ebene ACO des Pendels durch 
Decher, Handbuch ver Mechanik 1. 30 


BE. ZU 


die Gleichung (b) in 6. 113 ausgebrückt werben. Erſetzt man nämlich 
in berfelben r? durch 12 sin? 9 ober 12 92, 02 durch den obenangegebenen 


Werth: «vol, und * durch * „ fo gibt fie nach und nad 
für die Winkelgeſchwindigkeit Die Werthe: 


8 
8 
"| 


I ap 0 
welche zeigen, baß biefe Winkelgeſchwindigkeit im umgelehrten VBerhält- 
niſſe des Quadrats der Ausweichung fteht, und daß fie an einer ber 


beiden Grenzen diefer Iehtern jedesmal der andern Grenze proportional 
tft; denn man findet 


»- eV}: vum 9 — , p=ey8, wenn + — 4 


iſt. Wird dann in diefem lehtern Ausdrucke 92 durch feinen Werth im 
Function von t erfeht, fo ergibt ſich das Aenderungsgeſetz 


u = aß #__ 1 — 
dt l g g 
a? any # + 3 a ]/ 


und daraus in einer andern bie Integration vorbereitenden Korn: 


ey —— ” 
t 0 2—— 
p? g 
04 +3 men F 
man ſchließt daraus leicht: | 


© = arctang: 2 ug F 


wenn wo gleich Null angenommen, d. h. ber Winkel w von ber an⸗ 
fänglichen Lage des Fahrſtrahls r. aus gemeflen wird, Für den Fall, 
wo =. tft, folgt aus der vorſtehenden Gleichung, welche man auch 
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—6 1/5 
tang u = taugt j 
o—= 1/2 ; 


tm diefem Falle ift alfo, wie wir übrigens ſchon gefehen haben, bie 
drehende Bewegung eine gleichfürmige, und die Zeit 2T für eine Um⸗ 


drehung wird wieder 
2T = 2n V: . 
8 


Ein folches Pendel hat man ſonſt Sentrifugal= Pendel genannt. 
In allen übrigen Fällen weicht biefe Bewegung ber vertikalen Ebene 
des Pendels um die Achſe der z F einer gleichförmigen etwas ab, 


aber nur ſehr wenig, da der Bud £ dem Werthe: 1 jehr nahe 
fommt, und man fieht dabei Teicht ein , daß In allen Bunkten ober 


Beitabfchnitten, für welche die Function tang t v: durch Die Werthe: 
O oder © geht, auch tang w benfelben Werth annimmt, daß alfo für 
dieſe wieder = * iſt, und on jeder Quadrant in derſelben 





ſchreiben kann, 


Zeit — r— —12 zurückgelegt, und in der gur2t=2u]/ I 
Immer eine ganze Umdrehung gemacht wird, In den dazwiſ chenliegenden 
Punkten weicht der Werth von w von dem ber Funetion ıY& ab; 


man findet für Vie j tang u — £ „ alſo Kleiner oder 
größer, als 1, jenachdem 4 kleiner oder größer als a iſt; Die drehende 
Bewegung wird folglich immer in der Nähe der kleinſten Ausweichung 
die größte Gejchwindigfeit haben, wie aus dem Werthe der Wintel- 
geichwindigkeit oben ſchon geſchloſſen wurde. Endlich folgt noch aus 
dem Vorhergehenden, daß bie lothrechte Ebene des Pendels in derſelben 
Zeit einen vechten Winkel durchläuft, in welcher dasſelbe in dieſer Ebene 
30* 
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ben Bogen Ab vor- oder rückwaͤrts zurücklegt, woraus man ſchließt, 
daß die Grenzen der Ausweichung immer um einen Quadranten von 
einander entfernt ſind. 

Zuletzt kann man noch bie Geſtalt der Bahn bed Bewegten be- 
fimmen, und zwar zuerft deren Projection in ber Ebene ber xy. 

Führt man nämlich in die Gleichung: r?—= 12.92 den oben erhal- 
tenen Werth von 92 in Function von t ein, fo wird 


2 — ja (* —2— + 92 4) 5 


und durch Glimination von t mitteld des Werthes von w ergibt fich 
daraus die Gleichung 
a? 922 


ıı — — U 
a?sin? o + BR cos? u ’ 


oder in der gewöhnlichen Form 


af sinn co. _ 
ratma)=t 

Die genannte Projection ift alfo eine Ellipſe, welche ihren Mittelpunkt 
im Anfangspunkt hat, und deren Halbachfen durch ben größten und 
kleinſten Abftand 1a und 18 des Bewegten von der Gleichgewichtslage 
vorgeftellt werben. 

Mit vechtwinkligen Coordinaten hat man für biefelbe Curve bie 
Gleichung: | 


y2 x? 
j#53 + Bart Ara, 
und wenn man bamit aus der Gleichung der Kugelfläche die Beränder- 
liche y eliminirt, fo folgt 
(— Hr) -at—a2(1— AR) ; 


bie Projectton ‚der Bahn des Bewegten in der Ebene der xz it mithin 
ebenfalls eine Ellipfe, welche ihren Mittelpunkt im Anfangspuntt hat; 
ihre halben Achſen find: on 


IE und ıyi1— #; 
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während bemnach die Lothrechte nur fehr wenig von 1 verfchieben “ 
erhält die wagrechte einen um fo größern Werth, je näher der Bruch ß 


der Einheit Tommt, fo daß bie durch den größten Kreis der Rugelfläche 
begrenzte Projectton der Bahn in ber Ebene der xz nur unmerklich von 
einer Geraden abweicht. Ste wird genau eine folche, wenn = « tft. 

Will man endlich die Koordinaten x und y noch als Functionen 
der Zeit darſtellen, ſo geben die Beziehungen: 


x2 r2 cos? „ y2 r sinꝰ 


mit ben obengefundenen Werthen son r und @ bie Ausdrücke: 


welche zeigen, daß bie zur Horizontal-Ebene parallele Bewegung in 
zwei ganz unabhängige gerablinige zerlegt, oder aus biefen zufammen- 
gefeßt werben kann, wie in dem Falle, wo Die gegen den Anfang ber 
Coordinaten gerichtete Kraft der Entfernung des Bewegten von bem- 
felben Punkte proportional if. Es muß indeflen dabei darauf aufmerffam 
gemacht werben, daß hier nur fehr kleine Ausweichungen vorausgefeht 
find, und zwar fo Hein, daß die Projectionen der Bogen la und 1 
anf die Ebene der xy, wo fle die Halbachfen der Ellipſe bilden, biefen 
Bogen felbft gleich werden, und man wird in ber Folge ſehen, daß bie 
obenbemerfte Zerlegbarkeit in zwei unter fich rechtwinklige, von einander 
unabhängige Bewegungen nur ein beionderer Ball eines allgemeinen 
Geſetzes für fehr kleine Bewegungen tft. 


6. 115. 


Sn 6. 107 wurde die Curve gefucht, auf welcher ein ſchwerer 
materieller Punkt herabfallen müffe, um in der fürzeften Zeit von einem 
gegebenen Orte A zu einem andern B zu gelangen. Wir wollen biefe 
Aufgabe nun noch dahin abändern, daß wir die Curve fuchen, längs 
welcher ber Bewegte auf einer gegebenen Fläche herabfallen muß, 
um, von einem Punkte A biefer Fläche mit der Gefchwindigkeit Null 
ausgehend, einen’ andern B in möglichſt kurzer Zeit zu erreichen. 

Sm Allgemeinen iſt es hier der gegebenen Fläche wegen nicht vor- 
theilbaft, den Anfang der Coordinaten in ben. obern Punft A zu 
verlegen. . Wir bezeichnen deßhalb die Entfernung dieſes Punktes von 
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ber Ebene ber xy mit z,, und erhalten dann, bie poftiven z abwärts 
genommen, wie fchon üfter: 

= 2g (z — 20) 
als Ausdbdruck für die Geſchwindigkeit des Bewegten im einer belichigen 
Entfernung z von derielben Ebene. Daraus folgt dann, daß man bie 
zur Beitimmung ber geluchten Curve nothwendige Bebingungsgleichung 
haben wird, wenn man in der Gleichung (J) in $.107, 2 — 20 ftatt z 
fegt, wobei der BactorY 28 tm Nenner wegfallen kann; biefe Be- 
dingungsgleichung nimmt daher Die Form an: 


z, 1 dx 1 1 dy 








"(dk dz * de 
Dieſes Integral wird auch im jebigen Falle zwifchen ben gegebenen 
Grenzen genommen, nicht für alle beliebigen Zormen der Vebergangs- 
geſetze = Null werden können, wenn nicht die Größe unter dem 


Integralzeichen ſelbſt Null if. In dem jebigen Falle find aber Diefe 
Mebergangsgefege nicht mehr unabhängig von einander, ſondern ſtehen 
wieder durch die Bedingung in Verbindung, daß der neue Punkt, zu 
welchem manübergehen will, noch ber gegebenen Fläche angehört, und wenn 
F(x,y,2)=0 

bie Gleichung diefer Fläche vorftellt, fo hat man für denfelben Werth 
von z, oder für den Vebergang in einem zur Ebene der xy parallelen 
Schnitte, die Bedingung: 

dF dx dF dy _ 


dx dk 'dy dk 0 
Daraus folgt fofort 
dF 
dy __ __ dx dx 
dk dF ok’ 
dy 


und bie vorhergehende Bebingungägleichung wird durch Ginführung 
diefes Werthes, und mit der weitern Beachtung, daß nun ber Goeffizient 


der willkuͤrlichen Größe = Null werben muß: 


1 dx 1 dy 

d ds d. — — 
ar Vin" ar Va", 0 
dy dz dx dz =0. dd. 


Sei zuerſt eine Ebene gegeben, welche mit der Richtung ber 
Schwere bem Winkel y bildet, deren Gleichung aljo bie einfache Form: 
Z X 
‚ cosy_  siny 
erhalten Tann, wenn man bie Ebene der xz fenkrecht zu ber gegebenen 
Ebene annimmt. Man zieht. daraus 


ni 
—) 








dF 1 dF dx 
FF ii" Zr Seh A Ber Phenn 1, 
und die Gleichung (d’) kommt damit auf die einfachere: 
dy _ 2— 29 
' ds 2a 


oder. 


2ay2=(s—n)(1+xX24Y®) 


zurück, worin 2a bie Conſtante ber Integration, d. h. ben Werth bes 
Ausdrudes : 


für einen beftimmten Werth’ von z bezeichnet, und y’ für 7, x für = 


fteht. Erſetzt man dann den Iehtern Ouotienten durch feinen Werth 
ey; und zieht den Werth von y’ heraus, fo findet man: 





und das allgemeine Integral: 


zZ 
_ V ı—n 
any = jr Aatna 


Die Projection ber gefuchten Curve in ber Ebene der yz tft alſo eine 
der Cycloide ähnliche Linie, bei welcher die zur Achſe ber = parallelen - 
Ordinaten alle im Verhältniffe 1 :cosy verfüngt find; bie Bahn bes 
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Bewegten in ber gegebenen Ebene felbft muß baher wieder eine Cycloide 
fein, deren erzeugender Kreis bie Gonftante 2a zum Durchmefler hat, 
und deren Bafis zur Achje der y parallel und in der gegebenen Ebene 


, Hingeneinheiten von ihr entfernt if. Die Bedingung, daß 

dieſe *— auch durch den zweiten gegebenen Punkt geht, wird, wie 

in dem früheren Falle, zur Beſtimmung des Durchmeſſers 2a führen. 

AS zweite Anwendung nehme ich die Kugelfläche, deren Mittel⸗ 

punkt im Anfangspunkte liegt und deren Halbmeffer r iſt; ihre Gleichung: 
F(x,y,2)=0=”+Y2+2—r 

gibt, wie früher 





um 
* 


dF__ dF 
dx ’  dy 1 i 
und verwandelt Die Gleichung (d’) in 








1 dx 1 dy 
J— Bier 
er VE m — dz =0. 
Integrirt man alfo, und beachtet, daß man hat: 
“ ar 


dz dz 
fo ergibt fih bie Differentialgleichung: 
dx — — 
— 


worin bie Conſtante Y2a nun den Werth von 
dx dz 

y ds — x ds 

Vz — 20 


fuͤr einen gegebenen Werth von 2, alſo z. B. für ben Punkt B be 
zeichnet, wo zz, iſt. Bringt man dann dieſe Gleichung unter bie 
Form: 
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dx _— 
Y—- dz ya iz 


Say +GI* 7 6 
und eiminiet ST — mittelf der erſten Abgeleiteten der Kugelgleichung: 
| urrate=0, 
fo erhält man die neue Gleichung | 
ger] at *).- Ve. | 


welche in Bezug auf = aufgelöfet, und mit Beachtung der Gleichung 
der Kugelfläche den Werth gibt: 


dx L- 2a (2— 20) 
da ap am 2+y? — 2a(z—2) 


Ebenſo findet man für ı den Werth: 


dy ____ya___rx alu) 

da xy 2ıyYYy Ray — 2a(ı—) 
und wenn man nun dem erften dieſer Ausdrüde mit y, dem zweiten 
mit x multiplieirt, ihren nuterſchied an ‚und x2-1y2 dur r2— 2? 


erfeßt, fo findet man für yS — — x den neuen Werth: 


ET, ck. 


R— 22 — 2a (2 — 20) 


welcher als Differentialgleichung zwiſchen den drei Veränderlichen 

x, Y und z das erſte Aenderungsgeſetz ber Gleichung einer Fläche 
vorſellt, welche die gegebene Kugelfläche nach der geſuchten Curve 
ſchneidet. Dividirt man dieſelbe auf der linken Seite durch x? 2, 
auf ber rechten durch 12 — 22, jo kann ſie unter die Form gebracht 
werden: 


[ 
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1 _V_ ro J 2a (2 — 20) 
da rı — 2? — 2a(z—z,) ’ 


unter welcher die Veränberlichen getrennt erſcheinen, und die Integration 
möglich wird. Das allgemeine Integral nimmt dann bie Form an: 


L 

x x r 22(z—z) 
8.) u er An) 
und zeigt, daß bie enbliche Köfung ber Aufgabe noch von der Aus- 
führung des angebeuteten Integrals abhängt, welche indeflen wieder 
nur auf bem Wege der Annäherung ftattfinden kann, felbit in dem 
einfacheren Falle, wo man 20 *0 fest, ben Punkt A alſo in der 
bene der xy annimmt. 

Bemerkenswerth dürfte es daher noch fein, daß ſich der Bogen ber 
gefuchten Curve in einem ziemlich einfachen geſchloſſenen Ausdrude dar- 
ftellen läßt. Vergleicht man nämlich die beiden Werthe (e) und (f) 
bes Aenderungsgeießed : 


dx dy 
nn ’ı 
mit einander, fo wird man daraus das Aenderungsgeſetz: 
ds r 


| de Va-a-2alı—n) 
und das allgemeine Integral 
a+z 


ziehen, wo vorausgefeht ift, daß der Bogen s in dem obern Punkte A 
anfängt, und wo d den Ausdrud: 


s—r(arcsin 


— 9) 


a 29 
Vrr+2an, +08 


vertritt. Dabei tft jedoch zu bemerken, daß bie Größe a in dieſen 
Ausdrüden noch unbekannt tft, und daß dieſelbe nur aus ber vollſtändig 
integrirten Gleichung (8) dadurch gefunden werden kann, daß man in 


arc sin 


ad 
diefelbe die Coordinaten x,, y,, z, bes tieferliegenden Punktes B ein- 
führt. Würde man dagegen die Rage des Punktes B.durch die Ordinate 


z, und die Länge 1 des Weges, welchen ex befchreiben fol, beftinmen, 
fo würde man aus dem obigen Werthe von s die Gleichung: 


az, —Vra+2a2,+ 32 sin(—+ 9) 


ziehen, durch welche der Werth von a unmittelbar gefunden werden 
kann. Sollte z. B. —E ſein, ſo wuͤrde man 


Vra — 292 
Vrs +2az, + a? 


a—=VYr— 23 —z, 


sia(>r +4) =c0s0 = 


und demnach 


finden. Für = rer dagegen ergäbe fih 2a=— (m +z,) was bie 
frühern Ausdrüde im Allgemeinen imaginär macht, und fo lange als 
29 nicht negativ iſt und größer als z,. Man wirb fih von diefem 
Ergebniſſe Teicht Rechenfchaft geben, wenn man beachtet, daß ber fallende 
Punkt, welcher von A mit ber Geſchwindigkeit Nu ausgeht und bis B 
einen Weg ser zurüclegen foll, jedenfalls eine tieffte Lage und eine 
größte Geſchwindigkeit erhalten, und mit diefer wieder fleigen muß, 
aber der Ebene ber xy nicht näher kommen kann, als es der Punkt A 
ft, weil für eine gleiche Entfernung z, feine Gefchtwindigfeit wieder 
Null geworden If. Für ein pofitives 20 tft demnach die Bebingung: 

— rer für ihn unmöglich. Für ein negatives z, müßte man aber an- 
nehmen, daß ber Bewegte anfänglich ſich auf der gewölbten Seite ber 
Kugelfläche befinde, und beim Durchgang durch die Ebene der xy in 
die hohle Seite eintrete, 

Sn dem befonbern Falle, daß gerade z, = — z, fein foll, hat man 

a0, und die Gleihung (g) wird 
X) __ Yo 
Yo ».Y x X, 
alſo die Gleichung einer Tothrechten Ebene; der Bewegte muß bem größten 
lothrechten Kreife folgen, und dabei, wie leicht zu fehen ift, durch ben 
tiefiten Punkt der Kugel kommen, da nur biefer größte Kreis zwiſchen 
den gegebenen Punkten bie gegebene Länge zur befikt. 


arc tang — — arc tang 
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BEE. Bewegung auf einer beweglichen Fläche oder Curve. 


$. 116. 


Wenn die Fläche oder Curve, auf welcher fih ein materieller 
Punkt bewegen foll, nicht feſt ift, fo wird der Druck, welchen berjelbe 
auf diefe Hinberniffe ausübt, auch feinen Einfluß auf deren Bewegung 
äußern, da biefe Hinderniffe dann aber als materielle und ber Wirkung 
gegebener Kräfte unterivorfen angenommen werden müflen, widrigenfalld 
fie fo gut wie nicht vorhanden wären, fo haben wir es in dieſem Yalle 
nicht mehr mit einem einzelnen materiellen Punkte, fondern mit einem 
Syſteme von folchen Punkten zu thun, und zwar mit einem veränder- 
lichen Syftem, für welches das dritte Buch die Geſetze des Gleich— 
gewichtes und der Bewegung unterfuchen wird. 

Was ferner die Gefehe der Bewegung betrifft, welche der Bewegte 
befigt, wenn man feine Lage und Gefchwindigkeit auf Punkte der be- 
weglichen Fläche felbft bezieht, und diefe ſich als unbeweglich denkt, fo 
ergeben fich dieſelben nach denen ber bezüglichen oder relativen . Be 
wegung überhaupt, von denen Das folgende Kapitel handeln wird. 
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Viertes Rapitel. 
Relative Bewegung des materiellen Punktes. 


$. 117. 


Die Bewegungen, welche wir bisher betrachtet haben, wurden 
immer auf ein feites, feiner Lage nach unveränderliched Coordinaten- 
Syſtem bezogen‘, und demnach als abfulute Bewegungen gedacht; 
ſolche Bewegungen gibt es aber, ftreng genommen, für und in ber 
Wirklichkeit nicht, da wir Feine feite Punkte haben, mit denen wir die 
Bewegungen, welche wir beobachten, vergleichen könnten. Sp nehmen 
alfe Körper der Erde an der doppelten Bewegung berfelben, um ihre 
Ace und um die Sonne, Theil, und ein materieller Punkt, welchem 
auf der Erdoberfläche noch eine eigene, von ben Punkten diefer Ober- 
fläche unabhängige Bewegung ertheilt wird, Hat demnach ſchon eine 
dreifache. Es muß deßhalb unterfucht werden, welchen Einfluß die dem 
ganzen Syſteme gemeinfchaftlichen Bewegungen auf die befondere Be— 
wegung eined Punktes innerhalb des Syſtems haben, dem auch der 
Beobachter angehört, oder doch als angehörend gedacht wird, oder mit 
andern Worten, es find noch die Geſetze der relativen Bewegung 


eines materiellen Punktes zu unterfuchen, der einem in Bewegung be= 


findltchen Syſteme angehört, und zwar für einen Beobachter, welcher 
ebenfalls Theil an der Bewegung des ganzen Syſtems nimmt. \ 

Dazu wird es offenbar genügen, einen Punkt des Syſtems zu 
wählen, gegen welchen der Beobachter in einer unveränderlichen Lage 
bleibt, und durch denfelben ein Coordinatenſyſtem zu Yegen, deſſen 
Achſen gegen ben Beobachter ebenfalls eine unveränderliche Lage behalten, 
im Mebrigen aber fich mit dem Syſteme ſowohl fortfchreitend als drehend 
fortbewegen, und dann bie Beziehungen zwifchen ber Bewegung des be= 
treffenden materiellen Punktes in Bezug auf ein feſtes Coordinatenſyſtem 
und feine Bewegung in Bezug auf das nach befannten Geſetzen beweg⸗ 
liche Achſenſyſtem zu unterjuchen. 

Seien alfo am Ende. der Zeit t.die Coorbinaten des Bewegten in 
Bezug auf ein feſtes unveränderliches Achſenſyſtem mit x, y, z, in 
Bezug auf ein bewegliches Syſtem dagegen, defien Anfangspunft A in 
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demſelben Augenblicke durch bie Coordinaten x,, y,, z, in Bezug auf 
das fefte Syftem beftimmt wird, mit E, 7, & bezeichnet. Die Achfen 
bes beweglichen Syftems werben bann mit denen bes feiten die Winkel: 


Ex, EV, Er, 98, nY» 77, etc. bilden, für melde 
nn nn N 
cos 53x — ,„ wstey=b ,„ wsdı=e 
— N N 
2.) csnx=ia , cony=» , cos 72 — ec’ 
cos tx — a’ ; cos ty— bh , cos t2 — e* 
fein fol. Ferner wollen wir uns durch den beweglichen Anfangspunkt 
A ein zweites Coordinatenſyſtem gelegt denken, beffen Achſen der 
X, Y, z fortwährend einzeln ben entiprechenden feiten Achfen der 
x, Y, z parallel bleiben, während fie mit den beweglichen Achfen die 
felben Winkel bilden, wie dieſe. — Man hat dann zwifchen den Goor- 
dinaten x, y, 2 bed Bewegten in Bezug auf das feſte Syſtem und 
feinen Goordinaten x’, y’, z’ in Bezug auf das parallele bewegliche 
Syſtem, bie Gleichungen: 
s=y,+r , y=y+tY, z=13+7, 
aus denen in Bezug auf die Zeit t die erften Aenderungsgeſetze: 





dx _dx de dy__dy, ‚dr 
u dd’ rien’ 
da _ dz, , dz’ 
dt dd’? 
und bie Aenderungsgefehe zweiter Ordnung: 
dx dx der day day, day 
d2 da "dr ° di? ga qm 


az di z’ 
a -7 Tv rn) di? 
folgen, Aus den drei erften fchließt man unmittelbar, daß die Com⸗ 


ponenten: 
dx — dy dz 


- gg > T 
ser wahren Geſchwindigkeit Vin Bezug uf das feſte Achſenſyſtem 


einzeln gleich ſind den Reſultirenden aus den entſprechenden Com⸗ 
ponenten: 
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— 4x, ‚ —4Y, dz 
‚gt ° di ’ 


der Geſchwindigkeit V, des beweglichen Anfangspunftes, und den Gom- 
Honenten: 
‚_dy dz’ 


x 
u — — v — — — 
dt dt dt 


u v 


der Geſchwindigkeit V’ des Bewegten in Bezug auf das zum feſten 
parallele bewegliche Syſtem; es wird daher auch bie Geſchwindigkeit V 
felbft in jedem Augenblide der Rejultivenden aus ben Gefchwindigfeiten 
V, und V’ ber Größe und Richtung nach gleich fein. Umgekehrt hat 
man auch: 


ı__ — — 
vw=u—u, V=v--v, w=w-—w (109. 


und es kann bemzufolge die relative Geſchwindigkeit V’ in Bezug auf 
das parallelbleibende bewegliche Syftem als die Refultivende aus feiner 
wahren Geſchwindigkeit V und ber in entgegengefeßtem Sinne genom- 
menen Geſchwindigkeit V, des beweglichen Goorbinatenfgftens angefehen 
werben, was auf ben Schluß führt, daß bie relative Geſchwindigkeit 
zur abjoluten würde, wenn dem beweglichen Anfangspunfte in jedem 
Augenblicke eine der V, gleiche aber entgegengefehte Geſchwindigkeit er- 
theilt werden Tonnte, 

Achnliche Beziehungen fprechen die brei letzten Aenberungsgefebe 
für die Kräfte aus. Denn bezeichnet man die Refultirende aller Kräfte, 
welche an bem bewegten materiellen Punkte thätig find, alſo ſowohl 
derjenigen, welche von außen auf das ganze Syften wirken, bem ber- 
felbe angehört, als berjenigen, welche innerhalb des Syſtems Ihe 
Thätigfeit Außern, mit R, ihre Gomponenten mit X, Y, Z; ebenfo 
mit X,, Y,, Z, bie dieſen parallelen Componenten einer Kraft R,, 
welche als die Urfache der Bewegung des Anfangspunftes A in Bezug 
auf das feſte Syſtem angeſehen werden kann, fo daß man hat: 


fo fchließt man aus den drei lebten Aenderungsgeſetzen, indem man ſie 
mit m multiplicirt, die Gleichungen: 

N ur 2 7 
m d’x d@y d?z 


=X—X,, m, =Y-V, nz =2-Z, (110. 
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welche ausſprechen, daß die Kraft R’, welche die Bewegung des materiellen 
Punktes in Bezug auf das parallelbleibende bewegliche Goorbinatenfyftem 
hervorbringen würde, wenn diefes in Ruhe wäre, in jedem Augenblide 
der Refultirenden ber Kraft R und ber in entgegengefegtem Sinne ge- 
nommenen Kraft R, gleich fein muß, alſo der Refultirenden aus ber 
wirklich thätigen Kraft R und einer Kraft R,, welche dem Anfangs- 
punkte A eine feiner vorhandenen gleiche und entgegengejehte Bewegung 
ertheilen, oder welche denfelben im Gleichgewichte halten würde. 
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Gehen wir nun von bem parallel fich bewegenden Coordinaten⸗ 
Syftem zu dem fich drehenden über, fo haben wir zwifchen den Coor⸗ 
dinaten X’, y’, 2’ bed Bewegten in Bezug auf das erftere und feinen 
Coordinaten E, 7, & tn Bezug auf das zweite nach $. 32 der Einl. 
in jedem Augenblicke die Beziehungen: 


x-aötantaL 

b.) Yy=bE+by+WL 
?=citen+tet, 

in denen ſowohl Die Goorbinaten E, n , Z al8die Coſinus a, b, c, etc. 


als Functionen der Zeit t zu betrachten find. Man zieht deßhalb aus 
ihnen die Aenderungsgeſetze in Bezug auf t: 


te — 


dx _ 
die 

dy _ »218 
t 


— 


e.) TH HH HT 


[> ] 


da M . „dn dd de dc” 
dt nrentin  HESCH 7 tr:7r 


welche zeigen, Daß die Componenten der Geſchwindigkeit V’ in Bezug 
auf die parallelbleibenden Achfen wieder aus ben Componenten von 
zwei andern Gejchwindigkeiten zuſammengeſetzt find, oder in biefe zerlegt 
werden Tünnen. DBezeichnet man nämlich die relative Geſchwindigkeit 
bed Bewegten in Bezug auf bie fi) drehenden Achſen der &, n, & 


mit V;, ihre Gomponenten parallel zu denfelben Achfen: 


d& _, dn . dd 
It mit ur y dt mit vʒ N At mit we; 
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und ihre Componenten nach ben barallel ſich bewegenden ober nach ben 
feſten Achten mit 


Y og Wr 
fo Hat man offenbar 
u. =ay + av +m=as ru rg * 
hut +tiw=ehn S4r Hr r 


w= cu, e v; t+ew= + 7 +7 "x 


Denkt man fich ferner einen zweiten Punkt, welcher in * auf das 


ſich drehende Syſtem am Ende ber Zeit i dieſelbe Lage: hat, wie der 
Bewegte, welcher aber mit dieſem Syſtem von bemfelben Augenblicke 
an feit verbunden bleibt, fo daß feine Coordinaten E, 77 und & unver 
änberlich werben, und bezeichnet man die Gefchwindigfeit diefes Punktes 
in Bezug auf das paralielbleibende Spitem mit Vz, ihre Gomponenten 
nach ben: drei Achfen dev x’, y’, z’ mit ug, Yo, Wg, fo iſt aus den 
vorhergehenden Gleichungen Cb) in denen nun &E, n und 5 unver 
anderlich ſind, leicht zu Ken, u man hebn muß 


wette + 


db’ 
——— 


= 


DI 2 
u 
m 


meet + 

Mit diefen Ausprüden ſchließt man . aus ben Gleichungen (c) 

v-u+% , Vevtw, w=ewmH4w ; 
es kann demnach bie Geſchwindigkeit V’. als die Refultirende der beiben 
Geſchwindigkeiten V, und V, angejehen werben, und umgekehrt die 
Geſchwindigkeit Vz als bie Reſultirende der Geſchwindigkeit V’ und 
einer ber Vz gleichen aber entgegengeſetzten, d. h. einer. Geſchwindigkeit, 
durch welche die drehende Bewegung des Coordinatenſyſtems der &, 7, & 
aufgehoben wuͤrde. 

Beachtet man nun bie Bedingungsgleichungen zwiſchen den Winkels 


funchionen a, b, c, a, b’, ce 9 eic, 9 namlich ! 
Oecher, —*8** der mianu 1. 31 


‚aM +0 = aa +bb +ce 0 
aa 42 4021 | ar bb te —0 
2 h3 rc 21 (dt tot —=0 
und die Daraus folgenden Aenderungsgeſetze: 
da "db de 
a Ir 4 bi + en >. 
‚dd ‚db ‚de _ 
a tr’ t'To° 
„da „db” „de 
ı rb dt + dt =0 
‚da, db, ‚de _. ad de 
a rar mnru Fi at) 
da „db , „de 
ar Teer Tee + = ar ar 


" da’ v dh’ ” — ⸗ ⸗ de” 
— re dr ed Cr an. it: ar) 
jo wird man die Werthe von up, vg, wz; aus ben vorhergehenden 
Gleichungen (ce) ziehen ‚ wenn man biefe der ‚Reipe nad zuerft mit 
a, b, c, dann mit a’, b’, e’, und zuleht mit a”, b”, c” multiplicirt, 


und bie drei entfprejenben Produ Iocamal abdirtz man findet fo 
die Ausdrũcke: : 


— ——— nr) 
5 en Ci “ Te 2 
arten tr —— te 
Be: ] 
aa thvtew w Cl en J 2 


77 gr rar * re ip) 
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Bezeichnet man dann bie Gomponenten ber Geſchwindigkeit V’ parallel 
zu ben Achſen ber &, n, 5 mit wW;, ve, Ya jo bat mau wie 


leicht zu fehen iſt: 
u's =aWw+bvVv+tcw 
v=aU+-bVY+cw ; 
w,=aU+bvV+cw _ 
ferner zeigen die Gleichungen (d), daß man bie beiden legten Glieder 
der vorhergehenden Gleichungen durch die Ausdrüde: 
aw-+-bv + cw = u; 
ag th Fimy = v; 
au + b’vg + 0’wg = w’; 
erfehen Tann, in welchen u’g, v"z, w”z bie drei Gomponenten der 


Geſchwindigkeit Vz parallel zu den Achfen der &, 7, & vorftellen; man 
ſchließt Demnach 


you), yayrı-ly., werew;, (il, 


oder wie vorher ausgefprochen wurde, Daß bie relative Geſchwin— 
digkeit Vz; in Bezug auf das ſich drehende Syſtem die Re 


. fultirende tft von der relativen Geſchwindigkeit V’ in 


Bezug-auf dasparallel ſich bewegende, und von einer der 
V, gleichen und entgegengefegten Geſchwindigkeit, mit 
welcher fih ein dem drehenden Syſtem angehörender 
Bunte, deſſen Eoordinaten 5, n, & find am Ende ber 
Zeit, in dieſem Augenblide bewegen müßte, um in Bezug 
auf das erfiere Coordinatenſyſtem in Ruhe zu bleiben. 

Diefe Iebtere Geſchwindigkeit wird indeſſen, da fie einer drehenden 
Bewegung zufommt, anfchaulicher durch bie Winkelgeſ chwindigkeit 
dargeſtellt. Ka man nämlich 


“ a Here 


HT team ’ 


[2 





454 


fo kann man bie Werthe von u", , v’z, w”z auf bie Form bringen: 


1; =—plmusv— Losu) 
ve=—o(bcsi—Ecs») 
we=—o(Ecau—n0084), 


und diefe Ausbrüde zeigen durch Vergleichung mit ben in 6. 23 der 
Einleitung gefundenen, daß wenn man bie von dem Punkte EC auf 
bie Gerade, welche die Winkel A, u, » mit den Achfen ber &, n und d 
bildet, gefällte Senfvechte mit p bezeichnet, fo daß man 


p= = Von —n nat Cosa — Ener)? near — 5 oonn)® 
bat, die Quotienten: | 


ncosv— L cosu GC cos —Ecosv E cosu—n cos} 
_ IT 5 020 2, 0—_ı 0 


p p p 


die Coſinus der Winkel I, m, n vorftellen, welche mit den Achſen der 
E, n, & von einer Geraden gebildet werden, bie zugleich auf Dem zu 
dem Punkte Ed gezogenen Fahrſtrahl und auf der vorgenannten Ge- 
raden, welche die Winkel A, zu, » mit benjefben Achien einjchließt, 
fenfrecht ftehtz man hat baher auch 


uz=ppceosl ,„ vV;=ppcom , w’;=pgeosn, 


und dadurch y 
1*P9 


Iſt demnach A, Fig. 92, der gemeinſchaftliche bewegliche Anfang 
der beiden Coordinatenſyſteme der X, y’, 2’ und ber &, y, T, und M 


der bewegte materielle Punkt, alfo AM der Fahrſtrahl VER 72478, 
und AP die Gerade, welche die Winkel A, u, » mit den Achſen AZ, 
AH, AZ bildet, endlich MP bie son M auf die AP gefällte Senk⸗ 
rechte p, fo tft die Geſchwindigkeit V, fenfrecht zu ber Ebene ber beiben 
Geraden AM und AP ‚gerichtet, und ihre Intenfität diefelbe, ald wenn 
der Bewegte M mit ber Winkelgeſchwindigkeit 9 um ben Punkt P ober 
um bie Achfe AP einen Kreis beichreiben würde. 

Die Lage diefer Achfe AP, um melche fich in irgend einem Augen- 
blicke das ganze Syſtem hrehen will, dem der Punkt A und ber 
Beobachter angehört, ft natürlich unabhängig von den Coordinaten 
&,.n, 5 des innerhalb des Syſtems fich bewegenden Punktes, und nur 


x 
. 
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bedingt durch bie Functionen a, b, c, etc., welche die Lage des Sy- 
fiemd am Ende der Zeit t, oder mit andern Worten, welche bie 
Geſetze der drehenden Bewegung bes Syſtems ausdrüden. 
Mit den Werthen von a, b, c, etc., ändern fich Demnach auch bie 
Winkel A, u, », welche die Lage der Achſe AP des Syſtems beftim- 
men; biefe tft alfo in jedem Augenblicke eine andere, und wird deßhalb 
augenblickliche Drehungsachſe des Syſtems genannt. Wir wer- 
den auf dieſe Betrachtung bei ber Unterfuchung ber Betvegungsgefebe 
eines feiten Syflems von materiellen Bunkten, welches fih um einen 
unverrüdbaren Punkt drehen laͤßt, noch einmal zurückkommen, 
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Um nun ebenfo die Beziehungen zwiſchen ber relativen Bewegung 
in Bezug auf das fich drehende Syſtem und den Kräften, welche an 
dem lebtern überhaupt und an bem bewegten materiellen Punfte ins⸗ 
befondere thätig find, feftzuftellen, leite man aus den Gleichungen (c) 
die zweiten Aenderungsgefehe der Gleichungen (b) ab; diefe find: 


dy 93 a. da 
gu tt at: tn rn ra Hr * 
d5 da dn da de da 
aa a dt va ’ 


day ,d „dt dp  _d2h” 
di bin +b di? 24 rent dt2 + dt? ( 
e. 
d& db ..n, dy dd dh” 
+27 ri ru dt di ’ 
d?z' d?E ‚ d2n d2t d? c’ d?c” 


di — are tet et as tr 


d& de-, dn dd | d£& de 
+ej - ee 


Multiplichet man dann diefe Gleichungen mit der Maſſe bes Bewegten, 
und bezeichnet man wie oben die Kraft, welche bie relative Bewegung 
in Bezug auf das parallelbleibende Coordinatenſyſtem hervorbringen 
würde, d. i. die Refultivende der Kräfte R und —R, mit R’, ihre 
Gomponenten parallel zu den Achſen der 7’, Y, 2, nämlich: 


dx’ fl mt ey [ 
Mg —— —=X—X mtX ,„, mr —Y—Y, mit Y, 
d?z , 
ms —Z—Z, mt — 


und ihre Componenten parallel zu den Achſen der &, n, & mit 
#, H, Z', fo ergeben fich zuerſt die Beziehungen: 


K=aX’+bVY-+ecZ 
H=«ıX+bVY-+ecZ 
z=e X -+bVY + cdZ. 


Ferner bezeichne ich mit R, eine Kraft, welche einem materiellen Punkte 
von gleicher Mafle und Lage, wie bie des Bewegten, der aber mit dem 
ſich drehenden Coordinatenſyſtem auf eine unveränberliche Weiſe ver- 
bunden bleibt, deſſen Goordinaten E, 7, T aljo unverändberlich find, 
die Geſchwindigkeit V, ertheiltz die Gomponenten biejer Kraft nach ben 
parallel ſich bewegenden Achien feien X, ,; Ya, Ze, ober zufolge der 
Gleichungen (d) 


a d’a’ dia” 
%.=m—- —5 = +n dt? +6 -2 dis 
_ 4 I 4b  _dih 
Yg — DD di2 47 ar, +6 -—- ai ’ 

d d?c dc 


— 
a mm J — 


die Componenten derſelben Kraft Rz nach den ſich drehenden Achſen 


dagegen ſeien 
Kaah , 
EXV, 
zu tb, +0. 


Nach diefem multiplicire ich Die Gleichungen (e) wieder der Reihe 
nad) mit a, b, o und nehme ihre Summe, dann mit a’, b’, c’, und 
zuletzt mit a”, b”, ec” umd ſummire jedesmal die drei entfprechenden 
Producte; dadurch ergeben fich mit Berücfichtigung der vorhergehenden 

Beziehungen und ber frühen Bedingungsgleichungen mwiſchen den Func⸗ 
tionen a, b, c, eto. die Ausdrücke: 


“37 


BE. 2 inf. de db de 
min ——* -2n| TA Gere +) 


def .da „db , ‚de 
ulm rb dt a)! 


mn | Ei nn 2a) c 
2 Grit), u 
— ——— ————— es 


und wenn hier die Aenderungsgejebe: > , * * durch die rela⸗ 
tiven Geſchwindigkeiten u; , vg, wg , bie eingeklammerten dreigliedrigen 
Factoren durch ihre früheren Werthe: — ꝙ cos y, —gQ cosu, —@cos4 
erjeßt werden, fo nehmen bie lebten Glieder der vorſtehenden Gleichungen 
bie Korm an: 


—ımgp(v; cos y—w; cosu) , —2mga(w; cosA— u; cosyv) 


— 2m (u; c08u — v; 0084) , 


und können demnach ald die Componenten einer Kraft F=2mgygq 
angefehen werben, deren Richtung fowohl auf derjenigen ber relativen 
Geſchwindigkeit Vz, als auf derjenigen der augenblidlichen Drehungs- 
achſe fenkrecht fteht, und mit den Achſen ber 5, 7, 5 bie Winkel 
Y, m, n’ eimfhließt, für welche man 

— 1 — 
Vg 008 9 — wʒ cos u ne cos ug cos y 
q q 
U; 008 U — V; 0084 


q 


cl = — 
cu = — 
bat, und 
q=Y (u; c0su-vg008 4)?} (w;c08A-u;bos —X (vg 008 » -wgcosw)2 


iſt. Endlich fehließt man aus den in F. 23 der Einleitung abgeleiteten 
Formen, wen I den Winkel zmifchen ber augenblidlichen Drehungs- 
achſe und der Richtung der relativen Geſchwindigkeit V, bezeichnet, Die 
Beziehung 

q=Yu? 4 vꝛ 4 we. sin 9 Vxʒ sin 9 


wonach alſo q bie Projection der relativen Geſchwindigkeit Vz auf 
eine zur augenblicklichen Drekungsachfe ſenkrechte Ebene ift, und 
F=2mgpV; sin} wird, 
Beachtet man num weiter, daß die Kräfte: æ — 5”, H— H”, 
Z’ — Z” die zu den beweglichen Achſen der &;n.& "parallelen Com⸗ 
ponenten einer Kraft R; find, welche aus ber Reſultirenden R aller 
thaͤtigen Kräfte durch ihre Verbindung mit den in entgegengelektem 
Sinne genommenen Kräften: R, und R, entfteht, durch die der Be 
wegte biefelbe Bewegung erhalten Tann, als wenn er mit dem fort- 
fchreitenden und fich drehenden Coordinatenſyſtem feft verbunden wäre, 
und bezeichnet man jene Componenten von R; einfadh mit 5, H, Z, 
{9 ziehen wir aus dem Vorhergehenden bie einfachen Gleichungen: 


da£ 


— ng =#—Fost 
2 

112). mn? = H—Fusm 
ms 


ma = zZz—Feost, 
welche darthun, daß Die relative Bewegung eines materiellen 
Punftes in Bezug auf ein in Bewegung begriffenes Coor— 
dinatenfyftem in derfelben Weife ausgedrüdt wird, mie 
bie Bewegung in Bezug auf ein feſtes Coordinatenſyſtem, 
indem man den Somponenten der bewegenden Kraft R 
noch Dieentgegengefehten Componenten derjenigen Kräfte 
binzufügt, melde dem bewegten Punkt in Bezug auf ein 
feftes Coordinatenſyſtenm biefelbe Bewegung erthetlen 
würben, als wenn er innerhalb des in Bewegung begrif- 
fenen Syſtems in Ruhe wäre, und noch bie einer Kraft F, 
welche von ber Wintelgefhwindigfeit des bewegten Sy 
ſtems und von der relativen Geſchwindigkeit des bewegten 
Punktes ſelbſt wieder abhängt, welche nämlich im Stande 
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ift, bie Bewegungsgröße —2mpV; sind in ber Einheit 
der Zeit zu erzeugen. 

Bergleicht man ferner die Gleichungen (112) mit ben Gleichungen 
(a) in $. 108, und beachtet, daß bie Richtung der Kraft F immer 
ſenkrecht ift zu der der relativen Geſchwindigkeit V;, fo Tann man ſich 
biefe Kraft F auch ald den MWiberftand einer Släde vorſtellen, auf 
welcher Ber Bewegte bleiben muß; bie Winkel Y, m’, m werden dann 
diejenigen fein, welche bie Normale zu biefer Fläche in dem Punkte Ent 
mit den beweglichen Achſen bildet, und die Unterfuchung ber relativen 
Bewegung kommt danach auf die der gezwungenen Bewegung auf einer 
feften Fläche zurück, für welche aber die Gleichung nicht gegeben, deren 
Geſtalt nicht bekannt iſt. 

6. 120. 


Die firenge Auflöfung der Aufgabe, die Geſetze ber relativen Be— 
wegung eines freien materiellen Bunftes zu finden, ſetzt alfo nicht nur voraus, 
daß man bie Bewegung des Beobachter oder die des Coordinatenſyſtems 
Tennt, auf welches man die Bewegung des materiellen Punftes beziehen 
will, weil davon die SIntenfitäten und Richtungen der beiden Kräfte R, 
und R, abhängen, fie wird auch insbefondere durch Die Richtung ber 
Kraft F erfchwert, da dieſe nicht blos von ber Lage bed Bewegten, 
fondern auch von feiner relativen Geſchwindigkeit abhängt und nicht 
mit Bortheil eliminirt werden Tann, und es bürfte deßhalb in den mei- 
fien Fällen leichter fein, die Bewegung des betreffenden materiellen 
Punkles zuerft in Bezug auf ein feftes Coordinatenſyſtem zu fuchen, 
und dann durch Vergleichung diefer Bewegung mit der Bewegung bes 
Syſtems, welchem jener Punkt angehört, beflen relative Bewegung ab- 
zuleiten, wie dies in $. 883 für einen materiellen Punkt gefchehen if, 
welcher auf der fich drehenden Erbe von einer gegebenen Höhe herab- 
fallt. — . Unfere obengefundenen Gleichungen können uns indeſſen dazu 
dienen, einige bemerfenswerthe allgemeine Eigenfchaften der relativen 
Bewegung kennen zu lernen. 

Aus der vorhergehenden Vergleichung der relativen Bewegung mit 
derjenigen auf einer feften Fläche folgt nämlich fogleich, daß die relative 
Geſchwindigkeit Vz felbft von der normalen Kraft F unabhängig tft, 
daß aljo das Princip von der lebendigen Rraft des Bewegten und von 
der Arbeit der Kraft .R, geradeſo befteht, ald wenn das Syſtem in 
Ruhe, und. an dem Bewegten nur bie Kiaft R, thätig wäre. In ber 
That findet man, wenn bie Gleichungen (112) der. Reihe nach: mit 


BR 


ds dy dd 
21° > u 
multiplicirt, und die Producte abdirt werden, mit Beachtung ber Werthe 


von cos!, cosm, cosnm, daß der Goeffizient von F Null wird und 
fich die Pung a 
dd 


olac.n, Me 
— sg?’ 
so 


worin U, die anfängliche relative Geſchwindigkeit vorftelt, und g den 
Bogen ber relativen Bahn bezeichnet. Erſetzt man dann bie Kraft R; 


durch die Kräfte R, —R, und —R,, von denen fie die Refultivende 
ift,, fo nimmt der vorfiehende Ausdruck die Form an: 


2 2 ; dr | 5 dr s dr 
113.) mV; —mU; =2 dc. R— — 2 Ide.R ——2hdc.R, — 
j j j* ds j ar * ds 


und wenn bie Kräfte R, R,, R, Functionen von r, r, und r, find, 
ſo kann man auch fihreiben: 


114.) mYV;" — mU; je. R— lin. R — -2 [an B , 


wo dann rg, v, und r”, die anfänglichen Werthe von r, rn, und r, 
bezeichnen, 

Hat das bewegliche Coordinatenſyſtem 3. B. eine gleichförmige 
Bewegung um eine feſte Achſe, fo wird man diefe als eine der Achien 
des beweglichen Syftems nehmen; die Kraft R, , welche den Anfangs- 
punkt im Gleichgewicht halten kann, wird Null fein; bie Kraft R, 
dagegen, welche die Bewegung bes am Ende ber Zeit t mit dem Sy- 
ſtem feit verbundenen Punktes hervorbringen könnte, müßte offenbar in 
jebem Augenblide gegen ben Mittelpunkt der Bewegung oder gegen bie 
fefte Achſe gerichtet und dem dynamiſchen Drude gleich und entgegen- 
gejeht fein. Bezeichnet alfo r die Entfernung bes Bewegten am Enbe 
der Zeit t von ber feiten Achſe, ꝙ die conſtante Winkelgeſchwindigkeit 
des drehenden Syſtems, ſo hat man 


“1 


r j 
=— mop?r , 2 in. n 8-9 , 


Io 


und wenn man die fenkrecht zur Drehungsachſe gerichtete Geſchwindigkeit 


eines in den AMbftänden r und r, von berfelben mit ben Achfen der 
&, n, 5 feft verbundenen Punktes durch v. und v, vorftellt, fo bat 
man die Gleichung: 


mV; ’— mU; '=2jis.n Rutmn — 192); y (114=, 


Der Zuwachs ber relativen lebendigen Kraft eines mate- 
riellen Punktes in Bezug auf ein in gleihfürmiger 
drehender Bewegung um eine fefte Achfe begriffenes Sy- 
ftem iſt demnach um den Unterfchted berlebendigen Kräfte 
zweier mitdem Syſtemfeſt verbundenen Bunftevongleicher 
Maffe, von denen fih der erſte in der anfänglichen, der 
zweite in der endlichen Entfernung des Bewegten von 
Der Drehungsachſe befindet, größer, als die doppelte 
Arbeit der Refultirenden aller an dem Bewegten an- 
‚greifenden Kräfte, 

Bleibt der Bewegte während feiner Bewegung in gleicher Entfer- 
nung von ber Achfe, fo iſt feine relative Iebendige Kraft und Gefchwin- 
digfeit diefelbe, als wenn das Syftem feſt wäre. 
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Sn dem eben betrachteten alle, wo das bewegliche Syflem nur 
eine gleichförmige Bewegung um eine feſte Achſe befitt, wollen wir 
num ferner vorausfeben, daß die Kraft R fortwährend gegen einen 
beftimmten Punkt biefer Drehungsachfe gerichtet fei, und dann dieſen 
Punkt als Anfang, die Drehungsachle als, eine der Achſen ber beiveg= 
lichen Coorbinaten, und zwar als die der 5 annehmen. Die Winkel 
2, us v, welche die nun conflante Drebungsachfe mit den Goordinaten- 
achfen bildet, find unveränderlich: 


1 1 
I=yn j H=ZT ı v=ß, 


und bie Gomponenten ‚bey Kraft F fommep dadurch auf 


-2nmpoy; . +2mnmgy ,„ 0 


zurück; ebenfo tft die zur Achſe ber & parallele Gomponente der Kraft 
R=—mog?r gleih Null, während die zu den Achſen der & und 7 
parallelen, wie leicht zu ſehen tft, durch 


—nmp’5 5; — non 
ausgebrückt werben. Die Gleichungen (112) werben auf diefe Weiſe: 
5 FH + mot 2mgr 
main — m 
27 
115.) n 2 = H+ng'7—2ngy 
dt 
mm2: 


und wenn dann bie erfte derfelben mit 7, die zweite mit E multiplicht 
und bie Differenz der erhaltenen Producte genommen wird, fo findet 
man mit ber Beachtung, daß die Differenz: 

EH—n£ 
Null wird, weil die Kraft R immer gegen ben Anfangspunft gerichtet 


ift, die Gleichung: | 
En — = 2 (+ 
und daraus unter ber Boraufegung , daß der Ausdruck: 
, En + na * 
für 1— 0, den Werth 02 erhalte, durch bie erſte Integration: 


d 
NEO) HlE+T). 
Bezeichnet man dann die Entfernung bes Bewegten von ber 
Drehungsachſe, d. i. die von demfelben auf die Achfe ber Z gefällte 
Senfrechte wieder mit r, den Winkel, welchen dieſe Senfrechte mit der 
Ebene der ET einſchließt, mit w, fo wird wie in $. 71 


BB _ 


d d ’.d | Ä s 
innert, Piyen, Kehntend, 
und die obige Gleichung dadurch 

ne -O—gp(r—n?) . (116. 


Seht man zuleht noch vo für 9, v. für ro, und für C feinen 
Werth ro ud sin &g, worin u, bie Profection der anfänglichen relativen 
Geſchwindigkeit U, in der Ebene der En, und a, den Winkel zwiſchen 
Diefer Projection und der Verlängerung des Fahrſtrahls r, vorftellt, fo 
erhält man noch den Ausdrud: 


do 
re —=n% Snag + Vo —TYr : 


Man fchließt aus dieſen Ausbrüden, daß das Produ r. * aus 


dem Fahrſtrahl in die dazu ſenkrechte Componente ber projicirten Ge— 
ſchwindigkeit des Bewegten bei der relativen Bewegung in Bezug auf 
ein Syſtem, das ſich gleichförmig um eine feſte Achſe dreht, nur con- 
ftant ift, wenn der Bewegte in berfelben Entfernung von ber Achfe 
bleibt; es waͤchſt, wenn ſich der Bewegte der Achje nähert, und wird 
Heiner, wenn er fi von ihr entfernt, und zwar um ben Unterſchied 
der ähnlichen Producte, welche ber brehenden Bewegung um bie fefte 
Achſe entiprechen. 

Machen mir endlich noch bie Vorausſehung ‚ daß die dritte ber 
Gleichungen (115) für fih allein Integrirt werben Tann, entweder 
genau, oder auf dem Wege der Annäherung, fo wird auch ber Werth 
des Integrals: 


nd, N dd. 
(er) ——— [e2% 


in ähnlicher Weiſe gefunden werden Können. Multiplicirt man dann 
die beiden erften ber Gleichungen (115): nach einander mit. 2 r 


und 2 und nimmt die Summe der erſchienenen Producte, fo * 
ſich hr; bie erfte Integration berfelben bi Gleichung: 


* 
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I() G ems2|s( —— D Lmgrer, 


worin ug wieder dieſelbe Bedeutung hat, wie kurz vorher. Man hat 
aber auch (F. 73) 


OuDEmEEyE 


und wenn noch das angebeutete Integral in der vorhergehenden Gleichung 
r 
um |ür „R erjeßt wird, fo kann man dieſer zuerft die Form geben: 


| u r , 
YIGG) + tree 


und erhält dann mit dem aus (116) gezogenen Werthe von (= -) 
bie Gleichung: 


r 
117.) [O-pr-rN)P (= N — ——— K, 


für die von der Profectiom des Bewegten auf ber Shene der En 
ſchriebene Curve. Die Verbindung der Gleichungen (116) und Gum 
wird ferner die Ausdrüde für bie Henderungsgefehe S- und S@ in 
Zunetion von r oder w geben, wodurch bie Gefehe vr relativen Be⸗ 
wegung, parallel zur Ebene der En, als gefunden zu betrachten find. 
Die Gefege für die zur Achſe der Z parallele Bewegung ergeben ſich 
nach ‚niet Vorausſetzung aus ber dritten der Gleichungen (115) allein. 


8. 122. 


Die einfachſte Anwendung ber vorhergehenden Unterfuchung bietet 
ber freie Fall eines ſchweren materiellen Punktes dar in Bezug auf ein 
Syſtem, das fi mit conflanter Winkelgeſchwindigkeit um eine loth⸗ 
vechte Achfe dreht. In dieſer Vorausfegung find nämlich, wie leicht zu 
fehen ift, die Gomponenten 5’ und H’-NRull, und es läßt fich deßhalb 


— ⸗— 


ſowohl bie Gleichung (116) als die Gleichung (117), in welcher das 
angedentete Integral Null wird, leicht anwenden. 

Denken wir uns alſo das in Bewegung begriffene Syſtem aus 
einer ebenen Scheibe MN beſtehend, welche fenkrecht auf der lothrechten 
Drehungsachſe EG, Fig. 93, befeitigt it, und in ber Entfernung h 
über berfelben an ber Achle einen Arm FG angebracht, von beflen 
Ende ber ſchwere Punkt während der Bewegung zu fallen anfängt; bie 
anfängliche relative Geſchwindigkeit wird. dann Null fein, und in Kolge 
befien auch das Product 02; die Sleihung (117), welche die Diffe- 
rential= Gleichung ber Brofection ber Bahn des Bewegten in Bezug auf 
ein in ber Ebene CD gezogenes Achienpaar, deſſen Achſe der & zu dem 
Arme FG parallel fei, vorſtellt, ninnt daher die Form an: 


(?—1?) 74 1) —=1 | 
und nirb von ber Riten ganz unabhängig. In Bezug 
auf 9 ir z sufgelöfet, or fie den Werth: | 

_ „Vron r2 — roꝰ (a. 
| % r rro 
und das allgemeine Integral dieſer Gleichung wird | 
r Vin? r r 
nu=t 1. ” -ejir L fen rg” . 
lo r ‚Vr Vr 27,2 Ur va 21,2 


Wird alfo das obere Zeichen genommen, und das zweite Integral dadurch 
rational gemacht, daß man r? — 1,2 —=x2 feht, wodurch es bie Form: 

















x - 


dx. — 
. Mt 
annimmt, ſo folgt 


no=Vr—1,3 rg ar tan — 


— —— 


oder in anderer Zuſammenſtellung: 


— 
To (ot mm FE) Vr—n% . (. 





U 2 


Diefe letzte Gleichung ift die einer Kreisevolvente AB, ig., 
durch welche der Kreis AED, deſſen Halbmefler r, it, abgewickelt 
wird; denn die bezetchnende Eigenſchaft biefer Curve befleht darin, daß 
bie Gerade BD, welche Normale zu ABtn B, und Tangente zu AED 
in O ift, dieſelbe Länge hat, wie der Bogen AED; bezeichnet man 
alfo den Winkel BCD mit u, fo ergibt ſich mit der Beachtung, daß 
AC der anfängliche Fahrſtrahl ro, BC ber veränderliche r und ACB 
der Winkel w tft, auf der einen Seite 


BD—VBGC’+0D’=-Vr—n?=AED=n(ot+ty), 
und auf der andern 
Vrr—1o2 
I 


Io 





BD=rntangıy oder „4 = arc lang 
alfo auch 


Vr⸗ — To j — 
r(o-+are tang — —Vrr— 12 
0 
wie oben. 


Aus der Gleichung (116) zieht man ferner durch ihre Verbindung 
mit der Gleichung (a) das Aenderungsgeſetz: 


dt di do r 








— — 








— 0 — —— + 
dr dw dr ro Q Vr: — 193 i 
woraus fofort 
2. p2 
i=T dr. — — ————— 
ro Fo pYrr—n2 op 


und mit dem untern Zeichen 


npgt=Yr—n?=BD J r=nYi+g?r% 


folgt. Die Zeit ift demnach dem Bogen AED oder der Tangente BD 
proportional, wie dies von felbft einleuchtet, da dieſe letztere die Pro⸗ 
jection der wirklichen Bahn des Bewegten auf einer feſten Horizontal⸗ 
Ebene iſt, und offenbar mit einer gleichförmigen Bewegung beſchrieben 
wird. — Die Gleichung (b) gibt zuletzt noch durch Elimination von 


Vr⸗ —1g" den Werth von w 


" = t— arc tin t 
in Function ber geit. np 
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Die Bewegung parallel zur Achfe ber 5 ober zur Drehungsachfe 
der Scheibe tft natürlich die bes freien Falles, und man, hat. baher bie 
Gleichung: 


1 
h-/=—g8, 


worin h den Abſtand des Armes FG, Fig. 93, von der Scheibe ber 
zeichnet. Eliminirt man aus biefem Werthe mittels desjenigen yon r 
die Veraͤnderliche t, fo wird 


(1 
n=27 zstp'h—gtt) ; 


in einer durch bie Drehungsachfe gelegten Ebene, welche ſich fortwäh- 
vend mit dem Fahrſtrahl CB rüdwärtd dreht, zeigt ſich demnach bie 
Bahn des Bewegten ald eine Parabel, deren Achfe mit ber Drehungs⸗ 
achſe zufammenfällt, und deren Scheitel in einer Entfernung 


über dee Scheibe liegt. 

Wollte man dagegen bie relative Bewegung eines ſchweren Atoms 
in Bezug auf biefelbe Scheibe Tennen Ternen, wenn basfelbe von einem 
feften Punkte gegen die Scheibe zu fallen anfängt, fo müßte man für 
die anfängliche relative Gejchwindigkeit u, bie dem anfänglichen Ab- 
ftande ro von ber Drehungsachfe entiprechende Umbrehungsgefchwindigfeit 
Pro, aber in entgegengefegtem Sinne nehmen. Dadurch ergibt fich 


G=— pn? , nn =—gn ’ 
und die Sleihung (117) wird \ 
1\? 1 
IR | (3) Fe a 
pr do. r? -p ? woo J 
fie gibt demnach 


r—T —0 


während aus ber vorhergehenden 


a=—opt, 
folgt, wie zu erwarten war, 
Decher, Handbuch ver Mechanik I. 32 


$. 123. 


Die in 6. 121 abgeleiteten allgemeinen Gleichungen mögen ung 
noch dazu dienen, bie relative Bewegung eines ſchweren materiellen 
Punktes zu unterfuchen, welcher auf der um ihre Achſe fich drehenden 
Erde unter einer geographifchen Breite 2 von einer gegebenen Höhe h 
ohne anfängliche Geſchwindigkeit frei herabfällt. 

Nehmen wir dazu den Mittelpunft C der Tugelfürmigen Erde, 
Fig. 79, ald Anfang der Koordinaten, die Drehungsachfe NS berfelben 
als Achſe ber £, die Ebene des Aequators ald Ebene der En ober rw, 
und die durch den Fußpunkt E der Rothlinie DE, in welcher ber Be- 
wegte zu fallen anfängt, gelegte Meridian-Ebene ald bie der EL. 
Sehen wir dann bie Wirkung der Schwere innerhalb ber engen Gren⸗ 
zen ber Bewegung als unveränderlich voraus, fo haben wir zuerft ale 
Sintenfität der bewegenden Kraft: 


P=—mg, r) 


wenn g, bie Beichleunigung dev Schwere für bie ruhende Erde, alfo 
ohne Verminderung durch den Bewegungsdruck, vorftellt, und als ihre 
Eomponenten, parallel zu den Achfen ber &, 7, ©: 


F=—mg 2 ’ H=—mgT ; Z=—m£ 


4 ⸗ ⸗ 


wo dann r, —VE+n?+ 72 den Abftand des Bewegten vom Mittel- 
punkt C bezeichnet. Diefer Abftand kann aber auch durch R-H-z aus- 
gedrückt werden, wenn R ben Halbmeffer ber Erde bedeutet, und man 
hat dann wegen der jedenfalls fehr Kleinen Abweichung bes Bewegten 
von der Lothlinie FH, immer fehr nahe die Beziehungen: 





in welchen r den Abftand des Bewegten von der Drehungsachſe aus— 
drüdt. 

Bezeichnet man ferner ben anfänglichen Werth von r, nämlich 
R-+h einen Augenblik mit R,, und beachtet, daß bie anfängliche 
relative Geſchwindigkeit U; Rull ift, fo wird die Gleichung ( 114) bie 
Zorm annehmen: 


en — nl 


— — — — — 


T, 
V.? = rn 2n.|ür 1. 


. ENG 


Man kann dann mit hinreichender Annäherung, weil die Schwere als 
eonftant angenommen wurde, 


M—R(R+22)o8 , nn 3=R(R-+2h) co , 
. r? —ry 2—2R(z—h) cos? 8 
nehmen, und erhält Damit 
—=2(g,—Rg? cos? #)(h—z) 
—2g,(1—d2)(h—2)=2g(h—ı), 


2 cos? . 
worin 2 wieder das Berhältniß a ‚„ und g die durch bie 


Pendelverfuche gegebene wirkliche Intenfität der Schwere bei bewegter 
Erde bezeichnet. Man kann ferner den Bogen ç fehr nahe durch z 
erfegen und dann mit der Beachtung, daß z abnimmt, wenn t waͤchſt, 
aus der vorhergehenden Gleichung den Ausdruck: 





L 
_— — — 1 — — 
1— 0? . I=— d — — — nn 2 h— 


ziehen, woraus übereinftimmend mit dem gewöhnlichen Werthe für bie 
Zeit beim: freien ‚Falle : 


1 2(h— a) 2) _ 2(kh—z) 
8, 1-9) 8 
folgt, und für die Zeit T des ganzen Falles 
T= V ah “ 
8 
Unter denſelben Vorausſetzungen wird das Integral: 


je (4 jr 


in ben einfachen Ausdruck: 
32% 


_ 


r, 

ne [ü: ‚00828 —=mg(h— 2) cos? 4 
Ro 

übergeben, und die Gleichung (117) dadurch bie Form annehmen: 


zen [GE + +4- rn) +E ne 


fie gibt dann in Bezug auf * aufgelöſet, den Ausdruck 


do — 4 p(r— 19%) 
dr r Vro2 2 (2 — n2) +2g,r?(h — z) cos? 8 
welcher durch den obigen Werth von h— z in Function von r 
ni —r 
h2= 2 R cos? 8 
ſich auf | 
do rg R | Vr?— r2 
dr | 8, 172 _ Rp roꝰ 
zurückführen läßt. 
bezeichne den kleinen Bruch — 


Sch ſetze nun nm? — 12— u2, 
mit d,2, und nehme das obere Zeichen, fo daß w wächft, wenn r einer 


wird; daburch ergibt ſich 


dw Von 
du N); 
oa, 5: 


und mit Bernachläffigung bes feinen Bruches J,2 unter dem Wurzel- 
zeichen des Nenners 


eg Vers — 
du (1-87) Ya 
Wird ferner w gleih Null, wenn r=r, ober u=D ift, fo hat man 
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_ Vf 
eV mania 


Von — — are sin — 
? g8,(1— 02) V ro — 12 oo ) 


und wenn man beachtet, daß hier mit hinlaͤnglicher Genauigkeit 





‚au u 
erc sin — — — 
Io Io 


geſetzt werden darf, fo ergibt fich nach einigen Reductionen zuerft 


R — nor 
— — — 12, 
“ »V aan Ve A 


und dann mit den oben angeſetzten Werthen von r, und r, indem man 





bie Glieder mit den Producten und Quadraten son 1 und x ver- 
nachlaͤſſigt 


— 2(R—z) h-ı 
PEPY SlT— 0) Rrh— ' 
Wenn der Bewegte an ber Oberfläche der Erde ankommt, wird z—0, 
und demnach hat man für ben größten oder Endwerth w, von w 


_ ı Ad 
9TP/V zZA—IN R-rh’ 


ober noch einfacher, ba für ſehr leine Werthe von him Ber- 


Rh R h 
hältnig zu R von * nur ſehr wenig verſchieden iſt 


__h Ih 2h 
on) sa-ant ra Vr 


Diefer Winkel w,, tft aber offenbar berſelle, wie der, welcher in 6.88 
mit 1% bezeichnet wurde, nämlich die öftäche Abtweichung des Bemwegten 
von der Lothlinie, und er hat in ber That bis auf fehr Heine Unter 
ſchiede benfelben Werth, wie er dort gefuhben wurde. ot 





Die Gleichung (116) gibt 
| dt dt do 2 de 


== 
— — 5 Cru —7 9a 931° 2% 


und mit dem vorhergehenden Werthe von w folgt 


dr _ -V* — —, 
dr 8, Vor—r Vans d%r,2 


führt man alfo wieder u? für u? — r? ein, fo erhält man auf ähnliche 
Weiſe wie vorher 


— — — men 


= Vai Vs — — ——— 


oder umgekehrt 


u =-VYo?—r=n a 2: ; 


mit dem obengefundenen Werthe von t, und wenn man ben Heinen 


Bogen 17z felbft für feinen Sinus fest, findet man weiter 


Vo! _ /Alka) 
Io — R 
woraus wir indeſſen nichts Neues lernen, da dieſe Gleichung auf 


rg (1-29 N= (R+2h) (R—2h-+2z) o0s2 4 


oder auf 
r?—=(R2+2Rz) cos? 8 
zurückkommt. 

Greifen wir daher nach ben Gleichungen (115) zurück und be— 
achten, daß nicht nur die Coordinate 7, ſondern auch die zu derſelben 
parallele Gomponente vg der relativen Geſchwindigkeit immer fehr Flein 
iſt, daß alfo innerhalb der Sxenzen unferer Annäherung das fehr Fleine 
Glied 2gv; in der erften jener Gleichungen vernachläffigt werben kann; 
drehen wir ferner das Coordmatenfuſtem um Die Achle ber 7, bis die 


—ß 


der Z mit der Lothlinie CD zufammenfällt, und bie der & zu der Tangente 
in E parallel geworben tft, alfo um den Winkel rn —ß, und be 


zeichnen die Goordinaten des Bewegten bei biefer Lage ber Achien mit 
x, Y, z,, fs haben wir einmal z,—= R + z und dann bie Be- 
ziehungen : 

x=Esind—Lcsß ,„ 5=xsinß-+z,coß, 

| dx d®E dat 


FT Ber Te Ta 


von denen die legte mittels der Gleichungen (115) und der angenäher- 


ten Werthe: 
Z=—miosß „ Z=—mgsinß 
zu der neuen Gleichung: 
d?x ya 
dw = p?E sin ß 


führt. Aus biefer folgt dann fofort mit dem obenftehenden Werthe von 
E und mit Vernadhläffigung bes Fleinen Gliedes 9? x sin? 4 neben 
p?(R-+z) sin 4 cos A der Ausdruck: 


= —=gy?(R-+z) sin 4 cos , 


in welchen noch, um integriven zu können, für z befien Werth in Func⸗ 
tion von t a ren iſt. Man erhält dadurch 


1 
na = (R+h— 81) 93 sinßcosß , 
und durch ziweimalige Integration, da x mit & Null wird, 
— 1 2 __ 1 4 281 
»=(Z(R+b)1 78 op? sin ß cos A 


ober nach Wiedereinführung bed Werthes von t, und mit Bernach- 
läffigung der Quadrate und Producte von hund z: 


x—RtZ 





9° sinß cosß . 


Kür 20, oder wenn ber Bewegie an ber Oberfläche der Erbe an 
Tommt, ergibt ſich daraus übereinftimmmd mit dem Werthe von 4b 
in 6. 88: | 


J 


BER. BER 
=; GER ein2 


als fübliche Abweichung von der Normalen zur Kugelfläche der Erbe. 
Es geht aus diefen Unterfuchungen hervor, daß die Bewegung der 
Erde um ihre Achfe nur einen fehr geringen Einfluß auf die Bewegungen 
ausübt, welche auf ihrer Oberfläche vor fich gehen, und es tft leicht zu 
fchlteßen, Daß ihre Bewegung um die Sonne wegen bed fehr Fleinen 


Berhältnifjes 0% „ in welchem ber Erdhalbmeſſer zu der Entfernung 


ihres Mittelpunftes von der Sonne fleht, eine noch weniger bemerfbare 
Wirkung auf die Bewegungen an der Erdoberfläche Außern wird, fo 
daß man dieſe Iehtern in ber Anwendung mit binlänglicher Genauigkeit 
wie abſolute Bewegungen betrachten Tann. 


$. 124. 


Es bleibt num fehließlich noch ein Wort über die relative ge 
ziwungene Bewegung zu fagen, d. h. über bie Bewegung, welche 
ein materieller Punkt in Bezug auf eine Fläche oder Eurve zu haben 
feheint, die felbft in Bewegung begriffen, und auf welche derfelbe tn 
feiner Bewegung befchränft iſt. 

Sn diefem alle wird man das in Bewegung begriffene Coor⸗ 
binatenfyftem der 5, 7, & mit der Fläche oder Curve auf eine unver- 
änberlihe Weiſe verbunden vorausfehen und bie Gleichungen biefer 
letztern durch Die genannten Coordinaten ausdrüdfen, wodurch die Gleichung 
der Fläche die Formen: 


F(&E,n,{)=0 oder =fl(E,n), 
annimmt, und die Gleichungen fr die gegebene Curve die Formen: 
,(8,n7)=0 N) L(&8,0)=0 
Bezeichnet man dann den unbelannten Drud, welchen ber Bewegte auf 
bie Curve oder Fläche ausübt, wieder mit N’, und bie Winkel zwifchen 
den Achfen der E, n, & und feiner Richtung ‚, beren Coſinus Functionen 
dieſer Veränderlichen find, mit A’, w, v, fo wird man die Gleichungen 
ber relativen Bewegung erhalten, wenn man der in 6. 119 mit R:; 


bezeichneten Nefultivenden ber Kräfte R, —R, und —R, nod eine 


ber N’ gleiche und entgegengehte Kraft verbindet, woburch die Gleichmm- 
gen (112) die Form annehnen: 


m _ 


m ämN cos A —F cosl | | 
din NV’ } F l 

mia = H— cos «— F cosm , (118. 
2 

nm =Z— N’ cos v’ — F.cosn 


und ı nun für beide Fälle die Geſetze der relativen gezwungenen Bewegung 
ausdrüden. Wenn die gezwungene Bewegung durch die Geftalt der 
relativen Bahn im Voraus näher beitimmt ift, fo laffen fich dieſe 
Gleichungen wie bei der gbfoluten gezmungenen Bewegung im All— 
gemeinen leichter behandeln, und können in der -technifchen Mechanif 
beachtenswerthe Anwendungen finden. 


81235. 


Das einfachfte Beifpiel für eine Bewegung diefer Art ift die (fchon 
in $. 98 unterfuchte) Bewegung eines matertellen Punktes längs einer 
feften Geraden, welche fich in einer Ebene gletchfürmig um einen ihrer 
Punkte dreht und jenen vor fich herfchtebt, wobei entweder vorausgefetst 
wird, daß keine Schwere vorhanden ſei, ober daß die ganze Bewegung 
in einer horizontalen Ebene ohne Reibung vor fih gehe — Nimmt 
man demnach bie Gerade felbft als Achſe der &, bie der Z ſenkrecht zur 
Ebene der Bewegung, fo hat man offenbar cosi’ = cosv’ — 0, 
cos# —=—1 und ebenfo cos! —=cosm —=0, cosm —1, ferner wird 
n=0, t=0; and bie bewegende Kraft R tft Null, ſowie die 
Kraft R, ; die Kraft R, wird mit ihrer Gomponenten 3° —— mg?E 
parallel zur Achfe der E gleichbedeutend, ebenfo wie bie Kraft F mit 


ihrer Somponenten F cosm = 2mpu; =2mp =. Die dritte der 


Gleichungen (118) fällt fonach ganz weg, und die beiden erſten redu- 
ziren fi) auf die Ausdrücke: 


(a. 


welche mit den Gleichungen (c) in $. (5 gleichbedeutend find. Aus 
ber erſten derfelben zieht man nach $.83 bas unbeſtiumte Sntegral und 
befien erſtes Aenderungsgefeb in Bezug aif : 


/ 


I 


E-Ae +Be 
A.) 


dE__ pt — pt 
„Ave — Bye 


und findet mit ber Beachtung, daß für t=0, En, 0 
wird, daß alfo A—B =} ro iſt, die Gleichungen : 


I=>n (+ e 7%) 
ve — —— 5*9) 


für die Bewegung des materiellen Punktes längs ber beweglichen Ge⸗ 
raden. Yür fehr Heine Werthe von t Tann die erfte auch die Form 


e=n(1 +) =n sec pi 


erhalten, wie in $. 95 angenommen wurde, und Die zweite gibt all- 
gemein mitteld der zweiten der Gleichungen (a) den Drud auf bie 
Gerade, nämlid: 


N=emg®n ('_ *'‘) . 


In Bezug auf die feſten Achien der x und y, deren Ebene noch 
die ber Bewegung tft, und von benen bie erftere mit ber anfänglichen 
Lage der Achſe der E zufammenfällt, hat man für den Winkel w, 
welchen ber Fahrſtrahl r=E mit ber Achſe ber x bildet, bie Beziehung: 
opt, wodurch bie Bleichung: 


[0] —0 
r =; Ig (. re ) 

für die Bahn des Bewegten in ber feften Ebene zum Vorſchein fommt. 
Man könnte diefe Eurve, weldhe in Fig. 94 dur die Frumme Linie 
ABC dargeftellt it, wegen der Achnlichkeit ihrer Bleichung mit jener 
der Kettenlinie, Kettenfpirale nennen. 

Ebenſo ergeben ſich die Geichwindigkeit8- Somponenten längs bes 
Fahrſtrahls und ſenkrecht dazu ($. 73) 


dr 1 .fo —u do 1 a —.o 
ae) aezrelHe") 


507 


und daraus folgt für die Geſchwindigkeit längs der Tangente ſelbſt ber 
Ausbrud: 
— 20 


- VITANET 


während man für ben Drud N’ den Werth: 


N=mg?r, (_ e ”) 


findet. Wenn die bewegliche Gerabe eine begrenzte Länge OD —] hat, 
fo wird der materielle Punkt diefelbe verlafien, wenn fie fich um einen 
Winkel DOE=« gedreht hat, welcher durch die Gleichung: 


2l=n (+ 59 oder 10 
N) 


beftimmt wird, und dann mit der conflanten Geſchwindigkeit: 


3a a 
v=ng ELLE, 


längs der Tangente in E fortgehen, die Richtung biefer Geraden gegen 
ben verlängerten Fahrſtrahl OE wird durch die Gleichung: 


— c 
e“ 4e l 
tango = — — — — 
e ne y. — 10° 
beftimmt, welche zeigt, daß der Winkel o nie Eleiner werden Tann, als 
ein halber Rechter ober als + rw. Die lebendige Kraft des Bewegten 


im Punkte E iſt 





nv?—mgy?!(212—n?), 


und die Arbeit Ph, welche bie bewegende Kraft zu leiften hat, um ben 
materielen Punkt von A bis E zu bewegen 


| 


a2 

Ph= ie. rN 24 mroꝰ ꝙꝰ E ) =np2(n—n2). 
0 | 
| 


| 
| 


/ 


BER. ZH 
Nimmt man 4. B. 1=2r,, fo hat man nach einander 


e=2+Y3 , «=logn.(2+Y3)=1,3169=7527,4 


v= Zy1y7= 1,3229 p 1” 


. 2 — 
tage — Y 3 = 1,1547 ‚ 0=49%6,4 , 


Ph = I m ga ja Her 


Nimmt man dagegen an, daß ber Bewegte fich mit der Geſchwin⸗ 
digkeit v, vom Drehungspunfte aus längs ber beweglichen Geraden zu 
bewegen anfange, fo hat man zur Beſtimmung der Goeffizienten A 
und B in den Gleichungen (A) die Bedingungen: 


A+B=0 , w=(A—B)y 


und demnach für die relative Bewegung längs ber beweglichen Geraden 
die beiden Gleichungen: 


V ıt — ot 
— et _e ”) 


pt  —pt 
_1, e te ): 


beren erfte in die ber abfoluten Bewegung übergeht, wenn man & Durch r, 
pt durch w erſetzt. Der Drud auf die Gerade wird nun 


N=mvw9 e + 5) 
und die Arbeit der bewegenden Kraft für den Drehungswinkel «x 


0 1 a — «5ꝰ 
Ph= do. —Imyi(e — e ) 
0 


ft demnach wieder 1 die dem Winkel a entiprechende Länge der 
Geraden, jo daß man hat 


2p1=w(e —e ) Pe — 1 —0, 
fo ergibt fich die velative Endgeſchwindigkeit v; 
% — Vr: 4 op? 12 ’ 


_ 
und bie abfolute Endgeſchwindigkeit v wirb 


v —Vva oꝛi⸗ —Yw?-+29p212 . 


Die lebendige Kraft, mit welcher dev Bewegte die Gerade verläßt, it 
daher 
’ mv —=m(v2+ 29212) 


und die Arbeit der bewegenden Kraft,- um den Zuwachs 2mg?l12 der= 


elben zu erzeugen 
ſi zu erzeug Phomgil, 


übereinftimmend mit dem allgemeinen Princip. 
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Bei der vorhergehenden Betrachtung wurde von der Reibung gänz« 
lich Umgang genommen; die Unterfuchung läßt fich indeffen auch noch 
durchführen, wenn man annimmt, daß fich der materielle Punkt lange 
der unbiegfamen Geraden mit Reibung bewege, und felbft in dem 
alle, wo er, als Schwer angenommen, fich längs der Geraden und 
auf einer horizontalen Ebene mit Reibung bewegt, und die Betrachtung 
Diefer beiden Fälle dürfte als eine Anwendung für die Integration der 
Differentialgleichungen nicht ohne Nutzen fein. 

Setzen wir alſo dabei voraus, daß die Reibung des materiellen 
Punktes auf der Ebene die gleichfürmige Bewegung der Geraden nicht 
ftöre, und bezeichnen wir ben Goeffizient für die Reibung längs ber 
Geraden mit f, für die Reibung auf der Ebene mit f, fo haben mir 
in unfern obigen Gleichungen (118) für die Somponente Z den Werth; 


S=--fN—fmg-tnglt, 
für H den Werth: 


=—fmg 
einzuführen. Aus der zweiten zn zieht man dann 
—?m 9 + "mg 
und die erfte der Gleichungen (118) wird bamit 


1 pt tecity.  (b. 
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Nehmen wir, um diefe Gleichung zu Integriren, zuerſt noch F—-0, 
fo daß die Reibung auf der Ebene wegfällt,, fo wird dieſelbe in Bezug 
auf die Veränderlihe E homogen, und läßt ſich in eine Differential- 
Gleichung der eriten Ordnung umwandeln, wenn man 


far. u 
ze 
ſetzt; fie wird dadurch 
+ W— 92+2fpu—0 
und zeigt, daß weil die brei letzten Glieder nur conftante Goeffizienten 
haben, u jelbft conflant, = — (0 genommen werden Tann, und man 
findet aus der dadurch fich ergebenden Gleichung die Werthe: 


u=9(—ttYV1+R). 
oder getrennt: 


yu= o(yi+r-ı) 3 Ug — — y(yı+re+r) 3 
—=fh9p , = — bp. 


Man bat demnach als beiondere Integrale der Gleichung (b), worin 
r—=0ift, die Werthe: 


Daher, ee; 
als vollftändiges Integral alfo die Gleichung: 
Emo HB 
Das Aenderungsgefeh dieler letztern in Bezug auf t wird 
dE == Alpe" vr BRo hd 


dt 
und gibt mit der Gleichung felbft und mit ben anfänglichen Werthen: 
—=n 5 5 — O die Werte von A und B, nämlich: 


B= 


A= 
At 7 





811 


Die Gleichung der relativen Bewegung iſt demnach: 


— Io f, pt — fi p t 
s—7 (Re +fe ): 
und die Gleichung der auf der feſten Ebene bejchriebenen Curve wird 


Io ( f,o 5*) 
r= —— [ße f, e . 
—X 2 + 1 


Man fieht, dag beide für f=0, A=ßk=1, auf bie früher 
gefundenen zurückkommen. 
Sn Fig. 94 iſt die leßtere Curve für die Werthe: 


h=0$6 , , = 1,5 
woraus fich 


vire= Ed +6)=1,65 , f=0,32 
berechnet, zur Vergleichung mit der frühern, ohne Reibung befchriebenen 


Spirale ABC in AB’C’ bargeftellt. 
Schreiben wir nun bie vollftändige Gleichung (b) wie folgt: 


Se — 25, 4 239 r—0, 


fo daß F" für F (1+f) ſieht, und ſetzen darin = lt. u,, indem 


wir mit & den Werth bed Integrald der Gleichung (b) ohne deren 
letztes Glied bezeichnen, fo daß wir 


d? d 
* 2542977 Pe =0. 
haben , fo wird die vorhergehende Gleichung Me Form annehmen: 


Fu +2 (+ tgE)utrE=0, 


umb demnach auf eine ber erfien Ordnung zuricklommen; biefe ſelbſt laͤßt 


ſich aber durch eine ähnliche Subftitutton, Indem man u, = u f dt.v 
feßt, auf die beiden Gleichungen: 


ge +2(7, + 195)u=0 


und 
uv=-—fg' 


912. 


surüdführen, von bemen bie erfte unmittelbar- integrirt werden Taun, 
wenn E in Zunetion von t bekannt iftz die zweite gibt damit den 
Werth von v, und man hat enblich durch zwei neue Sntegrationen: 


z, = fa JJ fe, 


Man gelangt aber zu dem Werthe von &, einfacher auf folgendem 
Wege. Die Zorm E,—= Eu kommt offenbar auf 


5, — u⸗. * 4 Ug &” 
zurück, wenn man für & die befondern Integrale 8’ und &° einführt, 
und man zieht Daraus: 

d 
2 = 4, 5 —-+85-— 4 +&" 


In dieſer Geihung fann man aber bie Beindeigen u und u, 
fo annehmen, daß 


Sa 


wird, und nur noch 
Mr Ta Era 





bleibt. Die zweite Ableitung gibt demnach 


dee, dar „ee dE' du, ,dE” du. 
mu da 722 Bir Teer  rıIr di 4?’ 


und die Vergleichung dieſes Werthes mit der Gleichung (b) führt 
mitteld der vorangehenden Werthe auf den Ausdruck: 


748 
u nn pRE + 2fp —- =) 
dag’ 
+ (Gi +20g u) 
dt d 
welcher fich mit der Beachtung, daß auch die befendern Sintegrale * 
und &” der Gleichung: 
n 
a PEH2 0 
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Genüge leiften, ſich auf bie lebte Zeile reduzirt. Man hat alfo zur 
Beftimmung von u, und ug die beiden Bedingungsgleichungen: 


dE’ du,. — 
— —0 


wenn man daraus die Werthe von 8 und 2 durch Glimination 
beſtimmt, fo folgt: 
' de’ ‚„dEn du "__ 
Ga a)a ten 
„a od du u, 
G Tue Arte) Ar K 
und mit ben MWerthen: 





E=Ae N E’ —=Be ’ j 
dE' fı pt dE” —f,gt 
auge, ’ 1 =-Bnge ” , 


findet man nach einigen Reductionen bie Aenderungsgeſetze: 


du — — fe © — — gr Pt 
di Aylırl) u Both) 


aus welchen fich die unbeſtimmten Integrale: 


—fıgpt du g 


I. 


" a. fg here 
u = gl th) i 
- — g opt 
" a5, —— 


ergeben, worin a, und ag die noch unbekamten Werthe von u, und 3 
für t—=0 vorſtellen. Damit Hat man foprt, wenn A’ für Ay, B 
für Bag gefegt wid, da, a = 1 it, dad vollftändige Integral: 


ft — Spt 
— +Beo.” + 
Oecher, Hanbbuh ber Mechanik L. 
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Daraus und aus der erfien Ableitung können für die Annahme E,—r,, 
Se - — 0 für t=0 wie vorher die Conftanten A’ und B’ leicht be- 
Knut werden, womit dann die Aufgabe ihre Löfung erhalten hat. 
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Nehmen wir nun flatt ber Geraden eine unbiegſame Curve von 
einfacher Krümmung, welche fih nm eine zu ihrer Ebene ſenkrechte 
Achſe mit gleichfürmiger Geſchwindigkeit dreht, und die entweder Dabei 
einen materiellen Punkt ohne Reibung vor fich Herfchtebt, oder längs 
welcher ein folcher Punkt mit einer anfänglichen relativen Geſchwindig— 
keit U; hingleitet, ohne jedoch durch feinen Druck die gleichförmige Be— 
wegung der Curve zu ſtören. Die Ebene der Curve wollen wir uns 
als die horizontale Ebene der xy denken, und ihre Geſtalt in Bezug 
auf ein mit ihr feſtverbundenes Achſenpaar ber & und 7 durch die 
Gleichung: 

n=f($) 


ausgedrückt vorausſetzen, wobei mie bisher bie Drehungsachfe als ge- 
meinfchaftliche: dritte Achſe der beiden Coordinatenſyſteme, bes feften der 
x und y, und bed beweglichen der & und 7 angenommen fei. Die 
Winkelgeſchwindigkeit fei wieder @, und au ber veränderliche Winkel 
zwiſchen den pofttiven Hälften der Achfen der E und der x, fo daß man 
am Ende der Zeit t für einen Punkt E77 der Curve die Beziehungen Hat: 


x=$ cos 1 — m sinay 
y=ncosy--&siny 
Manche Ausdrücke werben ſich übrigens wieder einfacher mittels ber 


Polar-Eoordinaten r und o darftellen, von denen der Fahrftrahl r der⸗ 
felbe bleibt für das bewegliche, wie für das feſte Coordinatenſyſtem, fo 


daß man hat 
Peityp-ht, 


während der Winkel w wit gewöhnlich von der Adfe der E anfängt, 
und einerfeitd mit r durch die Bolar= Gleichung der Curve, und mit Dem 
Mintel w, zwiſchen bem Fahrſtrahl r und der Achſe der x durch bie 


Bezi : 
wenng: v=u+Vy=o-+9gi 
verbunden iſt. | 


a). e) v=pb. 


| 
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Um nun die Gleichungen (118) auf diefen Fall anzuwenden, wird 
man beachten, daß wie im vorhergehenden Falle ($. 124) die Kräfte 
R und R, Rull find, daß dagegen bie Kräfte R, und F zwei Com⸗ 
ponenten nach den Achſen der & und 7 geben, und zwar 


R, die Componenten: — mp?E ,„ —my?n, 


d 
Fu " —2np 1 ’ SS. 


Bezeichnen dann A’ und w die Winkel, welche der vom Krümmungs- 
mittelpunfte abgewendete Theil der Normale zu der gegebenen Curve 
mit den Achfen der S und 7 einfchließt, fo hat man 


dn ‚___4E 


2npr 


cos cos = ds ’ 
wenn die Curve ben materiellen Punkt vor fich herſchiebt, und 
dd d 
cos 4 =-7 cos 4 


wenn der Punkt ſeinerſeits in her Richtung der ‚Prehenben Bewegung 
einen Druck auf die Curve ausübt. 

Betrachten wir alfo den erften Fall als allgemeinen ‚ To nehmen 
bie beiden erften der genannten Gleichungen deren dritte hier entbehrlich 
wird, die Form an: 


nn (di 5 2942), u 
N Een (iR -974295,) D 


und geben auf dem gewöhnlichen Wege durch Glimination von N’ den 
Ausdru für die relative Iebendige Kraft des Bewegten: 


nu (V?—UR)=g°(r— 12), 


welcher demnach derſelbe ift, wie bei der freien relativen Bervegung, 
und wie leicht zu ſehen, ‚auch derfelbe bleiſt in unſerem zweiten Falle, 
wo der materielle Punkt der Curve folgt, und deren Bewegung zu be= 
ſchleunigen ſtrebt. Man zieht Daraus 


eltern), le 
33* 
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und wenn dann Vz durch das Aenderungsgefeh * erſetzt wird, 
KLEE ——— 
Vup+ pn?) 
Man hat aber auch mwieber auf ber einen Seite 
de _ dt dr _ di de 
| ds drdgs dw ds ’ 
und auf der andern 
dr 1 do 1 


— |—— 
me — — — — —— “ 


ds T/,(,em’ % al I’ 

y' Wo V' +75) 
damit ergeben ſich dann zur Beitimmung der Zeitdauer ber Bewegung 
die Ausbrüde: | 





r En 

1 don? 
t= Idr. —— 1i+l1r — 
Jn VUR+ gi: 55V ( dr 


_ o . 41 dr 2 
= [te Ve Hl 


je nachdem ſich r befier in Function von w, oder dieſes in Function 
von s ausbrüden, und das für t fich ergebende Aenderungsgefeh inte 
griren läßt. Auf dieſe Weiſe findet man t in Function von r oder w, 
und umgekehrt dieſe Goordinaten, alſo auch die abfoluten x und y in 
Function von t, wodurch alle Geſetze der Bewegung befannt find. 
Die abfolnte Geſchwindigkeit des Bewegten am Ende ber Zeit 

ergibt ſich Übrigens unmittelbar aus der vefativenz denn man bat 
offenbar u | 


| | d 
e.) V=V4Hpn42pV;nT ; 


d.) 


da bie Richtungen ber beiben Geſchwindigleiten V, und gr einen 
Winkel unter fi ehnſchlehen, deſen Cofinus r ZH Diefer Ben 
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von V3 kann aber auch Teicht Dadurch gefunden werben, daß man bie 
Aenderungsgeſetze ber Gleichungen (a) zum Quadrat erhebt und dann 
addirt; er gilt in diefer Form insbefondere für den Fall, daß bie Curve 
ber Achfe der E ihre convere Seite zumenbet, während für den entgegen- 
geſetzten Fall r r negativ wird. Hat man alſo am Ende der Curve 


do 


re +1, fo wird im erften Falle 
v=V,+1r9, 
im zweiten: Dagegen 
v=YV; —To . 


- Mm nun ben Druck zu beftimmen, welchen ber materielle Punkt 
auf bie Curve ausübt, multiplicire man die Gleichungen (b) die erfte 
mit n die zweite mit und nehme ihre Differenz; man findet fo 
für den erften Fall mit der Beachtung, daß = = V; 45 ’ 
d d 
— —Y; rl iſt, zuerſt 


‚_fd5 ®n _dn dE af;dn___dE 
er Ta) tmp (Gin: )+2mpY;. 


Man wird ſich ferner leicht überzeugen, daß das erſte Glied dieſes 
V,2 
Werthes auf r zurückkommt, wenn r bie Krümmung in einem 


Punkte En ber gegebenen Curve ausbrüdt, und demnach den Drud 
vorſtellt, welcher aus der Richtungsänderung der Bewegung längs biefer 
Gurve hervorgeht, und befien Wirkung immer nach ber Verlängerung 
des Krümmungshalhmeflers gerichtet if. Das zweite Glied nimmt in 
Bezug auf Polar-Coordinaten die einfachere Form = m pRr? En an, 
und der ganze Werth von N’ wird demnaqh Ä | 


V;3 d® 
v=n(- + mT+29V,). (£ 


Für den zweiten Ball dagegen iſt N’ im entgegengefeßten Sinne ge 
richtet, und mar findet dann ben Werth: 


v; —8X 
reellen). 


r i 
l 


/ 
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Diefe Werthe können einerſeits dazu dienen, je nach Umftänden bie 
Bedingungen zu beflimmen, unter welchen der Bewegte noch einen Drud 
auf die Curve ausübt, aljo wirklich auf ihr bleibt; denn dieſes wird 
mr fo lange ber Yall fein, als N’ einen pofitiven Werth erhält, und 
zwar wird man dabei unterfcheiden müflen, ob der materielle Bunft auf 
der gewoölbten oder auf der hohlen Seite der Curve bleiben fol. Wird 
derfelbe von ber hohlen Curve fortgeichoben, fo find alle Glieder des 
Merthes (f) pofitto, und N’ hat unter fonft gleichen Umftänden ben 
größten Werth; wendet dagegen die Curve ihre hohle Seite der Achſe 
der E zu und ſchiebt ben Punkt auf ber gewölbten vor fich her, fo wird 


o und er negativ, und man hat 


! m ndo v, . 
r.) Nen(2y 1, pr —): 
ber Bewegte wird daher in dieſem Falle ſich von der Curve entfernen, 
fobald die beiden lebten Glieder das erfte übertreffen; er wird fich da⸗ 
gegen in feiner anfänglichen Richtung fortbewegen, als wenn er frei 
wäre, wenn N’ für alle Bunkte ber Curve Null if. — Der Werth (g) 
wird immer negativ bleiben, wenn die Curve ihre convere Seite der 
Achte der E und dem auf fie brüdenden Punkte zumendet, und es 
leuchtet ein, daß im diefem Falle der letztere nicht auf der Curve bleiben 
kannz mar hat Dagegen . 


Ä q | 
8.) N-n(2+ gr -291;) 


wenn der materielle Punkt ſich Yangs der concaven Seite der Curve 
fortbewegt und deren Bewegung zu befchleunigen fucht. Es wird bem= 
nach die Geftalt der Curve auch hier gewiſſe Bedingungen erfüllen 
müſſen, damit der Bewegte immer auf fie drüdt, wozu namentlich die 
gehört, daß o nicht zu groß, Die Curve alfo nicht zu wenig gekrümmt 


V. 
iſt, ſo daß * nicht viel Meiner wird als 29. Cbenfo wird ſich 


immer eine Gurve finden laſen, für welche ber vorheigehende Werth in 
allen Punkten Null ift, durch welche alfo die anfängliche abfolute Be- 
wegung des materiellen Punktes weder ber Richtung, noch der Ge- 
ſchwindigkeit nach geändert wird. 

Auf der andern Seite werden die Ausdrücke (f) md (g) für N 
auch dazu dienen, bie Größe ber Arbeit zu beftimmen, welche erfordert 
wird, um ben materiellen Punkt mittels dev Curve fortubewegen, ober 
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welche biefer felbft leiſtet, indem er längs berfelben hingleitet, und feine 
anfängliche Geſchwindigkeit an diefe abgibt. Dazu wird man zuerft die 


zum“ Fahrſtrahl fenkrechte Gomponente von N’, nämlich N’ 2 aus⸗ 


drücken, und hat dann als Aenderungsgeſetz der Arbeit A in Bezug 
auf bie abjolute Winfelbewegung des Fahrſtrahls 


dA _„„ dr 
do, N dg ’ 


und demnach für die Arbeit ſelbſt das Integral: 


A= 10.04: N, (h. 
worin alle Veränderlichen in Function von w, ausgebrüct vorausgeſetzt 
werden, und « und a, bie Grenzen dieſes Winkels für die Bewegung 
auf der gegebenen Curve find. 

Wir werden auf diefe Unterfuchungen tin der technifchen Mechanik 
bet dee Theorie ber Turbinen und Ventilatoren ausführlich zurüc- 
fommen, weßwegen ich mich darauf befchränfe, das Vorhergehende auf 
den nachfolgenden beſondern Fall anzuwenden. 


Die gegebene Curve ſei ein Halbkreis, deſſen Durchmeffer — 2a, 


ber bie Achfe der & tm Anfangspımfte berührt und in der negativen Achfe 
der n endigt, fo daß feine Gleichung bie Form erhält; 

+27 = 
ober r+2asng =0, 
und ber Bewegte beginne die Bewegung im Anfangspunfte mit einer 
tm Sinne der pofitiven 5 gerichteten anfänglichen Geſchwindigkeit U; . 
Man hat dann n—=0 und daher einfach 

v?2=U2-+4r29%; 
ferner findet man, wenn der materielle Punkt von ber Curve gefchoben 
wird, mit ber Beachtung, daß o = — a, und 

_duü__ 1 _1X 

| ds Vr? + 42295? w 2a 
iſt, nach (f) den Werth des Drudes 


N =, AaY; 0 — gp°r?) . 


- — — u _LL 
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Die Bedingung, daß ber Bewegte auf ber Curve bleibt, wird demnach 
16 92a? (U? +92 r?) > AU,++ 12 pr U, +99 r® 
oder in anderer Zufammenftellung 
AU — Ay8U;8 (4a — 312) — prr(1602 92) <0. 
Diefe Bebingung wird alfo niemals für alle Punkte der Curve erfüllt 
werden Tönnen, denn feht man 3. B. nur r=ay2, jo daß der Be 


wegte nur bis zur Mitte auf der Curve bleiben fol, fo findet man 
noch bie Bedingung: 


Au,; Bora; + 29+<0, 
welcher durch keinen Werth von U; oder ap zu genügen if. Wenn U; 
ſehr Hein tft, fo wird der Bewegte noch, bi8 r nahe — — a geworben, 


3 
auf der Eure bleiben. Nimmt man aber als größten Werth von r 


nur zay3, jo daß I3r?—Aa? wird, jo Tann U; = 1,074..9a | 


werden. Den größtmöglichen Werth von U; findet man, wenn man 
r — 0 fegtz er iſt U; = 29 az mit dieſer anfänglichen Geſchwindigkeit 
wird alfo ber, Bewegte die Curve gleich im Anfangspunkte verlaffen, 
und nie mehr von ihr erreicht werben. 

Diefe Bedingungen geftalten fich dagegen umgekehrt, wenn ber 
Bewegte auf der hohlen Seite der Gurve bleiben ſolz denn man hat 
dann nach (g’) dem Ausdrucke: 


AU,f +49? U, (372 — 409) + pr? (91? — 1682) > 0 
Genüge zu leiten, und biefer zeigt, daß wenn x einmal größer als 


3 a geworden tft, ber Punkt fernerhin immer auf der Curve bleibt, 
daß aber im Anfange der Bewegung oder wenn r = 0 iſt, Uz mwerfig- 
ftend gleich 2gpa fein muß oder gleich der Geſchwindigkeit, welche der 
Endpunkt des Durchmeflers beſitzt, wenn der geftellten Bedingung genügt 
werden fol. 

Nehmen wir aljo zur fernern Unterfuchung der Bewegung des ma⸗ 
teriellen Punktes auf ber hohlen Seite des Halbfreifes U; — 2 pa an, 


fo wird „—gpYAar+ rt; die relative Geſchwindgkeit, mit wel— 
her der Bewegte die Curve verit, iſt daher Zpay/ 2 , und feine abfolute 





| 
| 
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Geſchwindigkeit gleich YE— 2ya=2palV 2 —1)—04..2p8. 
Für die Dauer der Bewegung ergibt fich dad Integral: 





” | 2a an 
po=t dw. —— — = I dr. un 4 
Jo Vi+sin!o 0 Y(4a2 +r)(4a2—r?) 
welches fich indeffen nicht in einem einfachen gefchloffenen Ausdrucke 
darftellen läßt, aus welchem alfo auch ber Werth von wo und r nicht 
einfach in Function von t gezogen werden kann, um bie Gleichungen 
‚der abioluten Bewegung zu erhalten. 
Es mag deßhalb genügen, dieſe Beziehungen angedeutet zu haben, 
und für das Weltere auf die techniſche Mechanik zu verweiſen. 


8. 128. 

Um endlich auch einige Beiſpiele für die relative gezwungene Be⸗ 
wegung auf einer in Bewegung begriffenen Fläche zu geben, wollen 
wir unfere Gleichungen (118) zuerſt auf den Fall anwenden, wo ein 
ſchwerer materieller Punkt ohne Reibung auf einer gegen die Richtung 
der Schwere geneigten Ebene, welche eine gleichfürmige brehende Be— 
wegung um eine zu dieſer Richtung parallele Achfe befitt, herabfallt, 

Sch nehme diefe Achje wieder als Achfe der 5, lege die Coordinaten⸗ 
Ebene der 55 fenkrecht auf die gegebene Ebene, und fo, daß die Achfe 
der 7 durch die anfängliche Lage des Bewegten geht, dag man alle 
e=0, n=n, 5=0 fürti=0 hat, und nehme die L-abwärts 
pofitio an; ferner bezeichne ich den Winkel, welchen die Normale zur 
beiveglichen Ebene mit der Achfe der 5 bildet, durch y, fo daß die 
Gleichung diefer Ebene einfach 


G=$ tang Y 
wird. Dadurch hat man cos! —=— siny, wsw=0, 608 —=c0sy; 
die bewegende Kraft R wird gleich ihrer Componenten Z’ = mg, und 
die Somponenten Z und H’ find folglich Null; die Componenten ber 
Kräfte Rs und F dagegen bleiben diefelben, wie in $. 121, und bie 
Gleichungen (118) nehmen damit bie Form an: 


„® ’ 
m I — = myp?E --2mgy = EN siny 


en 
ma 2 mg? n— Img a 


I _ mg —N’ cosy Ä 


‚Bau 


— 
nn 
-.. 


— 


Man zieht aus ihnen ben Ausdruck für bie relative Geſchwindigkeü: 
VP=U34+2g5 + pn?) , 
ba wieder wie leicht zu ſehen 
, d an. A 
N ey — N sy = ’ + n!=r? 


tft, und U; die anfängliche relative Geſchwindigkeit bedeutet. 

Multiplicirt man bann bie erfte der Gleichungen (a) mit siny, 
bie dritte mit cosy, und zieht die letztere von ber erftern ab, fo ergibt 
fih mit Beachtung der Gleichung ber Ebene und ihres zweiten Aende 
rungsgeſetzes: 


als Werth des Druckes N’ auf bie Ebene 

N=m(gcosy— RE siny—2gpvrsiny). 
Penn ber Bewegte auf der Ebene bleiben fol, jo muß N’ immer einen 
pofittven Werth Haben; tft alfo Die Bewegung eine pofitive, d. h. für 


ein Auge in der pofttiven Achſe der Z eine in demfelben Sinne, mie 
bie Bewegung eines Uhrzeigers vor ſich gehende, und fich der 


Bewegte auf der pofitiven Seite der 7, jo daß auch v; — rn , poftio 
ift, fo wird ein Druck auf die Ebene mur fo lange Rattfinden, oIs 
gs >(pE+29v;)tangy 


it, und die drehende Bewegung darf dann eine gewiffe Größe ber 
Winkelgeſchwindigkeit nicht überfchreiten. Iſt dagegen p negativ, fo 
wird N’ pofitto fein, fo lange 


8 2pv; tangy > p*E tangy 


tft, was immer flattfinden wird, wenn der anfänglige Werth r, vonn 
nicht zu Hein tft. In den Fällen übrigens, in denen N’ negativ wird, 
gelten die obigen Gleichungen alle unter der Vorausſetzung, daß fich der 
Bewegte unterhalb ber gemigten Ebene befindet. 
Führt man nun ben Iorhergehenden Werth von N’ in die erfte ber 
Gleichungen (a) ein, fo ergeben fich zur Auflöfung der geftellten Auf⸗ 
gabe bie beiden Differential= Gleichungen zweiter Ordnung: 
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dE 5. | | dn j 
2 *8 siny c0sy+ (95 +2972) cos?y , — 
En _ a5 | 


di? ginm? TE 


welche Die Geſetze für die Bewegung ber Projection des materiellen 
Punktes in der Ebene der En ausbrüden, und in DBerbindung mit der 
Gleichung ber gegebenen Ebene: | 


= langy 


auch die Art der Bewegung parallel zu ben andern Goordinaten= Ebenen 
beitimmen werden. 

Man wird fich Indeffen leicht überzeugen, daß bie beiden Gleichun- 
gen (b) auf directem Wege nicht vollftändig integrirt werden, und nur 
angenäherte Refultate Kiefern können, namentlich in den Fällen, wo @ 
einen fehr großen oder fehr Eleinen Werth hat, Sie geben übrigens in 


zwei Fällen auch genaue Gejehe, nämlich wenn y = In, oder wenn 


y=0 ift, bie gegebene Ebene alfo entweder eine lothrechte oder eine 
wagrechte Lage hat. 
Für den letztern biefer beiden Fälle it die Gleichung dev Ebene 


—=0 
und die Gleichungen (b) werben 


dd  z dn 
iu = 9 +29 
d#7 2 (c. 


d5 
m rPn29 u 


alfo diefelben, wie bie beiden erſten der Gleichungen (115) für den in 
$. 122 betrachteten Fall, was in der That auch flattfinden muß, da 
feine Reibung vorhanden iſt, und ber Beregte bis zum Anfang ber 
Zeit t an ber drehenden Bewegung um bie Achſe der S Theil genom⸗ 
men hat. ’ ' 


Ä | 
Iſt die gegebene Ebene dagegen lothrecht, alſo y—= Ta, ſo wird 


ihre Gleichung 
5 0, 
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übereinſtimmend mit ber erften dev Gleichungen (b); die zweite ber 
ſelben gibt daher, da auch u; = * = 0 if, cinfaqh 


d? 

= =gln; 
und damit wie in 68. 83 und 124 die Gleichungen: 
| 1 t _ 
d.) n —ñ— 770 ( + e ) 


und 
N — — Pr_ ? 
«4 2 —X ) 


Die dritte der Gleichungen (a) kommt durch bie vorangehenden Vor 
ausſetzungen auf 

dab 

da — 8 


zurüc und gibt wie gewöhnlich \ 
t — — 
8 


für die Zeit der Bewegung parallel zur Achſe der F, welche offenbar 
die des freien Falles iſt. Eliminirt man nun mittels dieſes Werthes 
bie Zeit t aus ber Gleichung (d), fo erhält man 


3 = 


tnle "ie " ) 


für die Gleichung der Curve, weiche der Bewegte in ber fih drehenden 
Ebene befchreibt. 

Nehmen wir zulebt noch bie bemerkten Fälle, wo 9 einen ſehr 
Leinen ober einen fehr großen Wertb hat, Y aber einen beliebigen 
intel bedeutet, fo werben wir in der erſten dieſer Vorausfehungen aus 


der zweiten der Gleichungen (b) ſchließen, baf n einen ſehr Heine 


Werth behält, und 7 felbit fich mur fehr wenig von feinem anfänglichen 
Werthe r, entfernt, voraudgefeht, daß biefes r, nicht fehr groß tft und 
bie Bewegung nicht für guße.Werthe von t unterfucht wird, Multi 
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pucht. man dann bie erſte der Gleichungen (b) mit 2 =, die zweite | 
mit 29 Fri 1 cos? 4, und nimmt das erfte Integral ihrer Summe ‚ 10 folgt: 


.&@ .) + "slyda2gk siny 0099-9? E&? cos?y 
+ 9? (m? — ro?) cos? y 
im? 
und wenn wir die kleinen Glieder (7) cos? y und ꝙꝰ (m? — 92) cos? y. 
vernachläffigen,, fo bleibt noch | 
2 —=+V 285 siny cosy+ p2 ER cos?y 
woraus 8 in Function von & und umgekehrt diefes in Function von t 
erhalten werden kann. Leitet man dann daraus den Werth von * 
in Function von t ab, und führt ihn in die zweite dev Gleichungen (d) 
ein, fo nimmt biefe die Form an: 
d?7 
dt2 —=p 27—-2gf(t), 
und läßt ſich auf eine Differential-Gleichung erfter Ordnung zurüd- 
führen, wenn man barlı 7 = u f dt.v ſubſtituirt. 
Sit endlich ꝙ fehr groß, fo wird & und =  berhältnißmäßig ſehr 
klein bleiben; man kann dann in der zweiten ver Gleihungen (b) das 
Gued 295 = neben pn vernadjläffigen, und dieſe Gleichung a 


dann, wie nn dein Belle, 9 37 iſt 


HN): 


daraus zieht man wieder 


d ei, gt 
„== znole+e") 
und wenn dieſer Werth in die erſte der Ben (b) geſetzt, und 


das Glied p?E neben r, p? e* —_e ) vernachläffigt wird, fo | 
verwanbelt fich dieſelbe in 


d2 . t 
“arrr c08y + rn p? (« — 


und gibt auf einfache Weiſe den Werth von E in Function von t, 
womit auch jener von & bekannt, und bie Löſung der Aufgabe erreicht iſt. 


— pt 
e c08? y 


6. 129. 


Zuletzt foll noch die relative Bewegung eines ſchweren materiellen 
Punktes auf einer Kugelfläche, weldhe an der Umdrehung ber Erde 
Theil nimmt, oder mit andern Worten bie relative Bewegung des nad 
allen Seiten bin beweglichen Pendels unterfucht werden, da dieſe 
Unterfuchung in der neueften Zeit durch die Verſuche von Foucault 
einer befondern Beachtung werth geworden ift. 

Nehmen wir dazu ben Anfang der Coordinaten der E, 7, 5 im | 
Mittelpunfte der Kugel ober im Anfhängepuntte des Pendel! an, und 
beftimmen wir die Lage der Coordinatenachſen fo, daß bie ber Z parallel 
zur eigentlichen Richtung der Schwere, aber im entgegengefegten Sinne 
gerichtet ift, daß die Ebene der EZ mit dem Meridian bed Aufhängepunttes 
zuſammenfällt, und die pofitiven 7) had) Weften genommen werben; die | 
geographiſche Breite des Aufhängepunftes ſei wieder mit A, bie Länge 
des Pendels mit 1 bezeichnet. Unter diefen Borausfeßungen finden wir 
zuerſt für die Kraft R, weldhe den Gewichte mg, des materiellen 
Punktes bei ruhender Erde gleich iſt, und mit der Beachtung, daß bie 
Kraft R, Null wird, wenn man von der Bewegung ber Erbe um bie 
Sonne Umgang nimmt, die zu den Achſen parallelen Gomponenten: 


Z=0 $) H=0 N Z=mg,; 


bie Kraft R, ftellt den dynamiſchen Druck vor, und gibt die Com⸗ 
ponenten: 
E’—=mRgp?coßsnß ,„ H’"=0 ,„ Z’=mRgyfcosß. 
Wir werden banıı aber einfacher bie Achfe der F mit der Gleich⸗ 
gewichtslage unferes Pendels auf der ſich drehenden Erde zuſammenfallen 
laſſen, und dann | 
2-0, Z=2-Z =—mg 
erhalten, | 
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Die Gleichung der Kugelfläche, auf welcher ber Bewegte bleiben 
muß, iſt ferner | 
a+P+O0=P (a. 


und gibt für die Winkel X, , »’, welche bie Richtung des Normal- 
Drudes N’ mit den Achfen bildet, die Functionen: 


mr , su = 9 wr—-, 
worin 5 negativ zu nehmen ift, wenn man bie Bewegung nur in ber 
unten Hälfte der Kugelfläche ftattfindend vorausſetzt. 
Beceachtet man endlich, daß die Bewegung der Erbe vom Südpol 
ans angefehen werden muß, um als eine in pofitivem Sinne (eines 
Uhrzeigers) vor fich gehende zu erſcheinen, fo findet man für die Winkel 
A, u, », welche bie Drehungsachfe mit den Coordinaten-Achſen ber 


En, & einfchliekt, die Werthe: 
1 1 
1=ß 9 neyn 5) =Zznta, 


und die Somponenten der Kraft F werden nach $. 119 (g) folgende 
Werthe erhalten: 


Foost =2mgQ7 snß , u 
F eos’ = — 2m (9; sin ß + 32 af). 


Damit nehmen dann die Gleichungen (118) die Form an: 


d? dn . 
m + NI=—impTl sn , 
2 
m +N 12=420p (I = sinß + E08) , (A. 


2 
m + NS = 2mpSloosß—ng , 


und geben durch Elimination von N’, indem man fie ber Reihe nach 
mit * 1 ‚ = multiplicirt, ihre Summe nimmt, und das 
Aenderungsgeſetz der Gleichung (a) beachtet, din Werth von vn, nämlich: 


ve= (2) + (7) +) =UH+220—9), 6 
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welcher demnach berfelbe ift, wie bei einer feſtſtehenden Kugelflaͤche. 
Weniger einfach wird der Werth von N’, welcher fich durch die Summe 
der Gleichungen (A) ergibt, nachbem biefelben ber Reihe nach mit 
E; n, I multiplicirt worden find; man findet jo mit, ber Beachtung 


bes zweiten Aenderungsgeſetzes der Gleichung (a) und des vorftehenden 
Werthes von Vz? ben Ausdruck: 


Nl=mg (2, —32) + 2m sin . (7 22 
c.) | 
+ 2mg c05ß (7 257 . 


Weitere Ergebniffe und ſomit bie eigentlichen Gefehe der Bewegung 
faffen fi) aus den Gleichungen (A) nur annäherungswetfe ableiten. 
Dazu begnügen wir uns, wieder fehr Heine Schwingungen zu betrachten 
und demnach vorauszufehen, daß die Coordinaten & und 7 immer ſehr 
Hein gegen I bleiben, F AN immer fehr nahe gleich — lift, fo baf 


man bie Geſchwindigkeit —- 2 parallel zur Achſe der Z neben den Ge 


ſchwindigkeiten — S und 47 1. pernachläffigen ‚ und umfomehr das Aen- 


derungsgeſetz berjelben f er, gleich Null annehmen Tann, ba die Gleichung 


ber Kugelfläche die Beziehung liefert: 


und nach unferer Vorausſetzung bie Berhältife — und T ſehr klein 


werben. Beachtet man dann ferner, daß auch, tie bereits in $. 88 ange⸗ 
geben wurde, die a keine op ber Erde ſehr Hein tft, daß alfo 


das Glied zmpSt Tcos$ in ber duktten ber Gleichungen (A) neben 
mg verſchwindet p fommen dieſe Gleichungen auf folgende zurüd: 


B.) Ä den - dE . 
matNT=+2mp inf, 


N = mg. 


— — — — — 
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Multiplicirt man nun bie erfte dieſer Gleichungen mit 7, bie 
zweite mit & und zieht bie erfte von ber weiten ab, fo ergibt ſich 
O7 BE te) 
, 
oder wenn man r2 für &2-4n? einführt, und den Winkel dieſes Fahr⸗ 
ſtrahles r mit einer feften Geraden wieder durch w bezeichnet 


dt __..,9 7 (c. 
Tee Zul Tai 
Ferner kann man bie beiden erften Gleichungen (B) mit = und a 
multipliciren, und ihre Summe nehmen; dadurch und mit ber Beachtung, 
dap man hat 


dEy? (dan? _ (IN (,„doY — 
(5) +7) =(3 +) ‚) Nems 
findet man nach einmaliger Integration bie neue Gleichung: 
dr\? don? _ g 
| le wet, 0. 


worin r, den ſehr Heinen anfänglichen Abſtand des Pendeld von ber 
Gleichgewichtslage und vo bie ebenfalls fehr Heine Horizontal gerichtete 
anfängliche relative Geſchwindigkeit bedeutet, | 

Nor Allem müffen wie num fiber biefe anfängliche relative Ge— 
ſchwindigkeit die richtigen Begriffe feftftellen; denn es Fünnte fcheinen, 
aAls ob der materielle Punkt, wenn er aus der Gleichgewichtslage ent⸗ 
fernt und fih dann ſelbſt überlaffen ‚wird, Feine anfängliche relative 
Geſchwindigkeit habe, Dem tft aber nicht fo, und. die Gleichung (C) 
wird uns darauf hinmweifen. Nehmen wir nämlich an, dem Pendel 
werde am Anfange ber Zeit t in feiner Gleichgewichtslage eine anfäng- 
liche Geſchwindigkeit v’. ertbeilt, fo Hat mad rn —=0; findet alfo auch 


Null für den anfänglichen Werth von r2 : oder 19 Vo sine, ($.73) 
und bie Gleichung (C) gibt integrirt ben 9 druck: 





| dw] 
ae = psinp.r ; gif, (d. 


welcher zeigt, daß die Projection des Pendeb (die Schwingungs⸗Ebene) 
eine in pofitivem Sinne (von Oſten über m nach Weften) gerichtete 
Decher, Handbuch ber Mechauil IL | 34 
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cönftante relative Winkelgeſchwindigkeit befitt, daß dieſe Winkelgeſchwin⸗ 
digkeit alfo auch in den Wendepunften des Pendels vorhanden ift, und 
folglich au, wenn man die Bewegung außerhalb der Gleichgewichts- 
Inge beginnen Iäßt, für den Anfang der Zeit. Denn dieſe relative 
Wintelgefchwindigkeit rührt von ber Umdrehung ber Erbe her, welche 
fich unter dem Pendel wegbreht, wie es Foucault zuerft für da8 Pendel 
am Pol geſchloſſen, und durch den Verſuch auch für eine Breite 2 be⸗ 
ftättgt bat. In dem Augenblide aljo, wo das aus ber Gleichgewichte- 
Inge gebrachte Pendel fich felbit überlaffen wird, beſitzt es auch ſchon 
jene relative Winkelgeſchwindigkeit ꝙ sin 8; ber anfängliche Werth von 


E m ift deßhalb in dieſem Falle nicht Null, fondern 102 9 sin ß, 
und bie Integration der Gleichung (C) gibt vollftändig 


2 — 19 Bin ß = (r? — nn?) 9 sin ß 


oder wie vorher 
dw . 
yazygan ß.- 


Mit diefem Werthe erhält man 121,398 sin?ß; die Gleichung (D) 
toteb 


dr\? f 
e.) T) — (+ +93 sin ) (10 - 12) 
und gibt für die Bett dev Bewegung den Ausdruck: 


— — — Io 
| Virr sin? 8.1 — dr. — ars „ 
0 
r 


V ro? — p3 


welcher zeigt, daß bie Dauer einer Schwingung biefelbe tft, wie bei 
dem Pendel mit unbeweglichem Aufhängepunfte, da die Größe 9? sin? 


gänzlich verſchwindet gegen 7 „ welches nicht leicht Eleiner ald 1 vor- 


fommen dürfte, 

Betrachten wir endlich noch den allgemeinern Zall, wo dem Pendel 
in der Entfernung r, von 'einer Gleichgewichtslage von dem Beobachter 
eine zu dem Fahrſtrahl ferfrecht gerichtete Gefchwindigleit v’, ertheilt 
wird. - Seine anfänglich reative Geſchwindigkeit v, tft dann 


Vevıtngpsiaß; 
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die Integration der Gleichung (0) gibt daher zuerft vollſtändig 


ne sin = p sin $ (r?— 19?) 


oder einfacher | \ 


N =nvo+rRg sin . (£. 
Damit nimmt fodann die Gleichung (D) die Form an: | 
(Er r) 1548 (er 


und gibt mit Vernachläffigung der fehr Fleinen Größe „2 F und 
unter ber Vorausſetzung, daß ro der größte Werth von r tft, für t das / 
Aenderungsgefeb : | 


di 1 ’ 
urn — — — (i. 
2 
Ver + Fan) Fe 


dio dd __ nV +12 sinß 
dr dd 2,2 
vo?+ 6 — —— 
und wenn man 


5. TER — vo =w, (k. 
oV 2 
vo2+— o 7%? 1) 1 2 


| ſetzt und beachtet, daß man nach dem Aenderungsgeſetze (i) 


To . 
ir. — — pin p.t 
r Vrr+tor —) ro —— 


erhält, jo folge o—=w,tgQsinßit. (i. 


Man wird ſich aber leicht überzeugen, daß die Gleichung ( k) ganz 
mit dem Ansdrude für co — u, in $. 82 Abereinfiimmt, wenn dort g 
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negativ genommen wird, daß fie alfo die Polar- Gleichung einer Ellipſe, 
auf Mittelpunkt und Achfe bezogen, vorftellt, und wird daraus ſchließen, 
daß ꝙ sin 4. t ben Winkel ausdrüdt, welchen bie Achſe diefer Ellipſe am 
Ende der Zeit t mit ihrer anfänglichen Lage einfchließt. Während dem- 
nach das Pendel bei einem unbeweglichen Aufhängepunkte nach $. 114 
eine unveränderliche Ellipſe befchreibt, folgt basjelbe in feiner relativen 
Bewegung in Bezug auf bie fich drehende Erbe einer ganz gleichen 
Ellipſe, deren Achſe aber eine gleichförmige pofitive Drehung um ihren 
Mittelpunft beſitzt, und mit ber ee p sinß in 
2r 


Typ 8 


F ir: —— Beiteinheiten 


eine Umbrehung vollendet, wenn T — die Umdrehungszeit der Erde 


bedeutet. Unter einer Breite von 45 bis 500 beträgt dieſe Zeit dem- 
nach ohngefähr 1,5 T oder 36 Stunden; unter dem Pol dagegen würbe 
sin 8 —1, alſo T, =T = 24 Stunden oder genauer 86164 Sekunden. 

Für vu —=0, wird auch w Null, die Eflipfe geht alfo in ihre 
ſich gleichförmig drehende Achfe felbft über, in welcher fih nun das 
Pendel bewegt, wie wir e8 bereit aus den Gleichungen (d) und (e) 
geichlofien haben, 


Denk von 3. P. Himmer in Augsburg. 
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Im Berlage von Friedrich Vieweg und Sohn in Braunſchweig iſt erfhienen: 


Das ortboffopifche Ocular, 


‚eine neu erfundene achromatifche Linfencombination, welche dem aftronomifchen 
Fernrohr, mit Einfchluß des dialptifchen Rohre, und dem Mikroſkop, bei 
einem fehr großen Gefichtsfeld, ein volllommen ungekruͤmmtes, perfpektivifch 
richtiges, feiner ganzen Ausdehnung nad) fharfes Wild ertheilt, fo wie auch 
den blauen Rand des Geſichtsraumes aufhebt; zugleich als Anleitung zur 
Kenntniß aller Umftände, welche zu einer maßgebenden Beurtheilung und 
richtigen Behandlungsart der optifchen Inftrumente, insbefondere des Fern: 
rohrs, durchaus nöthig find, von Carl Kellner, Optiker zu MWeglar. 
Mebft einem Anhang: zur Kenntniß und genauen Prüfung der Libellen 
oder Niveau’s, von M. Henfoldt, Mechanitr. Mit in den Zert 
eingedruckten Holzfchnitten. gr. 8. Fein Velinpap. geh. Preis 12 Ger. 

Umfaffende theoretifche Betrachtungen, durch praftifhe Erfahrungen geleitet, 
haben mir den Weg zu der Erfindung gezeigt, welche diefe Schrift veranlaßt hat. 
Das orthoftopifche Ocular hebt das aftronomifche Fernrohr und das Mikroflop auf 
eine weit höhere Stufe der Volllommenheit, als fie bisher befaßen, und Feines ber 
befannten älteren aftronomifchen Dculare vereinigt fo viele Vorzüge in ſich, als diefes, 
weshalb eine allgemeine Einführung deffelben bei den befferen Inftrumenten wohl zu 
erwarten fteht. " 

Es ift nit nur vollfommener achromatiſch als das ältere aftronomifche Ocular, 
fondern befist auch bie Vorzüge des Ramsden' ſchen fpäter von Frauenhofer 
verbefferten Oculars, ohne die bedeutenden Mängel deſſelben zu haben, unter welchen 
bie ftarfe Barbengerftzeuung obenan fteht, und das gleihwohl an den aftronomifchen 
und überhaupt allen Fernröhren und Mikroſkopen, mit weldhen Meflungen vermittelft 
des Fadenneses vollbracht werden follten, angewendet werben mußte. Unter den 
weiteren Zugenden bes neuen Oculars verdient noch die Aufhebung der Tphärifchen 
und chromatiſchen Abweichung in der Are befondere Erwähnung. 

Eine neue verbefferte Gonftruction der achromatifchen Objective, fo wie eine Ab⸗ 
handlung über dyalitifche Fernröhre, dürfte ebenfalls von Interefle fein. 

Der Anhang enthält eine zweckmaͤßige und umfaffende Methode, die an faft allen 
aftronomifchen, geodätifchen und vielen phyſikaliſchen Infteumenten angewandten Li⸗ 
bellen ober Niveaus, von deren Genauigkeit alle Meffungen zum großen Theil ab- 
bängig find, mit höchfter Schärfe zu unterfuhen, und ben Werth biefer wichtigen 
Werkzeuge, welche meift nur zu fehr vernachläffigt werben, zu beurtbeilen. 


Sieben Tafeln mit Netzen zu Kryſtallmodellen 
zu der 
Einleitung in die Kryſtallographie und in die kryſtallographiſche Kennt⸗ 
niß der wichtigeren Subſtanzen 
von 


Dr. 9. Kopp, 
außerordentlihem Profeffor der Phyſik und Chemie an der Univerfität Gießen. 


quer 4. geh. Preis 8 Gar. 


| Unter der Preſſe befindet fi: 
Zebrbuch Der Ophthalmologie 


für Aerzte und Studirende. 
Bon 
Dr. E. ©, Theod. Nuete, 
Profeſſor der Medicin an der Univerfität zu Leipzig. 
Zweite umgearbeitete und vermehrte Auflage. 


Mit zahlreichen in den Tert eingebrudten Holzfchnitten. gr. 8. Fein Velinpap. geb. 


& 


Im Berlage von Friedrich Bieweg und Sohn in Braunfihmweig iſt erſchienen: 
Beridt . 


über bie 


neueften Fortfchritte Der Phyſik. 
In ihrem Zuſammenhauge dargeſtellt 


Dr. Joh. Müller, 


Profeſſor der Phyſik und Technologie an der Univerſität zu Freiburg im Breisgau. 


In zwei Bänden. 
Mit zahlreihen in den Tert eingebrudten Bolzfhnitten. 
gr. 8°. Fein Velinpap. geb. 
Erfter Band complet. Breis 5 Thlr. 

Ze raſcher die Kortichritte find, welche in ben Raturwiffenfchaften gemaht werben, 
je mehr Moterial durch das raftlofe Streben der Naturforfcher angehäuft wird, deſto 
fhwieriger wirb e8, dem Gange ber Entdedungen zu folgen und fi auf der ‚Höhe 
ber Wiflenichaft zu erhalten. - 

Diefe Behauptung, für alle Zweige der Naturwiſſenſchaften wahr, findet auch im 
vollen Maaße ihre Anwendung auf die Phyſik. Je unentbehrlicher phyſikaliſche Kennt: 
niffe einem Jeden find, der irgend einen Zweig der Naturwiflenihaften mit Erfolg 
zu cultiviven gebentt, je mehr Bedeutung bie Phyſik für das praftifhe Leben ge 
winnt und je mehr man bie Nothwendigkeit eines gründlichen naturwiffenfchaftlichen 
Unterrihts für Schulen und Univerfitäten erfennt, um fo nothwendiger ift es, daß 
die Fortfchritte der Phyſik buch Leichtfaßlihe und doch gründliche Darftellung einem 
größeren Kreife zugänglich gemacht werben. 

So ift denn eine geordnete, leicht verſtaͤndliche und Eritifche Zufammenftellung 
der neueren Erforfchungen der Phyſik ein dringendes Beduͤrfniß geworben und es ift 
bie Aufgabe dieſes Werkes, eine folche zu vermitteln. 

Es wird für Iedermann, der ſich mit Phyſik beſchaͤftigt, ſey es im Fachſtudium, 
Selbftftubium ober in angewandter Weife, von hoher Wichtigkeit werben. Es bietet 
die Ergänzung zu jedem älteren Lehrbuche ber Phyſik und giebt bem Chemiler, dem 
Mediziner, dem Pharmaceuten, dem Ingenieur, dem Techniker, dem Induſtriellen, 
dem Berg- und Hüttenmanne, jedem, bem die Phyſik eine unentbehrliche Hülfswiffen- 
ſchaft für fein Fach ift, das bisher nicht vorhandene Mittel, ſich raſch und überficht: 
lid mit den Kortfchritten ber Phyſik in den legten 10 Jahren, fey es für die Wiffen- 
[haft oder die Anwendung im praßtifchen Leben, vertraut zu machen. 

Das Werft wird zwei Bände umfaffen, von benen der erfte bie phyſikaliſchen 
Fortſchritte auf dem unendlich wichtigen Gebiete ber Elektricitaͤtslehre in ihrer ganzen 
Ausdehnung enthält. Der zweite Band wird die Fortfchritte auf dem Gebiete ber 
Wärme, des Lichts, der Akuſtik und des mechaniſchen Theils der Phyſik umfaffen. 
Jeder Band wirb in 10 Lieferungen, jede Lieferung zu 6 Bogen erfcheinen. 

Der Preis jeder Lieferung, mit zahlreichen Abbildungen in Holzſtich, ift 1% Zhlr. 
nad) Vollendung des zweiten Bandes wird wohl fo viel Material vorhanden ſeyn, 
denfelben Cyclus von Neuem zu beginnen, der bann aber wohl einen kuͤrzeren Zeit: 
raum ale 10 Zahre umfaflen wird. 


Zur Phyſik Der Erde. 


Vorträge für Gebildete Über den Einfluß der Schwere und Wärme auf 
die Natur der Erde. 
Bon Dr. 9. Buff, 
Drofeffor der Phyſik an der Univerfität Gießen. 
8 Bein Belinpap. geh. Preis 1 Thlr. 4 gr. 

Diefes Buch, beſtimmt, nicht fowohl den Tachgelehrten Neues zu bringen, ald 
dem größeren Kreife Unterrichteter ein Hülfsmittel zur Erlangung Elarer Einſicht und 
genauerer Verftändniß der großen Raturerfheinungen barzubieten, wird ber Beachtung 
des gebilbeten Publitums empfohlen. 





